Komplex Matematisk Analys F2

MVEO025 (TMA252)

TENTAKIT
Datum Tenta | Losning | Svar
2000-01-10 X X
2001-01-11 X X
2001-10-24 D¢ X
2002-01-16 X X
2002-08-21 X X
2003-08-20 X X
2003-10-22 X X
2004-01-14 b4 b:¢
2004-08-18 b:¢ X
2004-10-20 X X
2005-01-12 X X
2005-08-17 X X
2005-10-19 X X
2006-01-10 X X
2006-08-23 X X

28 oktober 2006



MVEO025 / TMA253 (samt “gamla kursen” TMA252)
Matematik CTH
Tentamensskrivning i Komplex matematisk analys F / Kf
Datum: 2006-08-23, kl. 8.30 - 12.30.
Hjalpmedel: Endast formelblad som delas ut av tentamensvak terna.
Telefonvakt: , tel. 0762-721860, besoker salen ca 9.30 och
11.30.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges pa skrivningsomslaget.

1. Anvand z-transform for att losa differensekvationen

apio — 3api1 +2a, =0, ag=1, a3 =—1. (6p)

2.(a) Berikna med hjélp av residykalkyl

o

d

/ 47$7 a < R7 a > 0.
0 i+ at

Utfor de nodvindiga uppskattningarna. (6p)

(b) Berikna f (0), dar f=f (€) &ar Fouriertransformen av funktionen

f(z) zeR. (2p)

s
3. Givet ar funktionen

f(z) =

Finn f:s singulariteter och avgor deras karaktér. (3p) Bestdm de tre forsta (icke-
noll) termerna i f:s Laurentutveckling i omradet |z| > 1. (5p)

4. Se nista sida.
5. Se nésta sida.

6. Lat funktionen f vara analytisk i omradet D och antag att f har n olika noll-
stillen 21, 2o,...,2, 1 D med respektive multiplicitet mj, mo, ..., m,. Visa att det
finns en funktion g som ar analytisk i D och sadan att

f(2)=(z=2))"(z—29)"™ ... (2 — z:)"g(2), Vz e D.

Vad ska man lagga till i forutsdttningarna for att kunna pasta att dven i ar ana-

Iytisk i D?  (5p)

7. Formulera och bevisa satsen om en analytisk funktions Taylorutveckling (=
potensserieutveckling) kring en godtycklig punkt z, (du kan ta for givet att man far
derivera / integrera potensserier termvis). (5p)

8. Formulera och bevisa algebrans fundamentalsats. (5p)



MVEO025 (F, “nya” kursen) 4. Avbilda konformt pa det 6vre halvplanet omradet
mellan cirklarna {|z| =2} och {|z — 1| =1}. (6p)

TMA253 (Kf, “nya” kursen) 4. Avbilda konformt pa det évre halvplanet om-
radet mellan cirklarna {|z| = 2} och {|z — 1| =1}. (6p)

TMA252 (F & Kf, “gamla” kursen) 4. Finn en funktion f = f(z) som &r
analytisk i det évre halvplanet och vars realdel ir u(z,y) = In((z + 1)% + y?). (6p)

MVEO025 (F, “nya” kursen) 5. Funktionen f dr analytisk i {z € C: |z| < 1},
kontinuerlig i {z € C: |z] < 1}, och f(0) = 0. Visa att serien

FE+fE) 4+ =)+

ar konvergent. (7p)

TMA253 (Kf, “nya” kursen) 5. Ange en funktion f = f(z) sidan att f ar
analytisk i C\({z: Rez >0, Imz =0} U{—1} U {i}), har dubbelpol i i och visentlig
singularitet i —1. Ange i vilka omraden man kan Laurentutveckla f. (7p)

TMA252 (F & Kf, “gamla” kursen) 5. Ange en funktion f = f(z) sddan att
f ar analytisk i C\ ({z:Rez >0, Imz =0} U{-1} U {i}), har dubbelpol i i och
visentlig singularitet i —1. Ange i vilka omraden man kan Laurentutveckla f. (7p)

/IM
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MVEO025 / TMA253 (samt “gamla kursen” TMA252)
Matematik CTH
Tentamensskrivning i Komplex matematisk analys F / Kf
Datum: 2006-01-10, kl. 14.00 - 18.00.
Hjalpmedel: Endast formelblad som delas ut av tentamensvak terna.
Telefonvakt: Johan Jansson / Peter Lindroth, tel. 0762-721860, besoker salen ca
15.00 och 17.00.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges pa skrivningsomslaget.

1. Finn en funktion f = f(z) som &r analytisk i det &vre halvplanet och vars
imaginérdel dr v(z,y) = In((x — 1) +¢?). (6p)

2.(a) Berikna med hjélp av residykalkyl

> xsinax
/_ mdx, CLGR

Utfor de nodvindiga uppskattningarna. (7p)

(b) Beriikna Fouriertransformen f = f(¢) av funktionen

x
=— R. (2
f@)= G TER (@)
3. Ange tva Laurentutvecklingar kring zq = —2i f6r funktionen
z
)=

Redogor noga for var de géller. (7p)
4. Se nésta sida.

5. Betrakta funktionen o
6OéOt oz

(& (&

folz) =«

Avgor for vilka a € C funktionen f, dr analytisk i C. Motivera! (6p)

6. Hirled formler 14 och 15 i Laplacetransformtabellen (Lapla cetransformen av
sin och cos). Du far inte anvinda formler i tabellen vid hérle dningen, utan maste
anvianda definitionen. (5p)

7. Formulera och bevisa Moreras sats. (5p)

8. Formulera och bevisa Rouchés sats.  (5p)



MVEO025 (F, “nya” kursen) 4. Avbilda konformt pa enhetsskivan omradet i 6vre
halvplanet mellan realaxeln och den cirkel som gar genom pun kterna —2 och 2, har
sin medelpunkt i det nedre halvplanet och bildar vinkel ¥ med realaxeln. (6p)

TMA253 (Kf, “nya” kursen) 4. Avbilda konformt pa enhetsskivan omradet i
ovre halvplanet mellan realaxeln och den cirkel som gar genom punkterna —2 och 2,
har sin medelpunkt i det nedre halvplanet och bildar vinkel § med realaxeln. (6p)

TMA252 (F & Kf, “gamla” kursen) 4. Berikna integralen

d
/Z vy={z€C:|z| =1}
N

254+32+5"

(Kurvan + genomlGps ett varv moturs.). (6p)

/IM
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MVEO025 / TMA253 (samt “gamla kursen” TMA252)
Matematik CTH
Tentamensskrivning i Komplex matematisk analys F / Kf
Datum: 2005-10-19, kl. 14.00 - 18.00.
Hjalpmedel: Endast formelblad som delas ut av tentamensvak terna.
Telefonvakt: Elin Gétmark, tel. 0762-721860, besoker salen ca 15.00 och 17.00.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges pa skrivningsomslaget.

1. Los med hjilp av Laplacetransform begynnelsevirdesproble met

u+2u+2u=¢e"t for t>0 (u=u(t)),
(6p)

2.(a) Berdkna med hjélp av residykalkyl

*  cosar
———dx, e R.
/oo @12

Utfor de nodvindiga uppskattningarna. (7p)

(b) Beriikna Fouriertransformen f = f(¢) av funktionen

f(z) = @y © €R. (2p)

3. Bestim antalet nollstillen till polynomet P(z) = 2° + 3z + 1 i cirkelringen
{1 < |2| < 2}. (3p) Gor sa mycket du kan for att ytterligare lokalisera rotterna
(d.v.s. tala om vilka kvadranter, intervall etc de ligger i; du far anvinda bade reell
och komplex analys). (max 4p)

4. Se nista sida.

5. Lat P(z2) = 2"+ ap_ 12" '+ ...+ a1z +ag, ap € C,k=1,...,n— 1. Visa att
max,—1 |P(z)] > 1.  (6p)

6. Funktionen f = f(z), f # 0, &r analytisk i {0 < |z| < 2} och uppfyller
1
f <> =0 VneN.
n

Vad ér det for typ av singularitet f har i 0?7 (5p)
7. Se nista sida.

8. Formulera och bevisa satsen om en analytisk funktions Taylorutveckling (=
potensserieutveckling) kring 0 (du kan ta for givet att man far derivera / integrera
potensserier termvis). (5p)



MVEO025 (F, “nya” kursen) 4. Avbilda konformt pa évre halvplanet omradet

{z€C: |z| <2}\{z€C:Imz=0, 1 <Rez < 2}. (7p)

MVEO025 (F, “nya” kursen) 7. Formulera och bevisa Schwarz lemma. (5p)

TMA253 (Kf, “nya” kursen) 4. Avbilda konformt pa 6vre halvplanet omradet

{z€eC: |z]| <2}\{z€C:Imz=0, 1 <Rez < 2}. (7p)

TMA253 (Kf, “nya” kursen) 7. Formulera och bevisa algebrans fundamental-
sats. (5p)

TMA252 (F & Kf, “gamla” kursen) 4. Ange tva Laurentutvecklingar kring
zo = 1 for funktionen

Redogor noga for var de géller. (7p)

TMA252 (F & Kf, “gamla” kursen) 7. Formulera och bevisa algebrans funda-
mentalsats. (5p)

/IM
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LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 17 aug 2005 fm

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (2p) Antag

2C0S2z
1&) = 9a 1

[5e

dar v betecknar den positivt orienterade enhetscirkeln i z-planet. Angiv
endast svar!

Berakna integralen

Losning: Funtionen f(z) har enkla nollstélleni z = 0 och z = § +nf, n € Z,

och enkelpoler i z = i%. Notera att f(z) saknar nollstéllen och poler pa 7.
Enligt kind sats (sid 173) ar integralens virde I lika med 27i(N — P), dir
N ar antalet nollstéllen for f i enhetscirkelskivan rdknade med multiplicitet
och P ar antalet poler for f i enhetscirkelskivan ridknade med multiplicitet.
Alltsa ar I = 27i(3 — 2) = 27mi + SV AR.

2. (4p) Bestdm den sekvens (a,)3 _., som har Z-transformen

n=—oo

22

2246224+ 112+6

(Ledning: Om ¢ &r ett komplext tal skilt fran noll och b, = 0 for n < 0 och
b, = ¢" fér n > 0 sa har sekvensen (b,,) Z-transformen —*-.)

[e 9]
n=—0oo

Losning: Det galler att

z z
B+62+112+6  (2+1)(2+2)(z+3)

1



_1 _3
2 2 2

:z+1+z+2+z+3

varfor )
z

224622+ 112 +6

1 =z z 3 z
_§z+1+ z+2 2z+3
Ledningen ger nu for stora | z | att

2

z
234622411246
I n_—n ) n.—n _ S0 n,—n
= _izn:O(_l) z o+ 2271:0(_2) ‘2 EEHZO(_?)) <
=X n2 "
dar
1 3n+1
och

a, =0forn <0+ SVAR

3. (4p) Det reella talet a &r skilt fran noll. Berdkna

/ tan(z + ia)dz.
0

Losning: Det galler att

1e?* — 1

tanz = ——
e 1e27 +1
26 .
_e2iz+1_z

och

i 2 T 24e?
/0 e2i(z+ia) 1 1d:c = /0 iz | 2a dx

2T l 62(1
= | it
0 el + e a

2



Om C betecknar den positivt orienterade enhetscirkeln galler darfor enligt

residusatsen att
i 2i eedz
2i(z-+ia) dx = 2a
0 € +1 c 2(z + e%)

_J 27i(1-1)=0oma<0
N 2t om a > 0

Harav foljer att

/ tan(m—{—ia)d:v:{ g oma <0 «— SVAR
0 tmoma >0

4. (2.5p) Formulera och bevisa algebrans fundamentalsats.

5. (2.5p) Funktionen f(z) &r analytisk i omradet 0 <| z — z |< 7. Visa
att om funktionen | f(z) | 4r begrénsad i en punkterad omgivning av zy sa
finns en i omradet | z — 2z [< r konvergent potensserie Y - an(z — 2p)"
vars summa i punkten z # 2, ar lika med f(z).



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 12 jan 2005, f V

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (0.5p40.5p+1p+1p) Funktionen

224+1
25 —4224+2+6

fz) =

har en Laurentserieutveckling av typen Y >° jan(z —2)" + > > by(z —2)™"
i omradet |z —2|> 3.

a) Bestdm a, for n > 0. Ange endast svar!

b) Bestdm b;. Ange endast svar!

c¢) Bestdm b, for n > 2. Ange endast svar!

d)

Berakna
f'(2)
L

dar C ar den positivt orienterade cirkeln med centrum 0 och radie %
OBS: Motivera berakningen!

Lésning a) - ¢). Det géller att
12) 22 +1 22+ 1
Z: —
22 =422+ 246 (2+1)(2—2)(2=3)
_11 51 51
- 6z+1 3z-2 2z-3

Vi satter w = 2 — 2 och far

1 1 51 5 1

11
6wl +3w!

b}
—zw
3

1



—_

= (=2 + Y S+ (F1)TE ) (- )

Alltsa &r a) a, = 0, n > 0b) by = 1 och ¢) b, = (5 + (-=1)"7'3"72),
n>2.+ SVAR

Losning d). Kénda satser visar att integralens vérde dr lika med 277 x
(Antalet nollstéillen for f innanfor C' riknade med multiplicitet minus antalet
poler for f innanfér C riknade med multiplicitet) = 27i(2 — 1) = 27 «
SVAR

2. (3p) En Mdbiusavbildning w = f(z) avbildar punkterna —1, 0 och 1 pa
punkterna oo, 1, respektive 0. Bestdm det minimala avstandet mellan f(z;)

och f(z2) da z; och z dr diametralt motsatta punkter pa cirkel | z |= 3.

Lésning. Mobiusavbildningen uppfyller
w—01—-00 2—-10+1

w—00l1l—0 2+10-1

dvs )
—z
w=1z) = 1+2z
Om z = %eit och z, = —%e“, dar 0 <t < m, blir

2 —¢ft  24¢it

\f(Zl)—f(Zz) ‘:‘ 2+eit_2_eit




Y
ot 0o

T[4 — et |

dar likhet intraffar om ¢ = % SVAR : %.

3. (4p) Berikna
e 1
/ Ve o
o (14 22)2
Losnlng Om z =re dar r > 0 och —5 <t < 3 5 definieras log z = Inr + 1t,

22 = e2loB7 — Vet 5 och.f( z) = (zlilog)z Lat nu 0 <e<l<p, C,:z=pet,
0<t<mochn,:z=ce” 0<t<n. Funktionen f(z) har en pol av ordning
21 punkten z = 7 och &r analytisk utanfor {i}U{icke-positiva imaginéraxeln}.

Cauchys sats ger
p —€
/ f@ydz+ [ f(2)dz+ / f@yde+ [ f(2)dz
€ Cp —p —Ye

= 2miRes(f(2);1).
Har ar
Jalpim)
(p* —1)?

Ve(In 2 + )
| f(z)dz |< wwe

—e

| [ f(2)dz |<
Co

och

och genom att lata € — 0 och p — oo foljer att

/ooo f(z)dz + /_(;, f(z)dz = 2miRes(f(z2);1).

Vidare ar
/ fa dx—/ iv/| T | ln\x|+z7rdx
(14 22)?
:/ z\/:f(ln:zs—i-m)dJE
0 (14 22)?



och eftersom f(x) ar reell for z > 0 blir
© Vrlnz y
/0 mdm = 27Re Res(f(2);1).
Har ar )
d z2logz
dz (z +1)?

Res(f(2);4) =

2=t

N
Nl= =

1 1
= [—2(2 + 2')’325 log z + i(z +4) 2 logz + (2 +14) 2
22

..

och vi far

/Omm (r— 1)

T
(1+ 22)? v 8v/2

4. (2.5p) Funktionen f(z) &r analytisk i omradet 0 <| z — 2y |< r. Visa
att om | f(z) | &r begrénsad i en punkterad omgivning av zy sa finns en i
omradet | z — 2y |< r konvergent potensserie Y~  a,(z — 2p)" vars summa
i punkten z # 2o dr lika med f(z).

5. (2.5p) Den komplexvirda kontinuerliga funktionen f &r definierad i ett
Ooppet sammanhingande omrade D i komplexa talplanet. Vidare giller att

Lf(z)dz =0

for varje triangel v i D som omsluter ett omrade som helt ligger i D. Visa
att funktionen f ar analytisk.



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 20 okt 2004, e

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (Ip+1p) a) Visa att funktionen u(z,y) = e*(x cos y—y sin y) ar harmonisk.
b) Bestdm ett harmoniskt konjugat till funktionen u(z,y). I del b) anges
endast svar.

Lésning: a) Det giller att
o*u N Pu
ox2 = oy?

0 o]
a—(em(x cosy —ysiny + cosy)) + a—(ew(—x siny — siny — ycosy)) =
€T Y

e®(xcosy —ysiny +cosy +cosy) + e*(—xzcosy —cosy —cosy + ysiny) = 0.

b) Antag att funktionen f(z) = u(z, y)+iv(z,y) ar analytisk, dar funktionen
v(w,y) ar reellvird. Da ar f'(2) = (v, y) + v, (z,y) = uy (v, y) — duy(x, y)
och vi far att

f'(z) = €*(xcosy — ysiny + cosy) — ie®(—x siny — siny — y cos y).

Alltsa ar
f'(z) = (z +1)€”, z reellt.

De hela funktionerna f’(z) och (z + 1)e* sammanfaller alltsa pa z-axeln
och ar darfor enligt kind sats lika. Det foljer att f(z) = ze* + C, dir C
ar en komplex konstant. Eftersom «(0,0) = 0 blir C = ¢E dir E ir en
reell konstant. Det foljer att v(z,y) =Im{e*(z + iy)(cosy + isiny) + iE} =
e*(xsiny +ycosy) + E + SVAR

2. (4p) Hur manga nollstillen riknade med multiplicitet har funktionen

g(2) = zcoshz +32° + 1



i omradet | z |< 17

Losning. Definiera f(z) = —32% da z € C. Pa enhetscirkeln | z |= 1 galler
att
| f(2) +9(2) |=| zcoshz+1 |<

1 1
2l e+ e [+1<S(le [ +] e +1=

1 1
5(6R8Z+6_Rez)+1§ 5(e+e‘1)+1<3=| fl2)].

Kom hir ihag att funktionen cosh z, x € R, ar jamn och vaxande for > 0.
Rouchés sats ger nu att g(z) och f(z) har lika manga nollstéllen riknade med
multiplicitet i omradet | z |< 1. Eftersom f(z) har tre nollstéllen riknade
med multiplicitet i omradet | z |< 1 géller samma sak for g(z).

3. (4p) Berékna integralen
©  xsinz
—————dx.
/_ e R
Losning. Det giller att

/°° rsinx dr — Z./"o e e
o TE B2 44 o T+ 52244

ty
/°° T COST p 0
———  dzr=0.
oo X+ 522+ 4
Satt .
ze
f2) = 22452244
dvs )
ZeZZ

M= wraETy



Omp>2o0chC,:z=pe’, 0<t<mochl,:z=uxz —p<z<p, siger
residusatsen att

/C e = 2milRes(f(2):20) + Res((2): ).

—Im 2z

Eftersom | e |= e ger en M L-skattning att

| o f(z)dz |< (= 4)/0(p2 — 1)7Tp —0da p— oo.
Alltsa ar o
f(z)dx = 2mi(Res(f(2);29) + Res(f(2);1))-
Har ar . _ 1
. ze' _
&““@ﬂ”:[@+%xﬁ+n4g%:_?2
och . i .
. ze _
Res(f(z);1) = [(22 TG = ce 1

Det foljer nu att .
| f@is =Tt e

och

*  zsinz T,

4. (1p+1p) Sekvensen a = (a,), uppfyller olikheten | a,, |< Mr{, n € N,
for lampliga positiva tal M och ry.

a) Definiera Z-transformen a av a (observera att @ = Z(a) med larobokens
beteckningar).

b) Sétt b = (ap41)5%,- Visa att

b(z) = za(z) — zay.

5. (3p) De reellvirda och kontinuerligt deriverbara funktionerna u(z,y) och
v(x,y) ar definierade i en domén D och uppfyller Cauchy-Riemanns ekva-
tioner i en punkt (zg,yo) som tillhér D. Visa att funktionen

f(z) = u(z,y) +iv(z, y)

ar en deriverbar funktion av z = x + 4y i punkten zy = xo + yo.



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 18 augusti 2004, fm

OBS: Skrivtiden &r 3 timmar.

1. (2p) Utveckla funktionen

B 322 -922+4+4

fla) ===

i en Laurentserie i omradet i omradet | z — 4 |> 2. Angiv endast svar.

Losning: Vi har att

2 9,44 1
327 -2244 4 154 2O
z2—06 z2—06

och

T 11 1 i on—1
z—6 2-4-2 z2-41-% S (z-4)
Hirav foljer att

n—1

— SVAR

f(z) =3(z—4) +28—|—100§: TG

2. (4p) Berikna imaginirdelen av integralen

22 p
/C (22 4 m2)%sin 2 ?

dir C' &r den positivt orienterade rektangeln med hérn i punkterna 1 — 4,
1+44, —1+ 44 och —1 — 1.



Losning: Satt
2

f(z) = (2% + m2)2sinz’
Det giller att sinz = 0 om och endast om z = nm dir n &r ett heltal.
Eftersom

. z
lim — =1
z—0 8in z

ar
liII(l) f(z)=0
och funktionen f har en hivbar singularitet i origo. Punkterna nm dir n &r
ett nollskilt heltal ligger utanfér det omrade C inringar. Funktionen f har
poler av ordning 2 i punkterna +im. Punkten —im ligger utanfor det omrade
C inringar och punkten i7 ligger innanférfor det omréde C' inringar. Vidare
ar
d 22
R i) = lim —————
es(f(2);m) o dz (z +im)?sin z

2z(z +im)sinz — 22%sin z — 2%(z + im) cos 2

= lim
Z—im (2 +im)3sin? 2
1 cosh

Arsinh7  4rsinh? 7
Residusatsen visar nu att

/ 22 dz = 2 1 N cosh 7
z = 2mi(—
c (224 7?)2sinz 4rsinhm  4msinh®m

B 1 cosh
2sinh7m  2sinh?7’’

:i(

SVAR . 1 + coshm

" 2sinhnw 2sinh? 7

3. (1p+2p+1p) Funktionen
z
e? —1’

f(z) =

vars singularitet i origo &r hivbar, har en Maclaurintutveckling av typen
3 Bnzn. a) Bestim konvergensradien. b) Visa, att By = 1 och

n=0 n!
1 X/ nt1
B, = — By, n > 1.
s () Bz




c) Visa, att Bopy1 =0, n > 1.

Losning: a) Ekvationen e? = 1 har losningarna z = n2mi dir n ir ett god-
tyckligt heltal. De singuldra punkter till f(z) som ligger ndrmast origo &r
punkterna 427 med avstandet 27 till origo. Maclaurinseriens konvergen-
sradie dr darfor 27 «+— SVAR

b) Definiera f(0) = 1. Det giller att

2= (¢ —DJ(2)

och for | z |< 27 foljer nu att

B oo om oo Bk i
D IE >
m=1 k=0
Alltsa ar
1= B,
och
. k
0= Z K] for n > 2
m-+k=n
m>1,k>0

eller

n—1
1 n+1
= — O > 1.
B, - 15()( I )kaorn 1

c¢) Funktionen

B+iBn"—f() By~ +z_zcosh§
Pyt T TR T TS T Ssinh




dr jamn varfor

_ [d” zcosh %

= — 0 om n > 24r udda.
dz"231nh§]|z:0 om T = Sar ueea

4. (2p) Bestim Fouriertransformen till funktionen e~**, —oco < t < oo.

5. (3p) Formulera och bevisa Cauchys integralformel.



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 14 januari 2004 fm

OBS: Skrivtiden &r 3 timmar.

1. (2p+2p) a) Bestdm en Mobiusavbildning w = T'(z) saddan att T(0) = —1,
T(1) = oo och T(co0) = 2. b) Utveckla funktionen T'(z) i en Laurentserie i
omréadet | z |> 1.

Losning: a) Vi har att

w+1 2—oo_z—Ooo—1
w—002+1 z—100—-0

dvs
w+l 2
3 21
Hirav foljer att
2 1
w="T(z)= s — SVAR
z—1
b) Det giller att
1 o0 n
T =32 ,a" om |al|<1.

Om | z |> 1 foljer darfor att

T(z) =2

1—21 1—21
=950y ]

— 24352 2"« SVAR

2. (4p) Bestdam antalet nollstéllen for polynomet p(z) = 28+ 6z + 10 i forsta
kvadranten.



Losning: Lat p vara ett positivt tal och betrakta den slutna kurvan 6 =
a+ B+, dar

2
&
I

z, 0<x

I
oy O

B(t) = pet, 0 <t

IN

och
Y(y) =iy, p=y>0.

Det #r tydligt att A, argp(z) = 0 eftersom p(z) &r ett strikt positivt tal om
z € a. Vidare &r

) ) 6 )
p(pezt) — p6661t(1 + _e—5zt + =

Alltsé saknar p(z) nollstéllen pa 5 om p &r tillrickligt stort och det foljer
att Agargp(z) = 65 = 37 om p stort. P& kurvan vy #r imaginirdelen av
p(z) strikt positiv utom i origo dér p(0) = 10. Polynomet p(z) saknar dérfor
nollstéllen pa v om p ér tillrsickligt stort. Vidare dr p(ip) = —p° + 10 + 6ip,
dér det for tillrickligt stora p géller att

6p
_p6+10 <0

och 6
P ~0
—p%+10
Det foljer att A, argp(z) = —m om p stort.
Argumentprincipen visar nu att p(z) har
stéllen i forsta kvadranten<— SV AR

L

5-(3m — m) = 1 stycken noll-

3. (2p) Berikna integralen

1

ez
d
/Cl-l-z2 “

dér C &r den positivt orienterade rektangeln med hornen +1 + . Angiv
endast svar.




Losning: Integranden
ez
f(Z) - 1 + 22

dr analytisk utanfor punkterna +i och 0. De tva forsta punkterna ligger
utanfor C. Om 0 <| z |< 1 géller att

z—k

flz) = ZZ‘;OFEZ‘;O(—D"?"

Y %(—1)" o

—k+2n=-1
k>0, n>0
1 1
= ...+z_1(1—§+§ — )t

Residusatsen visar nu att integralens vérde &r lika med 27 (sin1)i « SV AR

4. (2p) Antag R > 0 och 1at Cg beteckna halvcirkeln z = Re”, 0 < ¢ < 7.
Visa att

| e*dz |< .
Cr

5. (3p) Visa satsen om potensserieutveckling av en funktion som &r analytisk.



LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 22 oktober 2003, em v

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (1p+1p) a) Bestam en Mobiusavbildning w = T'(z) sadan att oo = T(0),
0 = T(i) och 1 = T(1). Angiv endast svar. b) Berdkna [ T?(z)dz dér y &r
den positivt orienterade enhetscirkeln. Angiv endast svar.

Losning: a) Det giller att

w—01-—00 z—11—-0

w—o01l—0 2z—-01—14

alltsd ar 1+ ,
= -2 SVAR
2 z
c) Det géller att
1 1 1
T2(2) = =(1 = 2%~ — =) = o+ -
()= g(1- 2 — )=t +

varfor
/ T%(2)dz = 2miRes(T2(2); 0) = 2mi « SV AR

v

2. (4p) Bestéim antalet enkla nollstillen fér polynomet p(z) = 2° + 2z — 7 i
omradet 1 <| z |< 2.

Losning: Sétt f(z) = —2° och g(2) = —2 + 7.
Pa cirkeln | z |= 2 géller att

[p(2) + f(2) |=l 2 = TI<| 2 | +7=9 <2 =[ f(2) |.



Rouchés sats medfor déarfor att p(z) och f(z) har lika méanga nollstéllen
innanfor cirkeln | z |= 2 riknade med multiplicitet. Funktionen f(z) har 5
nollstéllen riknade med multiplicitet innanfor cirkeln | z |= 2 varfor p(z) har
5 nollstéllen riknade med multiplicitet innanfér cirkeln | z |= 2.

P& cirkeln | z |= 1 géller att

[p(2) +9(2) |=| 2 [= 1 <6 <] —2+T[=[g(2) | .

Rouchés sats medfor darfor att p(z) och g(z) har lika manga nollstéllen in-
nanfor cirkeln | z |= 1 rdknade med multiplicitet. Funktionen g(z) saknar
nollstéllen innanfor cirkeln | z |= 1 varfér p(z) saknar nollstillen innanfor
cirkeln | z |= 1.

Fran ovanstéende drar vi slutsatsen att p(z) har 5 nollstallen riaknade med
multiplicitet i omradet 1 <| z |< 2. Det aterstar att visa att nollstillena &r
enkla. Om p(z) har ett nollstille av ordning storre &n ett &r detta ocksa ett
nollstille till p'(z) = 52* + 1. Om

P4+2z—7T=00ch5z*+1=0

foljer att
1
5,2 +z

dvs z = 3, ett komplext tal som ligger utanfor omradet 1 <| z [< 2. Hérav
foljer att polynomet p(z) har 5 enkla nollstillen i omradet 1 <| z [< 2 «
SVAR

3. (1p+3p) a) Berikna integralen

00 1
dx.
/o $4+1x

b) Beriikna integralen

Losning: a) Sétt




Observera att namnarens gradtal dr storre dn eller lika med tva plus téljarens
gradtal samt att f(z) # 0 d& = €R. Funktionen f har i 6vre halvplanet
endast singulariteter i punkterna

14 ~1+i

20 = och z; =
V) ' V2

och dessa &r enkla poler. Sats i boken ger nu

S| 1 foo 1
/ 7613::—/ .z
o z*+1 2ozt +1

1 1 1

1
5 W@I;)Res(f(z),zk) m(4z3’ + 42%)

' 2

b) Lat D vara C\ {z; Rez=0o0ch Imz <0}. Om z € D och z = re®, dir
r>0och —Z <t < 2L definieras log; z = Inr + it. Sétt

Cp:z:peit, 0<t<m

och

Residusatsen ger att

/Cﬁa+7 y f(2)dz = 2mi(Res(f(2); 20) + Res(f(2); z1))

dar .
1+

0 =
Ve

-1+

V2

och z; =



Hér ar !

z)dz Sﬁpnp+w—>0dép—>oo
41
p—

P

och 1
|/ f(z)dz|gm‘;5+f 5 0dae—0.
v — &

€

Harav foljer att

: f(z)dz + /: f(z)dx + d(p,e) = 2mi(Res(f(2); z0) + Res(f(2); 21))

dér §(p,e) — 0 da p — oo och € — 0. Alltsa &r

O In|z|+in < Ing iz T
S [ dx = 2mi(-4 + 21
/—oo zt+1 v o 1 ity

dvs

© Inz | LT, 20 321
2/0 x4+1dx+m/oo x4+1d1‘:2m(2—)(—— - —)
w2 1+ -1+
== +3 .

8(\/5 V2 )

Genom att identifiera realdelarna i vinster och hoger led foljer att

= -— A
$4+1x 7r16<—SVR

/000 Inz dr — — 0 V2

4. (2p) Antag att funktionen f ar analytisk och lat u = Re f och v =Im f .
Visa att funktionerna u och v uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer.

5. (3p) Funktionen g(s) &r analytisk i hela planet utom i &ndligt manga
punkter sq, ..., s, och
lim g(s) = 0.

§—0Q

Visa att funktionen
7(t) = 3 Res(g(s)e™s ), ¢ > 0
k=1

har Laplacetransformen g(s).



LOSNINGAR

Matematik CTH: TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 20 aug 2003 fm

Hjélpmedel: Formelblad.

0 2
n
Z 3 Zn?
n
n:13

Angiv endast svar.
b) Vilken summa har potensserien for | z |[< R. Angiv endast svar.

Losning: a) Eftersom

2 (g

— ! dan—
30T 3 g7 CA N T

foljer att R = 27. Serien konvergerar dérfor om | z |< 27.
b) Om | z |[< 1 giller att

I
=0 1—=z
och derivering ger
nZ" =
n;l (1—2)?
Deriveras relationen
[o¢]
Z nz" = - 2
— (1-2)
erhélls
s 1+ 2




Alltsa ar

— 2.n i

Z n°z" = 7(1 o
och genom att ersitta z med = erhalls

> n? 27z(27—|—z)

2. (4p) Antag a &dr en positiv konstant. Berdkna
© Inz
dz.
/o a? + 2

Losning: Om z = re”, dir r > 0 och —% < ¢ < 2% later vi f(z) =Inr +it.
Funktionen f(z) &r en gren av log z. Lat nu 0 < 5 <a<pochsittI',:z=
pett, 0 <t <, och~y, = 56”, 7w >t > 0. Residusatsen ger

r flz) f(z)
d SACIRR / da+ [ 2
e a2+ x? T r, a2+z2 + P a2 T v, 0% + 22
: flz) .
= 27rzRes(a2 et ia).
Vidare géller om € < 1 < p att
\ /(2) dz:|<7rln'0+ —0dap— o0
r, a2+ 22 p? —a?
och 1
|/ 5 2dz|<7r82n#+7r—>0das—>0
a+z a? — g2

Det foljer att

/00 Inz d$+/0 ln|x|—|—z'7rdac
0

a? + x2 —o  a%+ 1?2
: flz) . flia) T
! es(a2+z2,za) T CL(na+22)

och genom att identifiera realdelarna i vinster och hoger led blir

© Inzx T
——dr = —1
/0 a? + x2 T 2a na



3. (4p) Antag n &r ett icke-negativt heltal. Hur manga rétter har ekvationen
Z"e? = 6z + 3 1 omradet | z [< 17

Losning: Infor de hela funktionerna f(z) = 6z + 3 och g(z) = 2"e* — 6z — 3.
Pa cirkeln | z |= 1 géller att

| £(2) +9(2) |=| 2" |= e®*% < e = 2.718...

och
| f(z) [>6]2]|-3=3.

Alltsa &ar
| f(2) +9(2) |<| f(z) | om |z|=1.

Rouchés sats medfor nu att f och g har samma antal nollstéllen i | z |< 1
riknade med multiplicitet. Funktionen f har ett enkelt nollstille i punkten
—% och inga andra nollstéllen och vi drar slutsatsen att g har exakt ett enkelt
nollstille i | z |< 1. Ekvationen z"e* = 6z + 3 har darfor en rot i omradet
| z |< 1.

4. (2p+2p) Antag n € N och att P(z) = a[ljp_,(z — z) &r ett polynom av
graden n. a) Visa att

P'(Z) Z—Z_’l Z_Zn
P(z) = ‘ =2 |2 —+ ...+ m om z ¢ {ZI’ZQa'--aZn}'

b) Antag P'(z) = 0. Visa att det existerar icke-negativa tal A, ..., A\, med
summan 1 sddana att
Z = )\12’1 + ...+ )\nzn.

Losning: a) Derivering ger

P'(z) = ai Iz —2)

k=1 j#k



och

==z |?
och
"oz — 2z
Y75 =0
kzl\z 2 |
dvs . . .
2k
z - = —_— .
kgl|z—zk\2 ,92::1 z— 2z |2
Om vi definierar .
T
Y . R

J=1 |z—z;|?

Sa 4r Ay, ..., A\, positiva tal med summan 1 sadana att
Z = /\121 + ...+ )\nzn

Om z = 2, for ett visst k definieras A\, =1 och A; =0 om j # k och det
foljer att Ay, ..., A, icke-negativa tal med summan 1 sadana att

z2=MAz1+ . + A 2n.

5. (2p) Visa att en hel begrénsad funktion &r konstant.

6. (2p) Harled Fouriertransformen till funktionen e ",

7. (3p) Visa satsen om potensserieutveckling av en funktion som &r analytisk.



Matematik CTH: TMA252 Komplex matematisk analys fér ' och Kf
Dag, tid, sal : 02-08-21, f, VV11

Telefonvakt: Per Horfelt, tel 0740 459022

Hjilpmedel: Formelblad.

Inlimning skall ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumreral

OBS: Text pa 2 sidor!

1. (4p) Laurentserieutveckla funktionen f(z) = je* + s 1 potenser av z.
Utvecklingen skall gélla i ett omride som innehaller punkten 2z = 2.

2. (4p) Hur manga rotter har ekvationen 2%¢* = 52 + 2 i omridet | z |< 17

3. (4p) Funktionen f{z) &r hel och f(z) = u(z,y) +v(z,y), dér u = Re f
och v = Im f. Vidare géller att u(z,y) + v(z,y) = 2% — y* och £(0) = 0.
Berdkna
2 4
5 F{2)

dér « &r den positivt orienterade enhetscirkeln.

- 4. (4p) Lat P(z) = 2% +2bz+c¢, dir b och ¢ &r komplexa tal, och 14t v vara en
a\ﬁ.@ enkel siuten kurva i komplexa talplanet sddan att P(z) # 0 for alla punkter
z pa . For varje positivt heltal n definieras

4= [ 2o

- L
g | An |7 -

(Ledning: Om m &r ett positivt heltal giller att

Berikna

1
m! = V2rmmtzegmtim




dir 0 < 6, < 1))

5. (2p) Funktionen f(2) &r analytisk i en domén D. Visa att u}, = v} och
u, =

y=—vziD,diru=Refochv=Imf/.

6. (2p) Formulera och bevisa Liouvilles sats for hela funktioner.

7. (3p) Funktionen g(s) dr analytisk i hela planet utom i @ndligt manga
punkter s, ..., 8, och
lim g(s) = 0. .
Visa att funktionen "
f(£) = >_ Res(g(s)e”; i)

k=1

har Laplacetransformen g(s).
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LOSNINGAR

TMA251 och TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 02-08-21, f, VV11

Hjilpmedel: Formelblad.

1. TMA252 (4p) Laurentserieutveckla funktionen f(z) = Ze* + -(;-1-)-; i
potenser av z. Utvecklingen skall gilla i ett omrdde som mnehéller punk-

ten z = 2.
Losning: Det giller for | z |> 1 att

1 ___d__l___i{_l_ 1 }

(z+1?  dzz+1  dzlzl+zl
d o0 0o
=—— S (-1 = S (-1 (n + 1)z 2
dz n=0 n=_0
Kom ihag att
=1
e = —rz"
n=0 ¥

for alla komplexa tal z. Om | z {> 1 blir ddrfor

f(z)r—z "‘+Z -1)"(n+ 1)z

11.=0 n=0
—-ﬂ__l n+1)lz +Z( D*n-1)z" « SVAR

1. TMA251 (4p) Bestim en harmonisk funktion h(z,y) i omradet z > 0,
y > 0, som har randvirdena

hz,0) =1, z>1
h(z,0) =0, 0<z <1
R0,y) =2, y > 0.

Lésning: Avbildningen w = u + v = 2% avbildar omrddet > 0, y > 0
omvandbart entydigt p4 omradet v > 0. Vidare avbildas

z>1, y=0pdu>1, v=0,




O<z<l,y=0pald<u<l, v=0

och
z=0,y>0pdu<0, v=0.

Vi soker darfor forst en harmonsk funktion H(u,v) i omridet Im w > 0 sddan
att

H(u,0}=0,0<u<l

H(u,0) =1 u>1
H(u,0)=2, u<0.

Enligt Poissons integralformel fér 6vre halvplanet kan vi definiera

H('U;,'U) = 7—; . --—-———(t_u)2+v2

/0 2udt + lj‘m vdl
o (t—u)?+v? 7w/ (t—u)?240?

t—ul® 1 t—ul®
[2 arctan ] + — [arcta.n ]
UV Jeww T v o

1 f°° vH(t,0)dt

A N

1.3 —
=—(?ﬁ—2arctan%-arcta.n1 u)

Slutligen definieras
h.(CL‘,'y) = H(U:U) = H(:L‘2 - y21 23:3/)

2 _,2 22
T Y _ arctan l—u) + SVAR
2zy
2. (4p) Hur manga rétter har ekvationen z%¢* = 5z + 2 i omradet | z [< 17
Lésning: Satt f(z) = ~5z — 2 och g(z) = 5z + 2 — z%¢*. P& enhetscirkeln
| z |=1 giller att

1,3
= ;(3- — 2arctan

| f(z)[25]z]~2=3
och
| F(z) +9(2) <] 2 |* " < e

och dirmed &r | f(z) + g{z) |<| f(2) | p& enhetscirkeln. Enligt Rouchés
sats har f och g lika manga nolistillen innanfér enhetscirkeln. Funktionen
F(z) har exakt ett nollstalle, nimligen i punkten —%, som ligger innanfdr




enhetscirkeln. Hirav f6ljer att den givna ekvationen har exakt et nollstille
innanfor enhetscirkeln.«— SVAR

3. (4p) Funktionen f(z) &r hel och f(z) = u(z,y) +iv(z,y), dér u = Re f
och v = Im f. Vidare galler att u(z,y) + v(z,y) = 22 — y* och f(0) = 0.

Berikna
2 4z
7@

dir v ar den positivt orienterade enhetscirkeln.
Lésning: Derivering av ekvationen u(z,y) + v(z,y) = * — y” ger

ul +vl, =2z
och
uy, + v, = —2y.

Den senare ekvationen medfér, genom att utnyttja Cauchy-Riemanns ekva-
tioner uj, = v}, u, = —vj, att

—vl +u, = —2y.
Hiarav foljer att
Up =T =Y
och
v, =T + Y.

Allgss dr f/(z) = vl + v, = 2 —y +i(z +y) och [z +i0) = (L +i)(z +
i0). Eftersom tva hela funktioner som sammanfaller pa realaxeln &r lika blir
F1(2) = (1+1)2 varav foljer att f{z) = 3122 eftersom f(0) = 0. Residusatsen

ger nu att X )
z
[ra%=rahze

2 . .
= mZm =2n{l1+41i) «+ SVAR

4. (4p) Lat P(z) = 22+ 2bz +c, dir b och ¢ &r komplexa tal, och 12t v vara en
enkel sluten kurva i komplexa talplanet sddan att P(z) # 0 for alla punkter
z p4 7. For varje positivt heltal n definieras




Berdkna
lim | A, |7 .

n—oo

(Ledning: Om m &r ett positivt heltal giller at{
m! = V2rm™t3e~mHon

dir0< @, <1.)
Lésning: Integranden har poler i nollstéllena z, och 2 till P(z).
Fall 1: 2, 2, ligger utanfor v (dvs ej pa eller innanfér 7).
I detta fall &r A, = 0 beroende p4 residusatsen och lim, o | An [%= 0
Fall 2: z, z ligger innanfor +.
Lat C, vara den positivt orienterade cirkeln med centrum 0 och radie r,

dér r &r s& stort att v ligger innanfér C;. D4 ir ;_.,n_)
dz h
A, = o PG
Om dessutom 7% — 27 | b| — | ¢ |> 0 foljer att
| Ap |< 21rrmax| 1< 2mr
P(z T (rr=2rfbl—|ci)

dir uttrycket i hdgra ledet konvergerar mot noll di r — co. Alltsd ir A, =0
och

lim | A, |7=0.
=00

Fall 3: 2, ligger innanfér v och z, utanfor .
I detta fall &r

A, = 27rzRes(P( s 2p)

= i { AR }
(n—1)! | dzn=1(z— 2" Je=20
(=" +1)- .. (n+n-2)
= 2m (n—1)(zp — 2)2r-1
(-1 (2n-2)!
(20 — )1 ((n — L)%

= 2711




Sy

Genom att utnyttja att

—1m+Gn

1
ml = 2rm™¥ e

dir 0 < 8, < 1, foljer att

1 2211—51
| An |= V2 -

T
| 20— 21 |1 (n — 1)

e

Eftersom
lzg— 2 P=22 [P —¢
bli
ir 1
n—3o0
Fall 4: z; ligger innanfér « och z; utanfér .

Som i fall 3 erhalls att

1
km | A, [7=

. 1
lim |An I“: |b2——c—]

69211—2—291‘—1 .

.

o0 ’b2_.cl'

ty, = —v, i D, diru = Re f och v =1Im f.

5. (2p) Funktionen f(z) &r analytisk i en domén D. Visa att u, = v} och

6. (2p) Formulera och bevisa Liouvilles sats for hela funktioner.

7. (3p) Funktionen g(s) 4r analytisk i hela planet utom i &ndligt manga

punkter sy,..., 8, och
lim g(s) = 0.

§—30Q

Visa att funktionen

£(6) = gﬁesw(s)e“;

har Laplacetransformen g(s).

Sk)
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Matematik CTH: TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 02-01-16, f, M

Telefonvakt: Per Horfelt, tel 0740 459022

Hjilpmedel: Formelblad.

Inlémning skall ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!

1. (4p) Lat C beteckna den positivt orienterade cirkeln | z |= 10. Bertikna

integralen
e? d
/;; 1
2. (4p) Bestdim konvergensradien f6r potensserien

i—nfﬁ
€ Z .

n=0

3. (4p) Betrakta polynomet p(z) = z"+a,_12™" " +...+ay, diir ap, .., an_; i1
komplexa tal och 14t C' beteckna den positivt orienterade enhetscirkeln
i komplexa talplanet. Berfikna integralen

/C 27'p(3)

zZ—w
d& w &r ett komplext tal som uppfyller | w |> 1.

4. (4p) Bestim alla hela funktioner f(z) sadana att f(0) =1 och
f(22) = 2f(2)f'(2)
for alla komplexa tal z.
5. (2p) Hirled Fouriertransformen till funktionen e~*.
6. (2p) Formulera och bevisa Liouvilles sats for hela funktioner.

7. (3p) Funktionen g(s) #r analytisk i hela planet utom i #ndligt manga
punkter sy, ..., 3, och
lim g(s) = 0.

S =0Q
Visa att funktionen

(&) = 3 Res(g(s)e®; 5x)
k=1

har Laplacetransformen g(s).




LOSNINGAR: TMA251 och TMA252 Komplex matematisk analys for
F och Kf
Dag, tid, sal : 02-01-16, f, M

1. (4p) Lat C beteckna den positivt orienterade cirkeln | z |= 10. Berikna

integralen
e* d
fc 1
Losning: Integranden har enkelpoler i punkterna zx = 2kmi, k& =
0,41,£2,... . Punkterna zy och zy, ligger innanfér C och de &vriga

punkterna utanfér C. Vidare giller att

z 2

€
Vak) = (m)u 2y

for varje k € Z. Residusatsen ger nu att

/ C dz=2mi-3=6m «— SVAR
[0}

e —1
2. (4p) Bestam konvergensradien fér potensserien
i e "™
n=0
Lésning: Om 7 € [0, 1] fSljer att
e

= -Nn ﬂz - -1
Sert <> e =—
n=0

n=0

A

LD
h

Konvergensradien &r alltsa storre dn eller lika med 1. Antag nu att

r > 1 och skriv
e 2 > 2
Ze—ﬂrn = Z en 1nr~n.
n={)

n=0

Denna serie ér divergent eftersom allménna termen

n2lnr-n = ena(].nr—%)

[ — 0Q

dad n — oo (fér en konvergent serie konvergerar allminna termen mot

noll i oindligheten). Den givna serien har darfér konvergensradien 1.
SVAR: 1.




3. (4p) Betrakta polynomet p(:) = z"+a,, . 12" rag, diir ag. . a, | Er
komplexa tal och lat C beteckna den positivt orienterade enhetscirkeln
1 komplexa talplanet. Berdkna integralen

2" 1p(z
/ P() .
c z—w
dé w &r ett komplext tal som uppfyller | w |> 1.
Lésning: Det giller att

n—1 z n—1 1 T
/z p(z)dz=/ z P(z)dz___f L2+, +ape"
c z—w c z—w c z(z —w)

-1+an_1z+...+aoz". 271

= 27iRes( (e — w) 1 0) =- — SV AR

4. (4p) Bestiim alla hela funktioner f{z) sadana att f(0) =1 och
f(22) = 2f(2) f'(2)
tor alla komplexa tal z.

Lésning: Derivering ger

P FP ) = 237 (1) F (z) iR )

k=0

Sétts z = 0 erhalls med beteckningen

i
f..u:‘:) T, = f(")(O), neN
att
n
S 2n—1$ﬂ = Z (E) ZpTnyil-f, N E N.
R k=0

Vi ser fran denna ekvation att sekvensen (Tn)nen &r unik ty z, = 1.
Om vi sétter n = 0 och utnyttjar att x5 = 1 blir £, = % Sdtts n = 1
erhalls pa liknande s#tt att z, = i Vigissar nu att z,, = 27, Eftersom

@) =2

k=0
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Matematik CTH: TMA?252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 01-10-24, e, V

Telefonvakt: Per Horfelt, tel 0704-459022

Hj4lpmedel: Formelblad.

Inlimning skall ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!

1. (4p) Hur manga nollstéllen, riknade med multiplicitet, har polynomet

2% — 32+ 1 = 0 innanfor cirkeln | z — 1 |= 17

2. (2p+2p) a) Bestim den Mébiusavbildning w = T'(z) som uppfyller

0 =T(1), i ="T(2) och oo = T(3). b) Berikna

[y T2(2)dz

d4 «y 4r den positivt orienterade cirkeln med centrum 0 och radie 4.

3. (1p+2p+1p) a) Visa att funktionen

u(x,y) = rcoshzcosy — ysinhzsiny

#r harmonisk.

b) Best&im en analytisk funktion f(z) vars realdel #r lika med u(z,y)
och som uppfyller f(0) = 0.

¢) Berdkna f"(i%).

4. (4p) Antag a och b 4r positiva reella tal. Berdkna integralen

/’+°° coszxT d
o (TR

5. (2p) Harled Fouriertransformen till funktionen e~*’.

6. (2p) Funktionen [ #r analytisk. Visa att

Ou_ov g 0u_ o
dr Oy 8y Oz
diru=Refochv=Imf

7. (3p) Formulera och bevisa Cauchys integralformel.
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Matematik CTH: TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 01-10-24, e, V

Telefonvakt: Per Horfelt, tel 0704-459022

Hjslpmedel: Formelblad.

Inlimning skall ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!

1. (4p) Hur manga nollstallen, riknade med multiplicitet, har polynomet -
2> = 3z + 1 = 0 innanfor citkeln | z — 1 |= 1?

Losning: Sitt 2 =w + 1. D4 ar
22 —3z+1=w 43w +3w+1-3w—-3+1
=wd 4+ 3uw? -1

Det galler alltsd att avgdra hur manga nollstillen, riknade med multi-
plicitet, som polynomet w® +3w® — 1 = 0 har innanfor cirkeln | w |= 1.
Pa cirkeln | w [= 1 galler att

[ (w® 4+ 3uw? - 1) + (-3w?) |<| w—1|<2<3=-3uw?|.

Rouchés sats medftr nu att polynomen 3+ 3w? — 1 och —3w? har lika
manga nollstéllen, riknade med multiplicitet, innanfsr cirkeln | w |= 1
dvs 2. SVAR: 2

2. (2p+2p) a) Bestam den Mobiusavbildning w = T{z) som uppfyller
0=T(1), i =T(2) och oo = T(3). b) Bersikna

/’ T2(2)dz

v

dd 7 4r den positivt orienterade cirkeln med centrum 0 och radie 4.
Losning: a) Vi far att

w—Oi—oo_z—12—3
w—o00i—0 z—-32-1

dvs

w:T(z)=il:§<—SVAR




\l'@“
R S
Rt

Tl

3

b) Antag f(z) = u(z,y) + iv(z,y), dir f(z) 4r analytisk och v(x,y) ar
en reellvird funktion som uppfyller »(0,0) = 0. Beroende pa Cauchy-
Riemanns ekvationer giller att
flz+iy) = u —au))
= coshzcosy + zsinhz cosy — ycoshzsiny
~i(—zcoshzsiny — sinhzsiny — ysinh z cosy).

Genom att sitta y = 0 far vi att
f'(z) = coshz + zsinh .

Om tv4 hela funktioner sammanfaller pa realaxeln sa 4r de lika verallt
och det foljer att

f'(z) = cosh z + z sinh 2.
Alltsa ar
f(z) = zcosh z + C.
Men f(0) = 0 ger C' = 0 och vi far att f{z) = zcoshz + SVAR

¢) Eftersom f”(z) = 2sinh z+2 cosh z #r %) = (i—(—9))+ 2 (i~i) =
2t + SVAR

. {4p) Antag a och b 4r positiva reella tal. Berikna integralen

/+°° Cosz d
~co (0% 4 22)(52 + z2) o

Losning: Det galler att

S L S,
—oa {a?+z2)(b? + z2) —oo (a2 + z2)(B? + z?) '
Satt N
—_ €
&) =tz 2 (B + 22)°
Antag forst att a # b. [ 8vre halvplanet har funktionen f(2) enkelpoler

1 punkterna zy = ia och z; = ib. I Ovriga punkter i 6vre halvplanet &r
f(z) analytisk och residuteorin medfsr att

I'=2mi(Res(f(z); z0) + Res(f(2); 2))




Matematik CTH: TMA251 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 01-01-11 f M ,

Telefonvakt: PetZer 3.“:;’/1,67/CN/ O P50 — 45 90 22,
Hjilpmedel: Formelblad.

Inldmning skall ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumreral

OBS: Text pa tva sidor!

1. {3p) Bestiim den Mobiusavbildning w = T'(2) som uppfyller 0 = T'(1),
2 = T(3) och oo = T(—1). Vilken kurva i z-planet avbildas pi reella
axeln i w-planet?

2. (3p) Utveckla funktionen

i Laurentserie 1 omradet
a)0<|z<1
b)1<|z|<2

)|z |>2.

3. (3p) Visa att

o g , U w2
/ e Pginwrdr = e “fzf & 2 dy
0 0

for varje reellt tal w. (Ledning: Antag forst att w, B > 0 och berskna -
kurvintegralen Jo e"**2dz; dar C ar den positivs orienterade rektangeln
med horn 1 0, R, R + iw och iw.)

4. (4p) Hur minga nollstillen, riknade med multiplicitet, har polynomet
p(z) = z* +iz +14 i omrddet Imz > 07 Visa ocks& att varje sadant
nollstille har multipliciteten ett.

5. (4p) Den reellviirda funktionen u(z,y) 4r harmonisk och icke-negativ i
en omgivning av enhetscirkelskivan r = /27 + 37 < 1. Visa att

1 -
1+

Cu(0,0) < u(a,y) < 1T

— Tu(O, 0)omr < 1.

r
Y

V. ﬁ' V:’;/\J[j f




6. (0.5p+0.5p) Antag
az+b
T =
() cz+d
dir ad — bc # 0. a) Berikna 7”(z). b) Visa att funktionen T(z) &r
omvindbart entydig.

7. (3p) Visa att ett polynom av graden n, dir n 4r ett positivt heltal, har
exakt n nollstillen, riknade med multiplicitet.

8. (4p) Funktionerna u(z,y) och v(z,y) &r reellvirda och u, v, du/dz,
v /Bx, du/dy och Hu/Oy #r kontinuerliga i en omgivning till punkten
(zo, 1) € R? Vidare giller att u och v uppfyller Cauchy-Riemanns
ekvationer i punkten (zq, ). Visa att funktionen

f(z) = ulz,y) +w(z,y), 2=z +y

dr deriverbar i punkten z, = g + iyp.

s

S




LOSNINGAR
TMA252 och TMA251 (gamla kursen) Komplex matematisk analys for
F och Kf, 01-01-11

1. Bestim den Mobiusavbildning w = T(z) som uppfyller 0 = T(1), 2 = T(3)
och oo = T(—1). Vilken kurva i z-planet avbildas pé reella axeln i w-planet?

Losning: Vi far att
w—-02-c0 z—-1i+1
w—002-0 z+1li—1

dvs .
w z—1i+1
2 z+1i—1
Efter férenkling erhalls
11—z
w= 2i .
142
Punkterna 1,7 och —1 pa cirkele | z |= 1 avbildas alla pd reella axeln i

w-planet. Alltsa avbildas cirkeln | z |= 1 p4 reella axeln i w-planet.
SVAR: w = 2i35%; cirkeln | 2 [= L.

2. Utveckla funktionen

Hz) = z(z+ 1)(z + 2)
i Laurentserie i omradet

a)0<lz|<1

b)l<|z|<2

c)lz|>2.

Losning: Partialbraksuppdelning ger

f@) =57~ =

11
T2z z41 2242




a) Om 0 <| z|< 1 s4 &

1 [+0]
— —1i”.n
z+1 _2;( 1)z
och - ) . -
— — _ nz-n—l n
z+2 21+ 2/2 ,{;( D ¢
varfor
f(z) = -—+ Z M2 2~ 1)2" « SV AR
n=
b) Om 1 <]z [< 2 54 4r
1 11 = no—ne1
241 214 271 ZEO(_I) z
och ) L -
— - no—n—1_n
242 21+ 2/2 nzzo( 12
Alltsd &r
= n —n—1 11
f(2) =3 (-1, +§_+Z( 1)79"=2,n
n=0 n=0

= ()M - 22 S (1) sV AR
= n=0
¢) Om | z |> 2 sh ar

1 _1 n —'n -1
z-f—l_zl+z—1 Z( 1)
och 1 1 1 x
—_— — n,—n—1
z+2 z1+42/z ,gj( 1)"2
varfor
11 = nfan—1 —n—]
f(2) 3;+Z(—1) (2 1)
= n=0
oo
= > (12" = 1)zl - SVAR
n=1




3. Visa att o
o ; 249 Y
f e sinwadr = ™% "zj e= 2dzr
0 0

for varje reellt tal w. (Ledning: Antag forst att w, R > 0 och berikna kurvin-
tegralen [, e~**1%dz, dir C 4r den positivt orienterade rektangeln med horn
10,R, R+ iw och iw.)

Losning: Antag forst att w, R > 0. Vi har att
0= / e #1q;
o
eftersom funktionen e~**/? 4r analytisk. Hirav foljer att
R w .
0 =/0 e_‘"szzdx-i—z'-/u e~ R+ /zg,
- /Re'(‘”+i“}2/2d33 - ifw ev’ 2dy

0 0

= /Re"x2/2d:t;+i /w e"(Rz_yg)/ze‘iRydy—]URe_{Iz"“'z)/Qe'i“zdx—-é fw eV 2y,
0 0 0

Har giller att
f / ¢ e (V)2 iRy gy < =22 ] v &2y s 0
0 0

da R — oc varfsr

0= /m e gy — foo e (@ W 2tz gy /w e’ dy.
= 0 0

Imagindrdelen av hogra ledet &r darfor lika med 0 dvs

o0 W
0= / e =2 gin wrde — ] eV 2dy
o 0

vilket &r ekvivalent med pastiendet for w > 0. Eftersom sinusfunktionen #r
udda foljer nu for w < 0 att

o0 o0 -
/ e~ sinwzdz = —/ ™" 2 sin(—wz)dr = —e“(‘“’wz/ ev" I dy
0 0 0




0
= e—:ﬁ/z/’ eyz/i’dy = ¢~w?/2 /w ey2/2dy.
—w 0

Fallet w = 0 4r trivialt.

4. Hur ménga nollstillen, riknade med multiplicitet, har polynomet p(z) =
2! + 4z +1 i omradet Imz > 07 Visa ocksh att varje sddant nollstille har
multipliciteten ett.

Lésuing: Antag p > 0 och betrakta kurvan Yo =1, + C,, déir I, 4r strackan
frén — p till p och C, &r halvcirkelbagen pe, ~m < t < 7. Eftersom

g 7
plz) = 2*(1 + il ;)

foljer att
Ag, argp(z) ~ 4w, p stort.

Vidare giller for varje z € I, att
p(z) = u(z) + iv(z)
dir u{z) = z* och v(z) = z + 1. Speciell foljer att

u(z) > 0 och p(z) # 0

samt
v(z) —0da z — +o0.
u(z)
Alltsd ar
A, argp(z) = 0 da p stort.
Eftersom

A, argp(z) = 4r, p stort,

Sd ger argumentprincipen att, o(z) har tva nollstillen, raknade med multi-
plicitet, i omradet Im z > 0. Om dessa nollstéllen sammanfaller och vi far ett
nollstille av multipliciteten tvi si foljer att polynomet 7'(z) = 42° + ¢ har
samma nollstalle. Om 2*+iz+i = 0 och 42% +7 = 0 52 &y 24 (~42%)z4+i =0

H 3
s




5

dvs z¢ = /3 och det foljer att| z |= 3714 . Men 4z° +i = O ger att | z |= 471/
och vi har fatt en motsigelse. Nollstdllena i Imw > 0 &r enkla.

5. Bertkna infegralen
/2“ cos 2t dt
o (3cost+5)

Losning: Vi har att

2 cos2t 2 gt
—————dit =R f —
/n (3cost + 5)? e( o (3cost+ 5)? )

Lat C vara enhetscirkeln z = €%, 0 < ¢ < 27. Det foljer att
2t

[ Sy N—
o (3cost+5)2 Jo(3(z+1/z)/2+5)% iz

_ éf 2dz
T iJe (Bz+ 1)2(z +3)2

Integranden

3

1) = oz 3

har inga poler p& C och endast en pol innanfér C, namligen i punkten —1/3.
Satt w=2z+1/3. D4 4r

_ (w—1/3)°
12 = goitw 8/3)?
_(=1/3)%(1 — B3w)P(1 + (3/8)w)~?
- Sw?(8/3)2
-1 Jw
= sl m Wt )=+ )
och ddarmed
Res (f(2):~1/8) = 27_-164(_9 - %) - 361-364'




Alltsd &r .

2 et it =9 4 13 13

o (3cost+5)2 “"735-64 288"
SVAR.: ilss—svr

5. (gamla kursen) Den reellvirda funktionen u(z,y} 4r harmonisk och icke-
negativ 1 en omgivning av enhetscirkelskivan r — VET+ 37 < 1. Visa att

1-7r l1+r
0,0) < ulz,y) < , _
1+ru( ) L ulz,y) < 1__Tu(O O)omr<1
-ijsning: S&tt u(z, y) = u(re”) om z 4 iy = re’. Poissons integralformel ger
for r < 1 att
1 gor 1—r2 .
z,Y) = — “\dt.
wz,9) 27 /o 1 —2rcos(f ~ t) + rzu(e )

For r =0 far vi 1 yom
-4 it
2(0, 0) 5 /o u(e™)dt.

Hérav foljer for r < 1 att

I L N : l+7 1 g
< ‘Ltd — el it —
ulz,y) < 27('/; 1—2T+T‘2u(e )t 1—72nJo u(e”)dt

l4r1 pom 1+7
= — ldt =
1—r27r/o ue) I-TU(O’O)

och

1 om0 12 . l—r1 gsor .
>_' e — it t: —_/ tt =
uz,9) 2 27r/[; 1+2r+r2u(e )d 14727 Jo ule”)at

_1-r1 g _1-r
_1+r27r./o ule )dt_l+ru(0’0)

vilket visar olikheterna i problemet.




Matematik CTH: TMA251 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 10 jan 00 f vv

Telefon: Henrik Olsson, 0740459022

Hjilpmedel: Formelblad.

Inlamning skall ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumrera!

OBS: Text pa tva sidor!

1. (7p) Laurentutveckla funktionen

Z
il
i omradet 1 <| z |< 3.

2. (7p) Los ekvationen

{ fn+2)=5f(n+1)+6f(n) =1
f0) =0, f1)=1, ne N.

3. (7p) Antag z,y € R och y > 0. Visa att
| cos(z + iy} |< e¥

och
| sin{z + 4y} |< e,

4. (Tp) An.rgér hur ménga nollstallen, riknade med muitiplicitet, som poly-
nomet 2° — 2z% 4 2z — 6i har i omradet 1 <| z |< 2.

5. (7p) Berikna integralen

< r2cosz
/ dzx.
9 14zt

6. (3p+4p) a) Bestam en Mébiusavbildning w = T'(z) som avbildar reella

axeln pd reella axeln och imagintira axeln pa cirkeln | w - & |= 3

b) Bestam alla sddana avbildningar.

(Reella axeln skall uppfattas som {z; z € R} U {cc} och imaginara
axeln som {1y; y € R} U {oc} )




7. (5p+6p) a) Definiera e* da z 4r ett komplext tal och bevisa att

—e =%,
dze
b) Formulera och bevisa Cauchys integralformel.

8. (7p) Funktionen g{s} 4r analytisk i hela s-planet utom i &ndligt méanga
singuldra punkter s, ..., s, och g{s) — 0 da s — oco. Visa att funktionen

f(t) = Zn: Res {g(s)e“, Sk]
k=1

har Laplacetransformen g(s).

JCB




LOSNINGAR, _
Matematik CTH: TMA251 Komplex matematisk analys for F och Kf

Dag: 10 jan 00 f vv

1. Laurentutveckla funktionen
Z

8=y
1omradet 1 <z |< 3.

Lésning: Partialbraksuppdelning ger

3 L
2= __2 __ _3
() z=-3 z—1
och vi far - _
T =31~ o
Har dr
1 X1
z——-Zﬁzzkom;zKB
1_5 k:OS
och

Alltsa giller att

=S -ty e, 1 L
S0 = -3 + S50

=, 1 =, 11
3> "4.-Z:(—:?—S—k)z‘b oml<|z|<3+ SVAR

k= —m0 k=
2. Los ekvationen

{f(n+2)—5f(n+1)+sf(n)=1
f(O}=0, f(1)=1, neN.




2

Losning: Lat F(z) beteckna z-transformen av f(nT) dér T = 1. Vi far med
hjilp av z-transformering att

z
22F(z) —z —5zF(z) +6F(z) = —7
dvs . 2
D= e 969
Partialbraksuppdelning ger nu att
z IR N S I
(z~1)(z~2)(z2~3) =z2-1 =z-2 z—3

Alltsa ir

1 =z z 3 z
F(z)__iz—l_zzv—2+§z—3
och tabellen for z-transformen visar att

1 _— 311.+1

3. Antag z,y € R och y > 0. Visa att

| cos(z + iy) |< €

och
| sin(z + 1y) |< €.
Losning: Vi har att

1, . .. o
cos(z +1y) = §(el(r+1y) +e~HEri) =

1., ; 1, . ;
5(8”""" + ey = 5(e”e'y + e eV}
och triangelolikheten ger

1
| cos{z + 1) |< E(e_y +e¥) < e

eftersom y > 0. Detta visar den forsta olikheten i uppgiften. For att visa
den andra olikheten utnyttjas att

sin{z + iy) = cos(% -z —1iy)




och den olikhet vi redan visat ger att

-

[sin(z +1y) <} cos(5 ~z —iy) |=

™
| cos(~3 + 2+ 1) |< e,

4. Avgor bur manga nollstsllen, riknade med multiplicitet, som polynomet
2% — 222 + 22 — 64 har i omradet 1 <|zl< 2.

Losning: Sitt g(2) = 2% — 222 + 97 — 6i. Pa cirkeln I z |= 1 giller att
[ Gi+glz) ISl z P +2 1z 42 21=5 < 6. Polynomet g(z) saknar
ddrfor nolistallen pa cirkeln | 2 |= 1. Om (z) = 6i sa galler ocksa enligt
Rouchés sats att g(z) och f(z) har samma antal nollstallen innanfsr cirkeln
| z |= 1. Polynomet g(z) saknar saledes nollstsllen i omradet | z|< 1. Pa
cirkeln | z |= 2 giller att | —z° +9(z) €222 +2)2]+6=18 <25 Om
f{z) = —2° sa foljer beroende pa Rouchés sats att g(z) och f(z) har samma
antal nollstillen innanfsr cirkeln | 2 |= 2 dvs 5 stycken.
SVAR: 5 stycken.

5. Berikna integralen
© z2cosz
-——dz.
o 1+t
Lésning: Sitt .
32612

f(z) = 14+ 24
Funktionen f(z) har enkelpoler i punkterna.
2=z = ei‘%*’&%r'), k=0,1,24.

Av dessa ligger

1 ) 1 H
W=—=+-—=o0chz = —— -+ —
VT AATTETA

1 évre halvplanet.




Antag r > 1 och 14t C, vara den orienterade halvcirkeln
z=ret,0<t <

och 1at J. vara strickan fran —r till r. Residusatsen medfor att

j;?,-UJ,. f(2)dz = 2ri{Res [f(2), z0] + Res[f(2),z1]) =

2eiz 22 eiz T et®o et4l

25 lemao + g =) = 5

2 1

iy ; . _
?(208”0 + Zle’“"‘) = € 71E"?(C(:‘S

w
V2
’!"2
rd—1

Vidare 4r

ar = 0 da r — oc.

| [, £z 1<

Héarav foljer att

oo T L 1 1
—_— —— - — T —
[t 72 o 5 —sin 75)
och vi drar slutsatsen att

= g2 cosz — 1 1
dr = %] — —sin —=) + SVAR
[0 T 2\/58 2(cos\/.z. smﬁ)
6. a) Bestim en Mabiusavbildning w = T(z) som avbildar reella axeln pa
reella axeln och imaginidra axeln pa cirkeln | w — 3 |= 3. b) Bestim alla
sddana avbildningar. (Reella axeln skall uppfattas som {z; z € R} U {c0}
och imagindra axeln som {iy; y € R} U {cc}.)

L&sning: a) Antag T(0) = 0 och T{oc) = 1. Valj r € R, 7 # 0,1, och
bestim Mobiusavbildningen T' sa att T(1} = r. Detta medfor att reella axeln
avbildas pi reella axeln ty en Mabiusavbildning avbildar en linje p& en linje
eller en cirkel. Den imaginira axeln avbildas pa en linje eller cirkel som gir
genom origo och punkten ett och som dessutom skiir reella axeln ortogonalt i
origo eftersom en Mobiusavbildning 4r konform. Detta medfir att T avbildar

imaginira axeln pa cirkeln | w — £ |= . Vi far nu
w—0r—-1 z—-01-oc
w—1lr—0 z-—ocl1l=0




dvs
w—Gr—l_z—O 1

w—1lr-0 1 1-0
Efter forenkling erhills

TZ
W == i
rz—r—+1
Om vi t ex sitter r = 2 erhalls
2
w=T(2)= z .
2z2—1

b) Antingen galler att 7(0) = 0 eller 7(0) = 1 ty punkten T'(0) ligger bade
pa reella axeln och pé cirkeln | w — £ |= 1. Antag forst T7(0) = 0. Punkten
T(o0) ligger bade pé cirkeln | w — I |= % och pa reella axeln. Alltsa ar
T'(oc) = 1. Enligt del a) har Mabiusavbildningen formen

TrZ
w=IlE) = oy

for ett lampligt r € R, 7 # 0, 1.
Antag nu T(0} = 1. Som ovan fsljer att T(oc) = 0. Vilj nu r € R,
r # 0,1, och bestim Mébiusavbildningen T sa att T(1) = r. Vi far

w—l'r—O___ z—01—-0c0
w—0r—1 z—c01-0

dvs
w—lr-O_z—O 1

_ w—0r—1_ 1 1-0
Efter nagon forenkling fis

r

w=T(z) = TS
SVAR.:
w=T(z)= — >
rz—r+1
eller
w=T(z) A

- (I-r)z+r
dirre R, r#£0,1.




