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Forelasning 1
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Komplexa Yal

Vi ulgar fran (8ljande @\vation

-\ (“Q,\s\dm'a\'- AR 13¢a x41=0

woow_n
M@~ vad ar U Y

Finng de komplexa lalen?
Vorl mal: Konshruera € sa alt
Y Re ¢
) Ala raknesdtt o egenskaper dverfary froan R
s ¢ G qﬁr\\qu{ Mb\-\)
Y x'1=0 ska vaa \égbar i €
Vi fae f5liande

C-{@,1: ae R, be R}

5) -
(ql‘b) ; (qllb‘) @ gba__..ba'l

Vi tidar pa Yy
el
(a,b)+(a,b)=(a+a, bib) kommulahv och aodativ 1&g galler
N
e
(a,b)-(a,/b)) = (aa,- bb,, ba,+ab,)

Nu lamnras Hll la@are~ ot g3 an kanteall av rakne\agaraa,

Bekrakia )

W{g[(a,o): ae IR}
(a,0)+(a,,0)=(a+a,,0) € R
(,0)-(a,, 0) = (aa,,0) ¢ IR

Vi hae nu aft

RER
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Vidoare undersdks nu det tredije krilteried
Y x'v1=0 \&¢ning

(0) = (0,16 = (6-1, 0+8)= (-1,0)= -\

\aec (& (Qa \)

Vi kan nu infaca den 21gebraiska {yemen (G komplexa tal

(ab)= (2,0+(5.0)-(0) = g+ bi

Uppo \.\‘\.\l

Visa alk == (9 uhifra~ definidionen
Vi \ac
W&

-t =(-a,-b) dir © ac Yalparet (a,b)
2+ (@) (-a,b)= (a+ o), by B = (0,0) A deda O aven s €7
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(ab)+(0,0) = (a0, b+ 0) = (@) O
Adee il problemet

(-2)'= (-a,-b) (-6,-b) = (8- 1" ba+ab) = (-1, 2ab)

2= (a,5)(a,b) * (-1, batab)= (a-b, 2ah) = (-3

Betrakta nu kvadraten av @it godlyckhgt ta\ e & 4 z=a+bi

(a+bi)'s o+ 2abi s (53) = ata Labi b by U=-)
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Polar {oemm
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\1= G+l = (Q,})
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Fde poldr farm av komplexa tal War vy
A= reosd
b=rsing

=0 9ge¢ av r=0
Y Gived e finn ab

% Gived op fien r 0 (Ingen entydighed)

Vi iafsr E=X+iy |
|
ddr x=Rei, realde) |
|
y= W1, imagindcde) (08¢ imie R) |
\
Vi wac nu de~ polara (ore ‘ 2z
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d&f r= \1‘:’\]“1"{1 ockh © Q) Qn*y(‘“q |:l

i=x—yi wallag G, det komplexa konjugatel (5 2,




Division av komprexa ia\ :
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Vi hae {&r belopp av komplexa Hal

R NERERILN|

ERTH TR IATN! Triangel alikheten

J2d-1=

\< \?lﬁ'll\\( \1!\+\1L\

Vid Bvargang (ran algebraick form ¥l palar Car W

2= ariy T T(Cos® +usin®) Vi iafBr Aven 7,2% +iy,T 1 (0B, +1siAR)
DeHa ger Hlfahe ot Faravita produldiregeln £oe palar {orm

2,0 (os(ere)isia (0+8)
ddc 8 \ahas {&c acgument

. L (ws(e-a)risin(a-e)) dac n#0
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For alt skapa e~ geomelrigk tolning hac wi fsljande

%0 kan War 1olkas soem @n grans, 80c denna punkt ligger hue

Vangt boed som hQlst.

Ohkheder
Observera altr inga olikhelgr forekommer melan komplexg tal.
Delo komnrer s av att de kamplexg tale~ €} gar alt ordna.

\nndn man 0rdnar tale~ maste qu\ut\;e\gpf’f&c\‘en sakas,

Ma“()der
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Fireldsning 2

Uppgift LLIS

TriangRin med Wdrn 0, 1,w Or \iksidig o~ otk e~dast on
\1\1=\w\1=1\2qm)

Visa deha.

L3sningt -
ES_-\ O 0,3w liksidig /

T3l w1 Re(2W)

v

Vi har

2= wl fas direld Vy liksidig

\w—v.\I: \wl'= =l

|w-21" {w—a\lw-3|= W= (W-T)sww-wi-2wead=
= Wl LRe(Fw)+ 17yt = 13

D [wl = 2Re(iw) = 2 Re (2 W)

Vi hae nu (Sljande

|W\1=\}ll=lkq(zv3)

A 0,r,w liksidig

WiS 1R = Wizt 4y pade Iwl oo [2130
Nu aterstar ol viga a¥k

lw-2\"= |2}

Dela lamnas emellertid gt lasare~ att visa.




Ugga‘\ﬂ 1.1.§
Reswrnv var P\\r\\&\ﬁrhﬁ T \%99{( i det kamplexa \A\P\Gnel da ‘

= +2)+]2-2]=s

Vi ser aft 12¥2] or avstandel mellan 2 ok 12

Sumeman av avﬂdnxevx Hw tva Q'IVI'\Q Pun\t\(r B‘V kbr\ﬂ‘ﬁn‘\,

= <llips med brannpunkier 12 i

Uppgift 1.1.19

Lat p>0, pe R ock lat T vara den kurva som z sadisfierar
l2-pl=cx  da 2=x4iy

Visa at I ar

a) Elips G 0¢c <)
b) Parabel fsr =\ da =0 war vi ={p}
¢ Hypesbel f&r ¢ >l
L3 sning:
Vi ubvecklar var ekvalion
|2 -p\'= \2-plopl= (2-p)(E-p) = 121 (pErpa) vo7=
=\1‘1‘1P’“P1= XI+Y1_-LP*+P1=L1X’1
DeRa ger
(- )xt+yt-2px + P =0
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uppg;q | A

Lat x € € , 0<\%I<)\. Visa ak de~n mangd av & med
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UEEQ‘.?Q V3,10

Beskriv den M‘Ar\qd av Punkier sam ¢ omfakar da T varierar
dver dQ-s andcra \wadran‘es.
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Funkligner ov komplexa variabler

£
X
Vi har DI € dor D omrade \6PPQF\ SYAN SQMMN\‘\&'\QG'\&{
-(‘: D= §

\\ grr en \09@.\09’\
d.v.s nOn kan AQC’H\.\QFO\ \<Q|\¥'\mu‘\’{Q*.
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Y 3 lim £ = a9
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-~ @
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E \QMQ'\\?\"Q rur\\d ian@r

Vi tkall ta upp f5liande @lementded fualdigner:

PQWNSQ(, QxPonQa-ho‘\(‘uuU'\uuQ(. 1""90"0"'&“"‘3\‘0‘ (\W\\d\omer

10t ovanstaendes invery och sAmmansaliningar (andliga)

PO* eng@r

2" =rT (oS nBALSIARD), e

Ex POner\"iq\(‘u\r\\(“ ongn

0
i X .. “ .
e=e (40$y* Unaﬂ’ dar TIXILY

Vi har {Sljande egenskaper

e¥. gtz et
()= gn2
o Dessa visas direkt ur def. m.h.a de
e =1\
2 - *V‘QOBOMQ"(\ L (\om\ema.
e o, Vi -

1=X+Ly
. ¥ .
W= p(cogp +isin @)= = @ (co sy +isiny)
= p=e*>0 VxeR
Vi har Q')\jﬂnée argument:
Y= y+n-m, ne 72
|tl=eR2 5q, alisa e¥g0

% &r peciodisk med perind mi
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Tr\gcnome’tr\ska C'An\\ionernox

Vi har

ool iy L AR SR T
Sinz= & _-¢ e (ost= 2 Y%
AN

BodR Sint ok 0st Gr pericditkd med T=1w
Sin, s Or o\>29r5"5°~32 {6r 2 e C
valj

. YieeY
Tziy D CosiyT 3—1’—5 = coshy = %
¥y ~>%

Vi har nu 4@ kyper\c\'\s\& fun\g\ionerr\ﬂ

$ + -3

Ay

Cothp= & &
2

;ec e?_ e-l

Sinhi = ———

Fol)ande samband galler
os(, T 2) = cos 2, cos 2, + Sind, SinY,
st +giaty = |

(QS\}“} +Sinh 2=\

\nve@rser
Vi infsc argz som det flertydiga argumaentet av i
B, N majligh argument.
= 09 =8 +nln, neR

Vi hac {8)jande

- — = 7 7 7 7 7

I Ar’g% ar princ pq\vardei Qv arg 3
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Loggr\\ner

Vi har
w= P(Los g tising) =e¥= e (taty isiny)
0¢ p=e" dar x=lnp=iniw|
FSljande Orgument (G
Y= Y+rnln=argw
Vi Lar nu okt en formel (5e bade real- ok imagindcdel av logw
logw = In]wl +iargw
Vi har dven
log 2 =Inldlviargr  da 2+ 0
Man belewmar
log:  Komplexa logacitmer
Int Reella lagacitmer
1692 har emellertid candligh manga vicden  som sliljer sig

NQA ~elm,

Fac ak qppr\'a Qm*yéigke\ Cee \(;92 hor man 1\5«(6«- t«(‘ar}:
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For Q“(‘\ S -\S 3

Analyticka Cunklioner

N

[def) £p—> €, Domeak
C katlas Qr\Q\YHS\»\ “\Q\QMQ\'(\) iR~ Pqn\d IDCD or~ f ar

decivedar i @n Omgivniag HiM 2.

CC\bﬂd\y ~-Riemanns kvatian@r (CR):
R"-)’ “(Xoy\\‘iV(x,y\ £r T=xrly

£ decivebar 2 = ((R) d.vig

v
IX Yy
M.y
dy AIx

Dela qaﬂer nu i D oistallet (5, 2.
£(2)= T dr inte analytisk ndgonsians.

\LR) ar haévana‘\d)‘ vilkar CE;.- ama\y\'u.ﬂel_ (&Q bevis ~r 1)

Belrakta nu logi=\nltlriargi=\nr+ib

X=reos &
Y= "Sihg
Vi har nu
.B_!‘-_\?_‘iLosQ-ya_‘_*Sine/ _};ut P—‘—A-(-\"S-\'\G)W" :°—ﬂ\"(.0$e
rox 2 W ay .
\reoso |- 4in®
rcose 2 SiAB M= o D M (oY S TN =) 34
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oven (5 v

dv

ML {dv. d I Y oV - L i.p
by t{;-cosea_(ﬁ_}_gﬁgsslrmose; = S 36



Foe ‘()q Ko vi* = ln v , V= (2 2*0

' \ Lz | = _1 -8 !
(logz) = cos® — - 0+0- = <~ (cos®-tsine)=2le™"

|

r

O_N\ lA:\v\r‘
uppfyller (CR) Ave om logz har e~ derivata
VAN AY

Kolla!

Vi hae V\Qr{yéigkdem \09*1'4 109“‘2'&1\«“1
const

Horeoniska s‘u nkhonQr (“L\)

f=uriv, analytis i D

Vi har (CR)
RN R TR 1% (u,v € (DY)
3% X b
2 MU - _ v
2y QY AN

It S__I IxJy I
\ Y b Y
Au=0 c\no‘\oq\ Ov=0

@ B < RY omrcade
U dD— IR kallas harmonisk i D onm Au=0 i B dar

A ar Laplaces operator

ro\-\o\\y*\ig\ i D =>§u=l>.ef Kacrmoniska i D,
Vel

o be¢ldmmer v endydig ¢OnGe SOM ph @~ konstant gOn

tartorm. v Yalag ui§ harmoniska kanjugal.
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ExMya a) ulxy)=xt- bxtyt+ y*

Yuld- \lxyl

U‘N
x £

o/
o

L ROUN iyt
!

o/,
<~ |

1)

\’L\iL - \IXI

o
=<,

AU =0 D U harmonisk | IRE
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<
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<

\ S dy

\

'-"N‘—\‘nyz =

o
x

2y
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£
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~

DeHa qQ(

vy =vxly -Mxy s Gk

v
AX
= (e‘(x\:b = lp(x\=( € R

= \IXI\/— "1Y3-, ge‘(x\ =-—‘~\\13+\1X1\’

Deta ger nu
v = Hxly—“(xyzi-L
Orm v @) harmonisk: Lp‘(x)—-y garc ej il

\3} Cr)= xq—(gx"\["h,“ X (L\xzy-“lx\{}) siC=1"

) Gissa

1) x= 1;1
:1————-1
LT

Al in %X 0N y. On Cano\\\l§i$\< sa (arsvimner I,

3 Kormmer $@~0GrQ

xt

L) q(x,y) N x\y‘«b\

24 - Lx(xN vyl - x'x _)@;1,“1 e -TX3
x Uty et (x"+y"+\)1

U layt 2 (3 YT - (8 ) W (gt v2x)
- K (xEeyte )3
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Mg biusavbildni nQO©

En M6\>\“‘0\Vb\\AN\\A6 "\A( (Qrmev\

TR)= j:ub (e a,b,d e @ ze €= € U{M"s

V) T(R)==2+h  translation

Y

3 T(1|=§1 skalning

P

z (e3i)

4) T(x)=azr+hy o= yei‘p

rotatian

kalning )

translation  SigH!

S) T(x)= -_L-: T"_Q‘“e’
Vi har
at+h | 3 \ Gt
TR = 1L acz+besad-ad . b (a + be-ad ) soammansalning
C+d ¢ Cr+d ¢ ¢ +d Ov ovangtaende
typer
Vi har dock keavet: ad-be#EO a b
<d
“L'urldo« " avbildas pa "Geklac”
no " Grkel - . o R )
C\\’ke\ < r&* |i-\i( ‘—‘ ra‘a ‘lv\‘el Qc (“'\*\a( QQ'\bM %

"
>y
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Fére\asr\inq Y

\aversion

|

Till Cn bar',av\ hae vi TAVRCSigala "i-

UPPq 1.2.3¢
Vi hare linjen Liyza, a>0

L7 4irkeln med radie i—l— och Meaq\pq-\\d R
[ 1q

‘L a3

2
] 3
2

v

>

Vi hac

Ima= rsin® =0

Saledes Lac vi

|
z~‘_€ dae

Betcakta nu

n 4

L = x+ia, xe R
‘ns&\-\n\”(’ gef nJ

l@qui)(x-la* e [q;qu +ix +xa\) i | 2ax *(*"—al)i.\ -

! L
10‘ I(**'-O\\(x t‘\)l a xt+at 1w xteal

—

X+l L&

Lo+ xizA
(x+ia)la

Holx +xt- *a“ Jx +lox m“ \
\I R il AN

Za e +a 10\ x oq 1a

re

Il



Notera (5ljande tva berakningar

Y a +xi ___|owx;. ]_. .‘q‘n(i |
xtiaf |yiia | e
2) i(x-iﬂ) = 1
X +10\

Féc avbildningar
L~ < dirkeln
Vi skall aven visa o avLilda;uqea ;‘-{- ; L dar we cirkeln
O (Sregaende uppgft hade varit fsljande
LT =x+i0
Rn:% Vad blic da £(L)

Vi \,e(é';knqr

! | __X-LG_: X .o

T oxdia Mot xYNat Xval

Lat w=u+iv

X

u:_
' xaat " - .
a dac xc R AlKGa e~ parametriserad kueva
('

w+at

v

-\;: ar en Mahusavki\dni.c, i (o 'mré\\mq“

Vi har {sljande fal) @& L

L
%

rai linje = Grlddar ge~or oo
L /—\5/

~N

airkel
-;—_-;too ty 20 (o¢L)
= () dida Grkel

For A bestdmma @ Girkel enbydigy Londver vi tee punkite

2,
5 LR B .
7,28 2 7 @ Y
|a
Z,= 1o




Nu fs!jer tre exempel pa uppq‘-ﬂ»(.-

3. Lot L vacd ke linR genom origo

fu=1
(2) T /U 2:rd® t
I Y )
1) > 2 :Q =w >
-6
\'u
.
31, G \z-dl=e O<ree
7 (<) ar 2~ Grke) med rmedelpunkt i och rodie
AN et

Vi har

Oerce = C# origo = 4‘(q$oo = C(L) akla Grlel

Vi Kar nu $Grnma iaCL\ SO rA Q‘;,qq'a?-\(\e HPPQ‘“

k]
\ - < = Lo
K} ‘l_r\ (1_ r-"
'\ e |Y -« Ob¢! Awen det grvan~da skall vigas
I

Sokadr bliv var Girkel o3 P\Q'\Q\:

y
F ‘o




3. Vi har nu VB\',anQ ciekel son. passRrar origo.

: Vi har au {Slia-de pu-kier

AR 220w,z D £lQ rad hinje

11= ’lf WL= 1_('
23= THie Wyt \. = r-\_r—= r\\-\.): V-1
rile e 2

Komgruenser | planet

Vi war cs\ia,\u alika “/PQ’ av kongruens i planet
trang\ation, 2th

rotation , e'%2

Li\cform\q\-\ﬂer‘- ovanstae~de i kombiaation med s\wt\m«q~

besta tre kan Wugreeas enligh (sljande

translalion rolation~ Speg\ing

A‘AC' - A
S =

GQMY&.\iq \i.;,e

\._l
/1 S
\nversion (9p€q\€n9 ' Qna cif\ce\)
A . . ) _
o t,,Q,0 \\qqe( po $Omnma sirale ~ed hor,q.\ kN
la-z,l-la* -3 = ¢*
>
2, Utsidan av tirkeln > intidan. Dela (bg ur
a-3 |\ $+r
l Q\) 1} \qﬂ"‘“\%\’
la-zollat-2,\ =r

=21




Vi hac aven fslja~de egenskaper fic inversion
2l=00, o Ty per def
. (2“)*:1 (samma gom (&, spegling \i-c,e)
* arieateringe~ byl
© Stedkan melan 2,3* ar L Cirkela

c 2=¥E 1€ C

En 6vr\i:~q Yol ldsar@nas
2 S
Visa alk ¥ — 3* 2*
" rax

2¥ ¢pegribilden av z i himjen

MSbiusavbildningar

Vi hae

gﬁé o«-\a\yhsk
cr+d

3 (3] Qnﬁ\\’hd‘
Maxmmv‘bx\du«qar avbildar par av invReia qu\k‘el pb‘ par av

inversa punkier

x: Ixle) T lr-x)= |1 -%=) & |2]=)

DeHa kan se¢ sor~ MEbiusavh.

Tz 22w 311 & vl

-k
Enhelsarkela avbildas pa e~helsarkeln

wk: L
R
Vi
(w) hae
l¥|=
> 1w
- - ‘-‘? =5 *:.I_ L‘e.':_-—l—-f-: ——\——
%=pe EFC Hev w
Vi '\a( o«\\lsé\ T
% 30 InvResa, 1-P\qnd-
| .
K, — invRrta i 2-pla~et
= nVv&Qr (" p u*:lj\)w
[~




Fdrelasrming S

Mabiusavbildningae  (Lineac {ractional transformations)

Vi hae olltsa a‘l\)\\dv\'\«qer\

T(= Q::: dor abcd € € oo~ ad#be  (annacy T(RTconst)
Vi kar ak

re = U {x}
Mabiusavbildningar avbiac cick\ar:
‘ c¢irklae  (pa sfaren, @) gemanm o, no\’APO\Qt\)
1)
"Girklae
rala \if\.,Q(( pa sfaren, gor 9emom
T

11} . 1}
U iekae >4 ciellae

TR) ar e~ scmmq.\sc‘iﬁ.\a.\? av av£\\&“i~qqr ov *.Yper\

oty o ‘;

Ded racker att visa ldeha (&e apth oW 4

Vi war

rotation ock s\ca\h‘..\a)
TRz ax+b

N tranc\abion
Av QQQMQ“riS\(o\ ¢kal ar deb upp(nbad ak

R T,

aklar B diddare

MW -,.‘ A3y
rata Vinjer 7 vala \injer

Vi undersdker nu T (1)

u
T Rl=

En Lier\ har ekvalianen

xOctey) e pxs ¥y + §50 dae %, 6, ¥,8¢ R

FS& w# 07 dirke); w=0: rat lime Vi hac

i

3 + = -
XTI IT4yRoR, 500 WRY
Ti

E\QVQHOAQA CEr WL

{& 20, div, med 23
\ . \ \ \
5 YT - - l
“x+r B T R+ ¥ 1*8{:—“'0
2 2 2
=M=

—




Gernom  insaltniag av w=-'\: {as

X+ B WIW Y W-R =0

e

Vi see aft deWa dr samma Yyp av ekvalign
S Nar 2 beskriver @~ "Cirkel® & z-planet | kommer \Nz.:\t_

att beskriva ea "Grkel” w-planet

Fljande fyra oliva olt. & Mibiusawh, fiang:
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