
Tentamen MMS260 Kontinuummekanik

Tid: 5 juni 2025 kl 08:30-12:30

Lärare: Henrik Ström (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Till̊atna hjälpmedel: Till tentamen f̊ar man medföra ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som önskas. I övrigt är följande hjälpmedel till̊atna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordböcker), samt mi-
niräknare med tömt minne och matematisk handböcker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Räknare som används som hjälpmedel vid tenta-
men f̊ar inte ha tr̊adlös anslutningsmöjlighet till internet. I formelsamlingar
f̊ar endast indexeringar göras. Om det förekommer tryckfel i de till̊atna i
hjälpmedlen f̊ar handskrivna rättelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte är godkända hjälpmedel, skall vara avstängda och f̊ar
inte medföras till skrivplatsen.

Lärare besöker salen: ca kl 09:30 och kl 11:30

OBS! Notera att uppgifterna inte är ordnade efter sv̊arighetsgrad.

Rättning: Resultatet ansl̊as senast den 27:e juni 2025 i Canvas. Det kan ocks̊a
ses i Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss fördröjning). Instruk-
tioner för tentamensgranskning publiceras tillsammans med tentamensresul-
tatet.

Betygsgränser: Poängantalet för korrekt besvarad/löst uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgränser för tentamen är:
Betyg U < 20p ; 20p ≤ Betyg 3 < 30p ; 30p ≤ Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 ≥ 40p.

LYCKA TILL!
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1. Grundläggande begrepp (5p)

Identifiera (namnge) de grundläggande begrepp - ur listan i rutan p̊a nästa
sida - som beskrivs nedan i (a)-(g):

a) Tensor som beskriver den lokala deformationstakten i en fluid (hur
snabbt formen hos ett fluidelement förändras)

b) Ett skalärt m̊att p̊a den genomsnittliga inre (mikroskopiska) energin
hos partiklarna i ett material till följd av deras oordnade, termiska
rörelse

c) Tensor som karaktäriserar nuvarande (verkliga) inre krafter i ett kon-
tinuerligt material per enhet nuvarande (deformerad) area

d) Materialegenskap som beskriver hur mycket ett material tvärkontraherar
när det töjs i en riktning, och är förh̊allandet mellan tvärg̊aende och
längsg̊aende töjning

e) Tensor som beskriver hur ett materialelement deformeras genom b̊ade
sträckningar (volymförändring) och vinkelförändringar (formförändring)
när deformationerna är små
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deformationsgradienttensorn, F
förflyttningsgradienttensorn, H
vänstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
högra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C
hastighetsgradienttensorn, L
symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D/Dt
Eulerska töjningstensorn, e
Lagrangeska töjningstensorn, E
infinitesimala töjningstensorn, ε
Cauchys spänningstensor, σ
första Piola-Kirchoff spänningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spänningstensorn, S
hastighetsvektorn, v
förflyttningsvektorn, u
värmefluxvektorn, q
spänningsvektorn, t
Cauchys högra töjningstensor, U
Cauchys vänstra töjningstensor, V
rotationstensorn, R
deformationsmappningen, χ
temperaturen, T
trycket, p
skjuvspänningstensorn, τ
dissipationsfunktionen, Φ
viskositeten, µ
densiteten, ρ
Youngs modul, E
Poissonration, ν
skjuvmodulen, G
värmekonduktiviteten, k
specifika värmekapaciteten (vid konstant tryck), cp
bulkmodulen, κ
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2. Teori (12p)

a) I figuren nedan återfinns tre enkla strömningsfält, kallade 1 (vx = −y,
vy = x), 2 (vx = y, vy = x) och 3 (vx = 2x, vy = 2y). Vilket/vilka av
dessa situationer är exempel p̊a inkompressibel strömning? Vilket/vilka
av dessa situationer är exempel p̊a rotationsfri strömning? Motivera
ditt svar!

b) En konstruktionsdetalj med en tvärsnittsarea av 30 cm2 (i odeformerat
tillst̊and) utsätts för en axiell belastning (normalt mot tvärsnittet) p̊a
600 kN och töjs d̊a 0.1%. Detaljen är tillverkad av ett av materialen i
tabellen nedan – vilket? Motivera ditt svar.

Material Elasticitetsmodul (GPa)

Aluminium 69
Betong 17
Brons 110
Diamant 1220
Ek 11
Grafen 1000
Högdensitetspolyetylenplast 0.8
St̊al 200
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c) En viss rörelse/deformation är s̊adan att en materialpartikel som ini-
tialt befinner sig i (X1, X2, X3) är vid tiden t istället befinner sig i
position x1 = X1 + k(X1 + X2)t, x2 = X2 + k(X1 + X2)t, x3 = X3.
Vilken hastighet har den materialpartikel som i referenskonfiguratio-
nen befann sig i (1, 1, 0) när tiden är t = 2? Vilken hastighet har den
materialpartikel som befinner sig i (1, 1, 0) vid t = 2?

d) En ingenjör vill analysera deformation av en balk som belastas trans-
versellt av en utspridd last, q0, och i ena änden av en punktlast fr̊an en
fjäder, Fs. Hen funderar över möjligheten att analysera effekterna av
de tv̊a olika lasterna var för sig och addera ihop svaren för att erh̊alla
en lösning till det kompletta problemet (se figur nedan). Vad krävs för
att detta ska vara möjligt?

e) Reynoldsdekomponering innebär att hastighetsvektorn kan skrivas som
summan av ett medelvärde och en fluktuation: v = v̄ + v′. Det g̊ar att
försöka bestämma v̄ med utg̊angspunkt i antingen Navier-Stokes ekva-
tioner eller i Reynoldsmedelvärderade Navier-Stokes ekvationer (RANS-
ekvationerna). Vad är skillnaden mellan dessa tv̊a sätt att försökta
bestämma v̄? Vad är v′ p̊a en solid vägg (och varför)?
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f) Ett element värmer upp luften i ett rum. En ingenjör mäter hur snabbt
värmen sprider sig i rummet och finner att det g̊ar snabbare än vad
som skulle vara möjligt om värmen endast spreds i den stillast̊aende
luften genom ledning. Förklara vilken mekanism som dominerar denna
snabbare värmespridning samt hur den uppkommer!
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3. Spännings- och töjningstillst̊and (4p)

Spänningstensorn σ i ett (x1, x2, x3)-system har följande utseende i en punkt
P i den deformerade kroppen:

[σ] =

200 400 300
400 0 0
300 0 −100

 psi

Bestäm spänningsvektorn t(n̂) och dess normala och tangentiella komponen-
ter i P i planet φ(x1, x2, x3) = x1 + 2x2 + 2x3 = const som passerar genom
punkten.

(Enheten psi (pound per square inch) är definierad s̊a att 1 psi = 0.0068947573
MPa. Du kan fritt välja vilken enhet du vill svara med.)
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4. Elasticitetsproblem (5p)

Sidoytorna p̊a en homogen, isotrop, cirkulär cylinder (ljusgr̊a i figuren ne-
dan) är fästa vid ett omgivande orörligt material (streckat i figuren nedan).
Cylindern har radie a, längd L och densitet ρ, och den är tillverkad av ett
linjärt elastiskt material. Cylinderns toppyta och bottenyta (vid z = L och
z = 0) är helt obelastade.

Bestäm hur förflyttningsfältet ser ut inuti cylindern vid steady state d̊a cy-
lindern belastas av sin egenvikt!

Det är rimligt att ansätta ur = 0, uθ = 0 samt uz = U(r) (uppgiften g̊ar d̊a
allts̊a ut p̊a att bestämma U(r) vid de givna betingelserna).

Ledning: I cylindriska koordinater är komponenterna i töjningstensorn:

εrr =
∂ur
∂r

, εrθ =
1

2

(
1

r

∂ur
∂θ

+
∂uθ
∂r
− uθ

r

)
εrz =

1

2

(
∂ur
∂z

+
∂uz
∂r

)
, εθθ =

ur
r

+
1

r

∂uθ
∂θ

εzθ =
1

2

(
∂uθ
∂z

+
1

r

∂uz
∂θ

)
, εzz =

∂uz
∂z
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5. Strömningsproblem (7p)

Betrakta stationär, laminär och inkompressibel strömning av en Newtonsk
fluid i ett (oändligt) l̊angt rör med cirkulärt tvärsnitt. Strömningen drivs av
en tryckgradient. Antag att den enda nollskilda hastighetskomponenten är
den i huvudströmriktningen, samt att gravitationens inverkan är försumbar.

a) Visa att skjuvspänningen i denna strömningskonfiguration är som störst
vid rörväggen.

b) Ta fram ett uttryck som anger hur skjuvspänningen vid väggen beror av
den p̊alagda tryckgradienten som driver strömningen och radien p̊a röret.
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6. Approximativa lösningar: solider (10p)

a) En st̊ang av längd L är tillverkad av ett linjärt elastiskt material (elas-
ticitetsmodul E). Den är fast inspänd i b̊ada ändar, som h̊alls p̊a ett
avst̊and L− δ, där δ > 0. St̊angen är allts̊a n̊agot längre än avst̊andet
mellan väggarna och trycks därför ihop. Tvärsnittsarean är A. Vad är
normalkraften inuti st̊angen? (2p)

b) Samma st̊ang som i (a) har en temperaturutvidgningskoefficient α =
12 · 10−6 K-1. Hur stor spänning uppst̊ar inuti st̊angen om den är fast
inspänd i b̊ada ändar p̊a ett avst̊and L men värms upp 35 grader?
Antag E = 200 GPa. (2p)

c) En axel i st̊al (G = 80 GPa) med längd L = 4 m utsätts för ett
vridande moment T1 = 1700 Nm i sin fria ände B (se figur nedan).
Bestäm diametern som krävs för att vinkeländringen ska bli maximalt
3 grader vid den fria änden B. (2p)

d) En balk med längden 2L och böjstyvheten EI är fast inspänd i bägge
ändar och belastad med en utbredd last enligt figur nedan. Bestäm
stödmomenten MA och MB! (4p)
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7. Approximativa lösningar: fluider (7p)

a) En venturimeter (se bild nedan) är en konstruktion för att mäta hastig-
heten av ett flöde. Genom att mäta tryckskillnaden som uppst̊ar mellan
tv̊a tvärsnitt för vilket areakvoten A1/A2 är känd, kan man bestämma
hastigheten v1. Fluiden som strömmar är i detta exempel vatten och
U-röret är fyllt med (stillast̊aende) kvicksilver. Höjdskillnaden h kan
användas för att bestämma tryckskillnaden mellan de tv̊a tvärsnitten.
Ta fram ett uttryck för v1 som funktion av enbart h, g (gravitationsacce-
lerationen), A1/A2 och eventuella materialegenskaper för de inblanda-
de fluiderna. (Notera att för eventuella materialegenskaper i uttrycket
måste det framg̊a vilken fluid det handlar om). (4p)

b) Vid strömning runt en cylinder uppst̊ar typiskt virvlar bakom cylin-
dern som släpper fr̊an cylinderytan med en viss genomsnittlig frekvens,
f (Hz). N̊agra ingenjörer finner att för ett givet värde p̊a Reynolds tal
Re = UD/ν, s̊a gäller att Strouhaltalet St = fD/U = 0.2. Om denna
information kommer fr̊an en simulering där U = 1 m/s, D = 1 cm och
fluiden är vatten (ν = 1 ·10−6 m2/s), vad är d̊a den dimensionsbärande
frekvensen för virvelavkastningen hos en cylinder med D = 1 dm i luft
(ν = 2 · 10−5 m2/s) under dynamiskt lika förh̊allanden? (3p)
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Formelsamling

Matematik

s är skalär, v är vektor, A är andra ordningens tensor

Jacobis formel

d

dτ
det A = det A tr

[
dA

dτ
A−1

]
Symmetriska och antisymmetriska tensorer

A = AS + AA = 1
2

(
A + AT

)
+ 1

2

(
A−AT

)
AS symmetrisk: A = AT, Aij = Aji

AA anti-symmetrisk: A = −AT, Aij = −Aji, A11 = A22 = A33 = 0

Deviatorisk (avvikande) tensor

A′ = A− 1
3

tr (A)I

tr A′ = 0

Identitetstensor

[I] =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


tr A = A : I

Divergensteoremet∫
κ
∇ ·A dv =

∫
∂κ

A · n̂ da
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Kinematik

Definitioner

X = χ0(M), x = χt(M), x = χt(X)

v =
∂χt(M)

∂t
, a =

∂v(M, t)

∂t

φ = φ̌(M, t) = φ̂(X, t) = φ̃(x, t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

Dφ

Dt
=



∂φ̌(M, t)

∂t
|M = fix

∂φ̂(X, t)

∂t
|X = fix

∂φ̃(x, t)

∂t
+∇φ̃ · v

a =
Dv

Dt
=
∂v

∂t
+ L · v =

∂v

∂t
+∇v · v

tr L = ∇ · v

L =
∂v

∂x
= D + W, D = 1

2

(
L + LT

)
, W = 1

2

(
L− LT

)
Förflyttning och deformation

u = x−X

F =
∂x

∂X
=
∂χt(X)

∂X

H =
∂u

∂X

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J = det F = |F|

13



dx = F · dX

da n̂ = F# dA · N̂ = J F−T · dA N̂

dv = JdV

Töjning

F = R ·U = V ·R

C = U2 = FT · F

B = V2 = F · FT

E =
1

2
(C− I)

e =
1

2
(I−B−1)

Spänningar

Spänningsvektorer

t(n̂) = lim∆a→0
∆f(n̂)

∆a

t = tnn + tns = (t · n̂)n̂ + n̂× (t× n̂)

tnn = (t · n̂)n̂, tnn = t · n̂ = tini = σijninj

tns = t− tnn, |tns| = tns =
√
|t|2 − t2nn

(tns)max = 1
2

(λmax − λmin)

n̂ =
∇φ
|∇φ|
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Cauchys lemma

t(x, t,−n̂) = −t(x, t, n̂)

Cauchys spänningsformel

t(n̂) = σ · n̂
t1
t2
t3

 =

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33


n1

n2

n3


Cauchys spänningstensor

σ = σT, σij = σji

I1 = tr [σ] = σii

I2 = 1
2

[
(tr [σ])2 − tr ([σ]2)

]
= 1

2
(σiiσjj − σijσji)

I3 = |σ|

Piola-Kirchoffs spänningstensorer

T dA = P · N̂ dA = t da = σ · n̂ da

P = Jσ · F−T, σ =
1

J
P · FT

dF = S · dA

S = F−1 ·P = JF−1 · σ · F−T, σ =
1

J
F · SFT

Mekaniklagar

Massa
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m =
∫
B dm =

∫
κ0
ρ0dV =

∫
κ
ρdv

Dm

Dt
= 0

ρ0 = ρJ

Massbalans - integral form för referenskonfigurationen

D

Dt

∫
κ0
ρ0dV = 0

Massbalans - integral form för nuvarande konfigurationen

D

Dt

∫
κ
ρdv = 0

Massbalans - lokal form för referenskonfigurationen

∂ρ0

∂t
= 0

Massbalans - lokal form för nuvarande konfigurationen

Dρ

Dt
+ ρ∇ · v = 0

Reynolds transportteorem

D

Dt

∫
κ
ρF dv =

∂

∂t

∫
κ
ρF dv +

∫
∂κ
ρFv · n̂ da

Rörelsemängd

P =
∫
B dP =

∫
κ
ρv dv

Ho =
∫
B ro × dP =

∫
κ
ro × ρv dv

DP
Dt

= F

DHo

Dt
= Mo
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F = FB + FS =
∫
κ
ρb dv +

∫
∂κ

t da

Mo = Mo
B + Mo

S =
∫
κ
ro × ρb dv +

∫
∂κ

ro × t da

Rörelsemängdsbalanser - integral form för referenskonfigurationen

∫
κ0
ρ0
∂2u

∂t2
dV =

∫
κ0
ρ0b dV +

∫
∂κ0

P · N̂ dA

D

Dt

∫
κ0

ro × ρvdV =
∫
κ0

ro × ρb dV +
∫
∂κ0

ro × t dA

Rörelsemängdsbalanser - integral form för nuvarande konfigurationen

D

Dt

∫
κ
ρvdv =

∫
κ
ρb dv +

∫
∂κ

t da

D

Dt

∫
κ
ro × ρvdv =

∫
κ
ro × ρb dv +

∫
∂κ

ro × t da

Rörelsemängdsbalanser - lokal form för referenskonfigurationen

∇0 ·P + ρ0b = ρ0
∂2u

∂t2

P · FT = F ·PT

Rörelsemängdsbalanser - lokal form för nuvarande konfigurationen

∇ · σ + ρb = ρ
Dv

Dt

σT = σ

Energi

D

Dt
(K + U) = W +Qh

K =
1

2

∫
κ
ρv · vdv, U =

∫
κ
e dv

W =
∫
κ
ρb · vdv +

∫
∂κ

t · vda, Qh = −
∫
∂κ

n̂ · qda+
∫
κ
ρrhdv
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Energibalans - integral form för nuvarande konfigurationen

∫
κ

(
ρ
De

Dt
− σ : D +∇ · q− ρrh

)
dv = 0

Energibalans - lokal form för nuvarande konfigurationen

ρ
De

Dt
= σ : D−∇ · q + ρrh

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

σ = C : ε

{σ} = [C] {ε}, {ε} = [S] {σ}, ε = S : σ, S = C−1

Isotrop elastisk solid

σ = 2µε + λ tr (ε) I = κ tr ε I + 2µεdev

µ = G =
E

2(1 + ν)
, λ =

νE

(1 + ν)(1− 2ν)
, 2µ+ λ =

(1− ν)E

(1 + ν)(1− 2ν)

σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12


=

E

(1 + ν)(1− 2ν)


1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1−2ν

2
0 0

0 0 0 0 1−2ν
2

0
0 0 0 0 0 1−2ν

2





ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε13

2ε12


κ = λ+ 2µ/3

ε = 1
3
tr ε I + εdev

Newtonsk fluid, inkompressibel strömning

σ = −pI + τ
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τ = 2µD

D = 1
2

[
∇v + (∇v)T

]
τ ∝ dθ

dt
=
dvx
dy

, τyx = µ
dvx
dy

Oviskös eller stillast̊aende fluid, alternativt rotationsfri strömning

σ = −pI

Fouriers lag

q = −k · ∇T (anisotropt medium)

q = −k∇T (isotropt medium)

Linjäriserade elasticitetsproblem

Linjäriserade beskrivningen

E ≈ 1
2

(
H + HT

)
e ≈ 1

2

(
H + HT

)
ε ≡ 1

2

(
H + HT

)
x ≈ X, ρ0 ≈ ρ

σ ≈ P ≈ S

Töjning-förflyttning

ε = 1
2

[
∇u + (∇u)T

]
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[ε] =



∂ux
∂x

1
2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
1
2

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
1
2

(
∂uy
∂x

+
∂ux
∂y

)
∂uy
∂y

1
2

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
1
2

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
1
2

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
∂uz
∂z


Rörelselagar

∇ · σ + ρ0f = ρ0
∂2u

∂t2

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

+ ρ0fx = ρ0
∂2ux
∂t2

∂σyx
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

+ ρ0fy = ρ0
∂2uy
∂t2

∂σzx
∂x

+
∂σzy
∂y

+
∂σzz
∂z

+ ρ0fz = ρ0
∂2uz
∂t2

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+
∂σrz
∂z

+
1

r
(σrr − σθθ) + ρ0fr = ρ0

∂2ur
∂t2

∂σθr
∂r

+
1

r

∂σθθ
∂θ

+
∂σθz
∂z

+
σθr − σrθ

r
+ ρ0fθ = ρ0

∂2uθ
∂t2

∂σzr
∂r

+
1

r

∂σzθ
∂θ

+
∂σzz
∂z

+
σzr
r

+ ρ0fz = ρ0
∂2uz
∂t2

Kompatibilitet

∇× (∇× ε)T = 0

Lamé-Naviers ekvationer

µ∇2u + (µ+ λ)∇(∇ · u) + ρ0f = ρ0
∂2u

∂t2

Michells ekvationer

∇2σ +
1

1 + ν
∇ [∇ (tr σ)] = − νρ0

1− ν
(∇ · f) I− ρ0

[
∇f + (∇f)T

]
Beltramis ekvationer

20



∇2σ +
1

1 + ν
∇ [∇ (tr σ)] = 0

Plantöjningsproblem - jämvikt
σxx
σyy
σxy

 =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν ν 0
ν 1− ν 0
0 0 1−2ν

2


εxx
εyy
2εxy


εxz = εyz = εzz = 0

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+ fx = 0

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+ fy = 0

Planspänningsproblem - jämvikt
σxx
σyy
σxy

 =
E

1− ν2

1 ν 0
ν 1 0

0 0 (1−ν)
2


εxx
εyy
2εxy


σxz = σyz = σzz = 0

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+ fx = 0

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+ fy = 0

Strömningsproblem

Inkompressibel strömning, Newtonsk fluid

∇ · v = 0

µ∇2v −∇p+ ρf = ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

= 0

µ

(
∂2vx
∂x2

+
∂2vx
∂y2

+
∂2vx
∂z2

)
− ∂p

∂x
+ ρfx = ρ

(
∂vx
∂t

+ vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+ vz
∂vx
∂z

)
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µ

(
∂2vy
∂x2

+
∂2vy
∂y2

+
∂2vy
∂z2

)
− ∂p

∂y
+ ρfy = ρ

(
∂vy
∂t

+ vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

+ vz
∂vy
∂z

)
µ

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂y2

+
∂2vz
∂z2

)
− ∂p

∂z
+ ρfz = ρ

(
∂vz
∂t

+ vx
∂vz
∂x

+ vy
∂vz
∂y

+ vz
∂vz
∂z

)
1

r

∂(rvr)

∂r
+

1

r

∂vθ
∂θ

+
∂vz
∂z

= 0

µ

[
∂

∂r

(
1

r

∂

∂r
(rvr)

)
+

1

r2

(
∂2vr
∂θ2
− 2

∂vθ
∂θ

)
+
∂2vr
∂z2

]
− ∂p

∂r
+ ρfr

= ρ

(
∂vr
∂t

+ vr
∂vr
∂r

+
vθ
r

∂vr
∂θ
− v2

θ

r
+ vz

∂vr
∂z

)
µ

[
∂

∂r

(
1

r

∂

∂r
(rvθ)

)
+

1

r2

(
∂2vθ
∂θ2

+ 2
∂vr
∂θ

)
+
∂2vθ
∂z2

]
− ∂p

∂θ
+ ρfθ

= ρ

(
∂vθ
∂t

+ vr
∂vθ
∂r

+
vθ
r

∂vθ
∂θ

+
vrvθ
r

+ vz
∂vθ
∂z

)
µ

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vz
∂r

)
+

1

r2

∂2vz
∂θ2

+
∂2vz
∂z2

]
− ∂p

∂z
+ ρfz

= ρ

(
∂vz
∂t

+ vr
∂vz
∂r

+
vθ
r

∂vz
∂θ

+ vz
∂vθ
∂z

)
Hydrostatik

∂p

∂x1

=
∂p

∂x2

= 0,
∂p

∂x3

= −ρg

Värmetransportproblem

ρcp
DT

Dt
= ∇ · (k∇T ) + ρrh

ρcp

(
∂T

∂t
+ vx

∂T

∂x
+ vy

∂T

∂y
+ vz

∂T

∂z

)
= k

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
+ Φ + ρrh

1D-problem(
e+

p

ρ
+
αv2

2
+ gz

)
out

(ρQ)out −
(
e+

p

ρ
+
αv2

2
+ gz

)
in

(ρQ)in

= Wshaft +Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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σ : D = −p(∇ · v) + τ : ∇v = −p(∇ · v) + Φ

Φ = 2µ

[(
∂vx
∂x

)2

+

(
∂vy
∂y

)2

+

(
∂vz
∂z

)2
]

+ µ

[(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)2

+

(
∂vx
∂z

+
∂vz
∂x

)2

+

(
∂vy
∂z

+
∂vz
∂y

)2
]

Boussinesq approximation

ρ = ρ0 − βρ0(T − T0)

Termisk expansion

εterm = α∆T

ε = εmek + εterm =
σ

E
+ α∆T

Approximativa lösningar: solider

St̊ang

N = P , ε̄ = δ/L, σ = Eε̄, N = σA[
P e

1

P e
2

]
=
EA

L

[
1 −1
−1 1

] [
ue

1

ue
2

]
St̊angens differentialekvation

ε =
du

dx
, σ = E

du

dx
, N = EA

du

dx

− d

dx

(
EA

du

dx

)
= KxA

Axel

τ = Gγ =
Mv

Kv

r, γ =
r

L
(ϕ(L)− ϕ(0)) =

r

L
(ϕe

2 − ϕe
1)
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[
M e

1

M e
2

]
=
GKv

L

[
1 −1
−1 1

] [
ϕe

1

ϕe
2

]
Kv = 2πr3h (tunnväggigt tvärsnitt)

Kv = π(b4 − a4)/2 (tjockväggigt tvärsnitt)

Axelns differentialekvation

d

dx

(
GKv

dϕ

dx

)
+ qv = 0

Balk

dN

dx
+KxA = 0,

dT

dx
+ q = 0,

dM

dx
= T ,

d2M

dx2
+ q = 0

α =
dw

dx
, εx =

∂ux
∂x

= −d
2w

dx2
z, σx = Eεx = −Ed

2w

dx2
z, M = −EIy

d2w

dx2

Iy =
∫
A
z2dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

d2

dx2

(
EIy

d2w(x)

dx2

)
= q(x)

Approximativa lösningar: fluider

Bernoullis ekvation

v2

2
+ gz +

p

ρ
= constant (utan förluster)

v2
1

2g
+ z1 +

p1

ρg
=
v2

2

2g
+ z2 +

p2

ρg
+ hf (med förluster)

Turbulens
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Kolmogorovs skalor

η =

(
ν3

ε

)1/4

, τη =
(ν
ε

)1/2

, uη = (νε)1/4

Reynoldsdekomponering

v = v̄ + v′, p = p̄+ p′

v̄ =
1

t2 − t1
∫ t2
t1

vdt = 〈v〉

〈v′〉 = 〈v − v̄〉 = v̄ − v̄ = 0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

∇ · v̄ = 0

∇ ·
(
−p̄ I + 2µD̄− ρ〈v′ ⊗ v′〉

)
= ρ

Dv̄

Dt
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Tentamen MMS260 Kontinuummekanik

5 juni 2025

LÖSNINGSFÖRSLAG

1. Grundläggande begrepp (5p)

a) symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D

b) temperaturen, T

c) Cauchys spänningstensor, σ

d) Poissonration, ν

e) infinitesimala töjningstensorn, ε
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2. Teori (12p)

a) Inkompressibel strömning kräver∇·v = ∂vx
∂x

+∂vy
∂y

= 0. För strömningsfält
1 är ∇ · v = 0, för strömningsfält 2 är ∇ · v = 0 och för strömningsfält
3 är ∇ · v = 2 + 2 = 4 6= 0. Strömningsfält 1 och 2 är exempel
p̊a inkompressibel strömning. Rotationsfri strömning kräver ∇ × v =(
∂vz
∂y
− ∂vy

∂z

)
êx+

(
∂vx
∂z
− ∂vz

∂x

)
êy+

(
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

)
êz = 0. För strömningsfält

1 är ∇×v = 0êx+0êy+2êz 6= 0, för strömningsfält 2 är ∇×v = 0êx+
0êy + 0êz = 0 och för strömningsfält 3 är ∇×v = 0êx + 0êy + 0êz = 0.
Strömningsfält 2 och 3 är exempel p̊a rotationsfri strömning.

b) Töjning i 1D: σ = F/A = Eε → E = F
Aε

= 200 GPa, vilket matchar
st̊al i tabellen.

c) Vi söker hastigheten v1 =
(
∂x1
∂t

)
Xi fix

= k(X1 + X2), v2 =
(
∂x2
∂t

)
Xi fix

=

k(X1 +X2), v3 = 0. För partikeln som startar i (X1, X2, X3) = (1, 1, 0)
har vi att hastigheten vid t = 2 är v = 2kê1 +2kê2 +0ê3. För partikeln
i (x1, x2, x3) = (1, 1, 0) vid t = 2 kan vi lösa ut att den m̊aste ha börjat
i (X1, X2, X3) = ( 1

1+4k
, 1

1+4k
, 0) (eftersom 1 = (1 + 2k)X1 + 2kX2 och

1 = (1 + 2k)X2 + 2kX1). Insättning i uttrycket för hastigheten ger
v = 2k

1+4k
ê1 + 2k

1+4k
ê2 + 0ê3.

d) Den s̊a kallade superpositionsprincipen som stipulerar att det är möjligt
att addera lösningarna till tv̊a delproblem för att erh̊alla den komplet-
ta lösningen kräver att problemet kan beskrivas med linjär elastici-
tetsteori (linjära PDEer) samt att deformationerna är små (vanligen
ett krav för linjäriseringen, men ocks̊a nödvändigt för att inte ränderna
ska förflyttas i den deformation som beskrivs av delproblemen).

e) Navier-Stokes: man löser för v och behöver medelvärdera för att erh̊alla
v̄. RANS: man löser direkt för v̄ (men behöver en modell för Reynolds-
spänningarna). Eftersom b̊ade v och v̄ är 0 p̊a en solid vägg, m̊aste
ocks̊a v′ = v − v̄ vara 0 där (v är 0 eftersom detta är ett randvillkor
p̊a väggen, v̄ är 0 eftersom den är medelvärdet av ett fält som alltid
är 0 där).

f) Uppvärmningen av luften närmast elementet (genom ledning) sänker
luftens densitet, vilket sätter luften i rörelse (naturlig konvektion) d̊a
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den lättare luften stiger upp̊at och ersätts av kall luft. Den makrosko-
piska rörelsen i luften (makroskopisk hastighet) transporterar värme
mycket mer effektivt än enbart ledning i stillast̊aende luft (slumpmässig
molekylär rörelse).
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3. Spännings- och töjningstillst̊and (4p)

Med givna data:

[σ] =

200 400 300
400 0 0
300 0 −100

 psi

Vi ska hitta spänningsvektorn för ett givet snitt (definierat av ett plan),
s̊a vi behöver enhetsytnormalen för planet x1 + 2x2 + 2x3 = const. Planet

Ax1 +Bx2 +Cx3 +D = 0 har normalen n = {A,B,C}, allts̊a: n̂ =
1

3
{1, 2, 2}.

Cauchys spänningsformel ger t(n̂) = σ · n̂:

[t] =

200 400 300
400 0 0
300 0 −100

1
3
2
3
2
3

 =
√

1
3

1600
400
100

 psi

Spänningsvektorn normal mot planet är: tnn = (t(n̂) · n̂)n̂ = 2600
9
n̂ =

2600
27

(ê1 + 2ê2 + 2ê3) psi.

Spänningsvektorn i planet är: nns = t(n̂)−tnn = 100
27

(118ê1−16ê2−43ê3) psi.
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4. Elasticitetsproblem (5p)

Randvillkoren är:

Vid z = 0, L: σzz = 0, σzr = 0, σzθ = 0.

Vid r = a: ur = 0, uθ = 0, uz = 0.

Volymkraften är −ρg.

Det är angett att lösningen har formen uz = U(r) och att ur = uθ = 0.

Den nollskilda töjningen i denna situation är εrz =
1

2

dU

dr
. Den nollskilda

spänningen är σzr = µ
dU

dr
.

Den enda av ekvationerna i rörelselagen som inte är trivialt uppfylld under
dessa förutsättningar är nu:

dσzr
dr

+
1

r
σzr − ρg = 0

vilket innebär att:

1

r

d

dr

(
r
dU

dr

)
=
ρg

µ

Integrera tv̊a g̊anger:

r
dU

dr
=
ρg

µ

r2

2
+ C1

U(r) =
ρg

µ

r2

4
+ C1 ln r + C2

Integrationskonstanterna C1 och C2 bestämmes mha randvillkoren: U(r) är
finit vid r = 0 och U(a) = 0. Vi har att C1 = 0 och C2 = −(ρg/4µ)a2. Det
sökta svaret är:

uz = −ρga
2

4µ

(
1−

2

a2

)
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5. Strömningsproblem (7p)

a)- och b)-uppgifterna är mycket nära kopplade.

N-S i cylindriska koordinater i z-riktningen:

µ

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂vz
∂r

)
+

1

r2

∂2vz
∂θ2

+
∂2vz
∂z2

]
− ∂p

∂z
+ ρfz

= ρ

(
∂vz
∂t

+ vr
∂vz
∂r

+
vθ
r

∂vz
∂θ

+ vz
∂vθ
∂z

)
Antag: laminärt, inkompressibelt, Newtonsk fluid, stationärt, försumbar gra-
vitation, fullt utvecklad strömning, v = vz(r) (p̊a grund av given information
+ symmetri). I s̊a fall:

µ

r

∂

∂r

(
r
∂vz
∂r

)
− ∂p

∂z
= 0→ d

dr

(
r
dvz
dr

)
=
r

µ

dp

dz

Integrera tv̊a g̊anger:

r
dvz
dr

=
r2

2µ

dp

dz
+ C1 →

dvz
dr

=
r

2µ

dp

dz
+
C1

r

vz =
r2

4µ

dp

dz
− C1 ln r + C2

Tillämpa randvillkor:

vz(r = R) = 0
vz(r = 0) = finit

för att bestämma integrationskonstanterna, och vi erh̊aller:

vz = − 1

4µ

dp

dz
[R2 − r2]

Skjuvspänningen är (endast en komponent i τ som är nollskild!):

τ = µ
dvz
dr

=
r

2

dp

dz

Skjuvspänningen är noll i rörets mitt (r = 0), och eftersom 0 ≤ r ≤ R s̊a
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är skjuvspänningen som störst d̊a r = R, det vill säga vid väggen, QED.
(Notera att skjuvspänningen i fluiden vid väggen är riktad mot huvud-
strömriktningen).

Vid väggen gäller s̊alunda:

τw =
R

2

dp

dz

vilket är det sökta uttrycket i b)-uppgiften.
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6. Approximativa lösningar: solider (10p)

a) St̊ang med konstanta egenskaper i längdriktningen och ingen volymlast

→ N = σA = Eε̄A =
−δEA
L

. Normalkraften är negativ, vilket indi-

kerar inre trycknormalkraft (st̊angen trycks ihop). Detta stämmer bra
med v̊ar förväntan för en st̊ang som h̊alls p̊a plats genom att tryckas
ihop.

b) Termisk expansion: ε = α∆T = 4.2 · 10−4. St̊angen är fast inspänd i
bägge ändar p̊a ett avst̊and lika stort som dess längd innan den termis-
ka expansionen. Eftersom den inte kan utvidgas uppst̊ar en spänning
σ = E(−ε) = −84 MPa. (Notera att spänningen även i denna situation
måste vara negativ d̊a st̊angen upplever att den trycks ihop.)

c) Relation mellan yttre vridande moment och vinkelförändring:

M e
2 =

GKv

L
(ϕe2 − ϕe1)

där G = 80 GPa, L = 4 m, M e
2 = T1 = 1700 Nm, ϕe1 = 0, ϕe2 =

3◦ = 3 π
180
≈ 0.05236. Lös ut Kv ≈ 1.623 · 10−6 m4, ur vilket vi erh̊aller

r = (2Kv/π)1/4 ≈ 31.9 mm. Svaret är s̊alunda d = 2r ≈ 64 mm.

d) Elastiska linjens ekvation:

d2

dx2

(
EIy

d2w(x)

dx2

)
= q(x)

E och Iy är oberoende av x. Lasten kan beskrivas som q(x) = −q0

(
1− x

L

)
(x = 0 placerad längst till vänster, q positiv i positiv z-riktning).

Integrera fyra g̊anger:
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w(x) =
1

EIy

(
q0x

5

120L
− q0

x4

24
+ C1

x3

6
+ C2

x2

2
+ C3x+ C4

)
Randvillkor:

Vid x = 0 gäller att w = 0 och dw/dx = 0→ C3 = C4 = 0

Vid x = 2L gäller att w = 0 och dw/dx = 0 → C1 =
48

120
q0L och

C2 = − 8

120
q0L

2

Nu är w(x) känd. Momentet ges av:

M(x) = −EIy
d2w

dx2
= − q0

30L
(5x3 − 15x2L+ 12L2x− 2L3)

Eftersökt är stödmomenten (det yttre moment som uppst̊ar i stödet
för att tillse att balken inte roterar), vilka kan erh̊allas ur momenten i
ändarna p̊a balken:

MA = M(0) =
q0L

2

15

MB = M(2L) = −q0L
2

15
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7. Approximativa lösningar: fluider (7p)

a) För inkompressibel stationär strömning gäller v1A1 = v2A2.
Bernoullis ekvation för en strömlinje rakt genom venturimetern (z1 =

z2) säger att
p2 − p1

ρH2O

+
1

2
(v2

2 − v2
1) = 0.

Kombinera dessa uttryck för att eliminera v2 och erh̊alla att

v1 =

√√√√√√
2 (p1 − p2)

ρH2O

[(
A1

A2

)2

− 1

] .

Tryckskillnaden kan avläsas ur höjdskillnaden h, som enligt hydrosta-
tiken motsvarar p1 − p2 = ρHggh (trycket är högre i position 1).

Sammantaget har vi allts̊a att v1 =

√√√√√√
2ρHggh

ρH2O

[(
A1

A2

)2

− 1

] .

b) Dynamiskt lika förh̊allanden innebär att Reynoldstalet ska vara sam-

ma: Re1 =
U1D1

ν1

= Re2 =
U2D2

ν2

. Detta ger att U2 = U1D1ν2/ν1D2 = 2

m/s. Eftersom dynamiskt lika förh̊allanden innebär att alla relevanta
dimensionslösa tal ska vara samma, måste även St vara samma i bägge
situationerna. Lös ut f = StU/D = 4 Hz.
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