Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
Tid: 5 juni 2025 kl 08:30-12:30
Larare: Henrik Strém (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Tillatna hjélpmedel: Till tentamen far man medfora ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som Onskas. I 6vrigt ar foljande hjalpmedel tillatna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordbdcker), samt mi-
nirdknare med tomt minne och matematisk handbocker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Réknare som anvinds som hjalpmedel vid tenta-
men far inte ha tradlos anslutningsmojlighet till internet. I formelsamlingar
far endast indexeringar goras. Om det forekommer tryckfel i de tillatna i
hjalpmedlen far handskrivna rittelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte dr godkanda hjialpmedel, skall vara avstiangda och far
inte medforas till skrivplatsen.

Larare besoker salen: ca kl 09:30 och kIl 11:30

OBS! Notera att uppgifterna inte ar ordnade efter svarighetsgrad.

Réattning: Resultatet anslas senast den 27:e juni 2025 i Canvas. Det kan ocksa
ses 1 Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss férdréjning). Instruk-
tioner for tentamensgranskning publiceras tillsammans med tentamensresul-
tatet.

Betygsgréinser: Podngantalet for korrekt besvarad/16st uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgréinser for tentamen &r:
Betyg U < 20p ; 20p < Betyg 3 < 30p ; 30p < Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 > 40p.

LYCKA TILL!



1. Grundldggande begrepp  (5p)

Identifiera (namnge) de grundlédggande begrepp - ur listan i rutan pa nésta
sida - som beskrivs nedan i (a)-(g):

a) Tensor som beskriver den lokala deformationstakten i en fluid (hur
snabbt formen hos ett fluidelement fordndras)

b) Ett skalirt matt pa den genomsnittliga inre (mikroskopiska) energin
hos partiklarna i ett material till f6ljd av deras oordnade, termiska
rorelse

c) Tensor som karaktériserar nuvarande (verkliga) inre krafter i ett kon-
tinuerligt material per enhet nuvarande (deformerad) area

d) Materialegenskap som beskriver hur mycket ett material tvarkontraherar
nar det tojs i en riktning, och ar férhallandet mellan tvirgaende och
lingsgaende t6jning

e) Tensor som beskriver hur ett materialelement deformeras genom bade
strackningar (volymforéndring) och vinkelférandringar (formférandring)
ndr deformationerna dr sma



deformationsgradienttensorn, F
forflyttningsgradienttensorn, H

vanstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
hogra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C

hastighetsgradienttensorn, L

symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D /Dt

Eulerska t6jningstensorn, e

Lagrangeska tojningstensorn, E

infinitesimala t6jningstensorn, €

Cauchys spéanningstensor, o

forsta Piola-Kirchoff spéanningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spdnningstensorn, S
hastighetsvektorn, v

forflyttningsvektorn, u

varmefluxvektorn, q

spanningsvektorn, t

Cauchys hogra tojningstensor, U

Cauchys vinstra tojningstensor, V
rotationstensorn, R

deformationsmappningen, x

temperaturen, T’

trycket, p

skjuvspéanningstensorn, T
dissipationsfunktionen, ®

viskositeten,

densiteten, p

Youngs modul, £

Poissonration, v

skjuvmodulen, G

varmekonduktiviteten, k

specifika virmekapaciteten (vid konstant tryck), ¢,
bulkmodulen,




2. Teori

(12p)

a) I figuren nedan aterfinns tre enkla stromningsfilt, kallade 1 (v, = —y,
vy =), 2 (v, =y, v, = ) och 3 (v, = 2z, v, = 2y). Vilket/vilka av
dessa situationer dr exempel pa inkompressibel stromning? Vilket /vilka
av dessa situationer dr exempel pa rotationsfri stromning? Motivera

ditt svar!
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b) En konstruktionsdetalj med en tvirsnittsarea av 30 cm? (i odeformerat
tillstand) utsétts for en axiell belastning (normalt mot tvérsnittet) pa
600 kN och tojs da 0.1%. Detaljen ar tillverkad av ett av materialen i

tabellen nedan — vilket? Motivera ditt svar.

Material Elasticitetsmodul (GPa)
Aluminium 69

Betong 17

Brons 110

Diamant 1220

Ek 11

Grafen 1000
Hogdensitetspolyetylenplast 0.8

Stal 200




c) En viss rorelse/deformation #r sadan att en materialpartikel som ini-

tialt befinner sig i (X3, Xo, X3) dr vid tiden ¢ istéllet befinner sig i
position x; = X + k(Xy + Xo)t, 20 = Xo + k(X7 + Xo)t, 23 = X3,
Vilken hastighet har den materialpartikel som i referenskonfiguratio-
nen befann sig i (1,1,0) nér tiden ar ¢t = 27 Vilken hastighet har den
materialpartikel som befinner sig i (1,1,0) vid t = 27

En ingenjor vill analysera deformation av en balk som belastas trans-
versellt av en utspridd last, ¢g, och i ena &nden av en punktlast fran en
fjader, F,. Hen funderar 6ver mojligheten att analysera effekterna av
de tva olika lasterna var for sig och addera ihop svaren for att erhalla
en 16sning till det kompletta problemet (se figur nedan). Vad krévs for
att detta ska vara mojligt?
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Reynoldsdekomponering innebér att hastighetsvektorn kan skrivas som
summan av ett medelviarde och en fluktuation: v = v 4+ v’. Det gar att
forsoka bestdmma v med utgangspunkt i antingen Navier-Stokes ekva-
tioner eller i Reynoldsmedelvérderade Navier-Stokes ekvationer (RANS-
ekvationerna). Vad &r skillnaden mellan dessa tva sétt att forsokta
bestdimma v? Vad ér v/ pa en solid vigg (och varfor)?



f) Ett element varmer upp luften i ett rum. En ingenjor méter hur snabbt
véarmen sprider sig i rummet och finner att det gar snabbare &n vad
som skulle vara majligt om vérmen endast spreds i den stillastaende
luften genom ledning. Forklara vilken mekanism som dominerar denna
snabbare varmespridning samt hur den uppkommer!



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Spanningstensorn o i ett (x1, x9, x3)-system har féljande utseende i en punkt
P i den deformerade kroppen:

200 400 300
[0]= 400 0 0 | psi
300 0 —100

Bestdm spanningsvektorn t(f1) och dess normala och tangentiella komponen-
ter i P i planet ¢(z1, 29, x3) = 21 + 229 + 223 = const som passerar genom
punkten.

(Enheten psi (pound per square inch) ar definierad sa att 1 psi = 0.0068947573
MPa. Du kan fritt vélja vilken enhet du vill svara med.)



4. Elasticitetsproblem  (5p)

Sidoytorna pa en homogen, isotrop, cirkuldr cylinder (ljusgra i figuren ne-
dan) &r fasta vid ett omgivande ororligt material (streckat i figuren nedan).
Cylindern har radie a, langd L och densitet p, och den &r tillverkad av ett
linjart elastiskt material. Cylinderns toppyta och bottenyta (vid z = L och
z = 0) &r helt obelastade.

Bestam hur forflyttningsfiltet ser ut inuti cylindern vid steady state da cy-
lindern belastas av sin egenvikt!

Det &r rimligt att ansétta u, = 0, ug = 0 samt u, = U(r) (uppgiften gar da
alltsa ut pa att bestdmma U (r) vid de givna betingelserna).
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Ledning: I cylindriska koordinater dr komponenterna i tojningstensorn:
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5. Stromningsproblem  (7p)

Betrakta stationdr, laminédr och inkompressibel strémning av en Newtonsk
fluid i ett (odndligt) langt ror med cirkulért tvarsnitt. Stromningen drivs av
en tryckgradient. Antag att den enda nollskilda hastighetskomponenten &r
den i huvudstromriktningen, samt att gravitationens inverkan &r forsumbar.

a) Visa att skjuvspénningen i denna stromningskonfiguration ar som storst
vid rorvéggen.

b) Ta fram ett uttryck som anger hur skjuvspanningen vid véggen beror av
den palagda tryckgradienten som driver stromningen och radien pa roret.



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a)

En stang av langd L &r tillverkad av ett linjért elastiskt material (elas-
ticitetsmodul £). Den &r fast inspand i bada &ndar, som halls pa ett
avstand L — §, diar > 0. Stangen ar alltsa nagot lingre dn avstandet
mellan viaggarna och trycks déarfor ihop. Tvérsnittsarean ar A. Vad &r
normalkraften inuti stangen? (2p)

Samma stang som i (a) har en temperaturutvidgningskoefficient av =
12 - 107% K. Hur stor spénning uppstar inuti stangen om den &r fast
inspand i bada dndar pa ett avstand L men védrms upp 35 grader?

Antag E = 200 GPa. (2p)

En axel i stal (G = 80 GPa) med lingd L = 4 m utsétts for ett
vridande moment 77 = 1700 Nm i sin fria &nde B (se figur nedan).
Bestdm diametern som kravs for att vinkeldndringen ska bli maximalt
3 grader vid den fria énden B. (2p)

B
) —p 1, = 1700 Nm

AN

[

=

L=4m |
I

En balk med lingden 2L och bojstyvheten ET &r fast inspéand i biagge
andar och belastad med en utbredd last enligt figur nedan. Bestdm
stodmomenten M4 och Mp! (4p)

do
MA MB
\ y
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7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

En venturimeter (se bild nedan) &r en konstruktion for att méta hastig-
heten av ett flode. Genom att méta tryckskillnaden som uppstar mellan
tva tvérsnitt for vilket areakvoten A;/As &r kdnd, kan man bestamma
hastigheten v;. Fluiden som strémmar &r i detta exempel vatten och
U-roret &r fyllt med (stillastaende) kvicksilver. Hojdskillnaden h kan
anvandas for att bestdmma tryckskillnaden mellan de tva tvérsnitten.
Ta fram ett uttryck for v; som funktion av enbart h, g (gravitationsacce-
lerationen), A;/As och eventuella materialegenskaper for de inblanda-
de fluiderna. (Notera att for eventuella materialegenskaper i uttrycket
maste det framga vilken fluid det handlar om). (4p)
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Vid stréomning runt en cylinder uppstar typiskt virvlar bakom cylin-
dern som slédpper fran cylinderytan med en viss genomsnittlig frekvens,
f (Hz). Nagra ingenjorer finner att for ett givet virde pa Reynolds tal
Re = UD/v, sa giller att Strouhaltalet St = fD/U = 0.2. Om denna
information kommer fran en simulering diar U = 1 m/s, D = 1 ¢cm och
fluiden &r vatten (v = 1-107% m?/s), vad ér da den dimensionsbirande
frekvensen for virvelavkastningen hos en cylinder med D =1 dm i luft
(v =2-107° m?/s) under dynamiskt lika férhallanden? (3p)
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Formelsamling

Matematik
s ar skaldr, v ar vektor, A dr andra ordningens tensor
Jacobis formel
A
idet A =det A tr d—A*1
dr dr
Symmetriska och antisymmetriska tensorer
A=AS+A*=1(A+AT)+;(A-AT)
AS symmetrisk: A = AT A;; = A

AA anti—symmetrisk: A = —AT, AZ] =-A A11 = A22 = A33 =0

jis
Deviatorisk (avvikande) tensor

A=A —11tr (A)

tr A’=10

Identitetstensor

1=

O O =

00
10
0 1
trA=A:1

Divergensteoremet

fﬁV-Adv:faﬁA-ﬁda

12



Kinematik
Definitioner

X = xo(M), x = x(M), x = x4(X)
v M) Ov(M,1)

ot ot
o= $<M7 t) = QE(X, t) = é(xv t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

ain)

6t M = fix

Do _ M\

Dt ot X fx
0(x,t) -

D‘ gt +V¢-‘;

v v v
Sor e T VI VY
trL=V- v
LZZ—V=D+W,D=%(L+LT)7W:%(L_LT)

X

Forflyttning och deformation

u=x—X
po 9 _ oxi(X)
- 9X X
ou
H=5%

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J=det F = |F|

13



dx =F -dX
dan=F#JdA-N=JF T.dAN
dv = JdV
Tojning
F=R-U=V:-R
C=U2=FT.F
B=V2=F.FT

1

E:§(C—I)
e:%(I—Bl)

Spanningar

Spanningsvektorer
Af(n)
Aa
t=1t,, +t,s=(t-n)n+nx(txn)

tnn = (t . n)n, tnn =t-n= t,nz = Uijninj

tns =t - tnna ‘tns’ = Zfns Y ’t|2 - t%n

(tns)max = % ()‘max - Amin)

Vo
Vol

n=

14



Cauchys lemma
t(x,t,—n) = —t(x,t,n)
Cauchys spanningsformel

t(h) =010

ty 011 012 013 ny
ty p = |021 022 0923 N9
t3 031 032 033 ng

Cauchys spdnningstensor

o=0" 0,=0j

I =tr [o] =0y

L= 3 [(tr [0])? —tr ([0])] = $(0uoy; — 0305)
I3 = |o]

Piola-Kirchoffs spianningstensorer

TdA=P -NdA=tda=o0-1da

1
P:JU-F*T,U:t—]P-FT
dF =S -dA
1
S:F_I-P:JF_1~U~F_T,a:jF~SFT
Mekaniklagar
Massa

15



m= [gdm= [ pdV = [ pdv

Dm
Z )
Dt
po = pJ

Massbalans - integral form for referenskonfigurationen

D
= [ podV =0
Di Jra 0

Massbalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D

— dv =0

Di P2

Massbalans - lokal form for referenskonfigurationen

dpo o
8t—0

Massbalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dp
=r v=0
Dt—i—pV \%

Reynolds transportteorem

D 0 .
th“pF dv = aprF dv+ [, pFv-nda
Rérelsemdingd

P=[zdP = [ pvdv

H? = [31, x dP = [ 1, X pv dv

DP

“LoF
Dt

DH’
Dt

16



F=Fg+Fg4 :fmpb dv+f8nt da

M° =M% +Mg = [ r,xpbdv+ [, r,xtda

Roérelsemdingdsbalanser - integral form for referenskonfigurationen
0’u .

f"io pomdv = "/‘HO pob dV + f@/@o P-N dA

D

Ef"o r, X pvdV = fﬁo r, X pb dV+f8KO r, xtdA

Roérelsemdingdsbalanser - integral form fér nuvarande konfigurationen

%me=LWM+h;m
DﬂtfﬁroxdeU:erOXpb dv+ [, roxtda

Rorelsemdngdsbalanser - lokal form for referenskonfigurationen

J*u

Vo P+ pob = po oo
o F +po PO 5

P-FT=F.P"

Rorelsemdangdsbalanser - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dv
AV b=,p—
S 7
ol =0
Energi
Dok ruy=w4q
Dt a "

K:%fnpv~vdv,U:fnedv

W=/[ pb-vdv+ [, t-vda, Q,=— [, n-qda+ [ prpdv

17



Energibalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D
fn(pi—a:D+V~q—prh)dv—O

Energibalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

De

pﬁt:a:D—V-quprh

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

c=C:e€

{o} =[Cl{e}, {e} = [S]{c}, e=S:0,S=C"
Isotrop elastisk solid

o=2pne+ \tr (€) I=r tr e I+ 2uel

E vE (1-v)E

=S A T A=) P T T —w)
(011 ) 1 —v v v 0 0 0

099 v 1—v v 0 0 0

o33 | E v v 1—v 0 0 0

o (A4+v)(1-2v)| O 0 0 =2 0 0

013 0 0 0 0 =& 0
\012’ | 0 0 0 0 0 1?;
K=A+2u/3

€= %tr €l + el
Newtonsk fluid, inkompressibel strémmning

o=-pl+71

18

€11

€22

€33
2623
2613

k2€12)



T =2uD

D=1[Vv+(Vv)T]

R
at  dy T Py

Qwiskos eller stillastaende fluid, alternativt rotationsfri stréomning
o= —pl

Fouriers lag

q = —k - VT (anisotropt medium)

q = —kVT (isotropt medium)

Linjiriserade elasticitetsproblem
Linjdriserade beskrivningen
B~ L (H+HY)

()

Q

e

()

€

Tojning-forflyttning

e=1[Vu+ (Vu)T]

1
2
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Oy 1 Oy n % 1 O, n ou,
Ox 2\ oy O 2\ 9z O
ou ou ou ou ou
_ |12y x i) 122y ad
=1 Ox + oy oy 2\ 0z * oy
1 Oy N ou, 1 % N Ou, Ou,
12\ 0z 0z ) ?*\ 0z Oy 0z ]
Rorelselagar
0*u
V.o +pf = ey
00yy 00y N 00, pofs = 9%u,
dr | oy | 0z PV T P
Doy, Doy, Doy, D%y
ox Jy + 0z *pofy = po ot?
D0, 0oy N 00, pof = 0%u,
ox oy 5. | )= T P
do,r 100, Oo,, 1 9%u,

ar +; 89 az +;(0-7‘T‘_0_99)+p0f1”:pow

dog, 10099  Oog, 09 — g b opofs = 0*uy
or r 00 0z T Pote = po ot?
0o, 100, 0o, n fo of. = 0%u,
ar ' r o8 | 9, | r 2T P

Kompatibilitet
Vx(Vxe) =0

Lamé-Naviers ekvationer

92
UV (VY 0) + pof = po
Michells ekvationer

L Yvtro)=-— o

Vo +
14+v —v

(V- £) 1= po [VE+ (V6)7]

Beltramis ekvationer
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1
2 — t pu—
Vio + 1+VV[V( ro)=0
Plantdjningsproblem - jamuikt

O E 1—v v 0 €
= 1-— 0
Wl T Al -2) | o Y oy

Oy

€xz = €yz = €z = 0

004, Oogy

ox dy =0
0oy Ooy, B
ox dy =0

Planspinningsproblem - jimuvikt

Oz g |1V €xs

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy
1—v? (1-v)

Oy 0 0 == 264y

=0
e 0 )
Oy Tyy _
g "oy THT
Stromningsproblem

Inkompressibel stromning, Newtonsk fluid

V-v=0
9 ov
uVv —=Vp+pf =p E—FV'VV
8vm+%+8vz_
oxr 0Oy 0z

82vz+82v$+32vm —@—i— £ = 8vz+vc%m+vavz+08vm
a oz PP\ e T ey T ey T,
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062 00
avr_|_ %+%6vr_v_§+ %

p ot Ur or 00 r 0z
i 1 821]9 (%T 1 0

“5?&5ﬂ%0+_(am+2%)+aﬁ ~ g9 TPl

Ovg Ovg  vpOvg UV Ovg

= _— UT’_ _——

(10 [ Ov, N i@%z N 0%*v, op
I r2 002 022
B (802 ov, vy 0v, 81},9)

0 (10 1 (0%, 0 v, 0
1% _(__(TUT))+T_2( - _2ﬁ>+ - __f—f_pfr

o "ar T a0 T an
Hydrostatik
op _ Op 0 Op

Owy 0wy Oxs Y

Viarmetransportproblem

DT
Py = V- (kVT) + pry,

A2 AP AL a2T+32T+82T
ot or oy T %8z ) T\ 02 T 9z T 022

1D-problem

)‘i‘q)‘f‘/)?”h

2 2
p v P ov
e—l——+—+gz> (pQ) ot — <e+——|——+gz> (pQ);,
( P 2 out ‘ P 2 in
- shaft T Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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c:D=—p(V-v)+7:Vv=—pV-v)+

v, 2 v, 2 ov, 2
q’”“[(@x) (&) (%)
avx+% 2+ 8@x+8vz 2+
dy ox 0z Ox

+ g

Boussinesq approximation
p=po— Bpo(T —Tp)
Termisk expansion

eerm = o AT

o
6:Emek_i_‘gterm: ——|-05AT
E

vy

0z

ov,
dy

)

Approximativa l6sningar: solider
Stang
N=P,é=0/L,c =FE¢, N=0A
A7 1A

Py L |—-1 1| |u§

Stangens differentialekvation

du du du
EZ%,U:E%,N:EA%

d du
-——|(FA— ) =K,A
dx ( dx)

Azel




My GK, |1 -1 o
M5 L -1 1 w5
K, = 27r3h (tunnviggigt tvirsnitt)
K, = n(b* — a)/2 (tjockviggigt tvirsnitt)

Axelns differentialekvation

d dy
—_ K,—/ v =
dz (G dx) te =9
Balk
dN dr dM d*M
—_— KZ.A:O,_ :Oj_:T7 =
dx + dx +a dx dx? T
dw 8”1: dzw d2w
@ T g d P = B M= -
L= [,2*dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

%;(E@g%§2>=q@)

Approximativa l6sningar: fluider

Bernoullis ekvation

v? P

) + gz + = = constant (utan forluster)

U% y41 U% P2

— + 2+ — ==+ 2+ — + hy (med forluster)
29 pg 29 pg

Turbulens
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Kolmogorovs skalor

3\ 1/4 1/2
P —

e e

Reynoldsdekomponering

v=v+V,p=p+yp

V= 2 vdt = (v)

ty—t /0

(Vy=(v—-v)=v—-v=0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

V-v=0

Dv

V- (=pI+2uD - p{v'@V)) =P 5
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Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
5 juni 2025

LOSNINGSFORSLAG

1. Grundldggande begrepp  (5p)

a) symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
b) temperaturen, T

c¢) Cauchys spanningstensor, o

d) Poissonration, v

e) infinitesimala tojningstensorn, €



2. Teori  (12p)

a) Inkompressibel stromning kraver V-v = %—l—% = 0. For stromningsfélt
1 &r V-v =0, for stromningsfalt 2 &r V - v = 0 och for stromningsfilt
3arV.-v =2+2 =4 # 0. Stromningsfalt 1 och 2 ar exempel
pa inkompressibel stromning. Rotationsfri stromning kréver V x v =

(%L; - %) éx+(% — %L;) e,+ %Lj — %L; e, = 0. For stromningsfilt
1ar Vxv =0e,+0e,+2e, # 0, for stromningsfalt 2 ar V x v = 0e, +
Oe, + 0e, = 0 och for stromningsfélt 3 ar V x v = 0e, + 0e, + 0e, = 0.

Stromningsfilt 2 och 3 dr exempel pa rotationsfri stréomning.

b) Téjning i 1D: 0 = F/A = Fe — E = L = 200 GPa, vilket matchar
stal i tabellen.

c) Vi soker hastigheten v, = (%)X i = k(X1 + X)), vy = (%)X e =
k(X1 + X3), v3 = 0. For partikeln som startar i (X7, Xo, X3) = (1, 1,0)
har vi att hastigheten vid ¢t = 2 4r v = 2ke; + 2ke, 4+ 0é3. For partikeln

i(zq,29,23) = (1,1,0) vid t = 2 kan vi 16sa ut att den maste ha borjat

i (X1, X2, X3) = (357 7o 0) (eftersom 1 = (1 4 2k) X, + 2k X, och
1 = (1 4+ 2k)X, + 2kX7). Inséttning i uttrycket for hastigheten ger
v = %(ﬁ + %éz + Oes.

d) Den sa kallade superpositionsprincipen som stipulerar att det &r mojligt
att addera losningarna till tva delproblem for att erhalla den komplet-
ta losningen kraver att problemet kan beskrivas med linjar elastici-
tetsteori (linjira PDEer) samt att deformationerna &r sma (vanligen
ett krav for linjariseringen, men ocksa nédvéandigt for att inte rédnderna
ska forflyttas i den deformation som beskrivs av delproblemen).

e) Navier-Stokes: man l6ser for v och behover medelvirdera for att erhalla
v. RANS: man loser direkt for v (men behover en modell for Reynolds-
spanningarna). Eftersom bade v och v dr 0 pa en solid véigg, maste
ocksa v/ = v — v vara 0 dér (v &r O eftersom detta &r ett randvillkor
pa viaggen, v dr 0 eftersom den dr medelvirdet av ett filt som alltid
ar 0 dér).

f) Uppvérmningen av luften ndrmast elementet (genom ledning) sénker
luftens densitet, vilket sétter luften i rorelse (naturlig konvektion) da



den lidttare luften stiger uppat och ersétts av kall luft. Den makrosko-
piska rorelsen i luften (makroskopisk hastighet) transporterar virme
mycket mer effektivt &n enbart ledning i stillastaende luft (slumpméssig
molekylér rorelse).



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Med givna data:

200 400 300
o] = [400 O 0 | psi
300 0 —100

Vi ska hitta spanningsvektorn for ett givet snitt (definierat av ett plan),
sa vi behover enhetsytnormalen for planet x; + 2x5 + 2x3 = const. Planet

1
Ax1+ Bxy+Cxz+D = 0 har normalen n = {A, B, C}, alltsa: i = 5{1, 2,2}

A~

Cauchys spéanningsformel ger t(n) = o - n:

200 400 300 % 1600
[t] = [400 0 0 21 =4/3 | 400 | psi
300 0 —100] |3 100
Spénningsvektorn normal mot planet &r: t,, = (t(n) - n)p = £Xn =

%(él + 2é2 + 263) pSi.

Spanningsvektorn i planet ar: n,s = t(n)—t,, = 12%0(118(%1 —16€,—43é3) psi.



4. Elasticitetsproblem  (5p)
Randvillkoren &r:

Vidz=0,L:0,, =0, 0,, =0, 0, =0.
Vidr=a:u, =0, up =0, u, = 0.
Volymkraften ar —pg.

Det &r angett att losningen har formen u, = U(r) och att u, = uy = 0.

1d—U. Den nollskilda

Den nollskilda téjningen i denna situation ar ¢,, = oW
r

dU

spanningen ar o, = fi—.
Den enda av ekvationerna i rorelselagen som inte &r trivialt uppfylld under
dessa forutsattningar dr nu:

vilket innebar att:

1d ([ dUN _ pg
rdr \  dr ) u

Integrera tva ganger:

dU 2
U _pgr® o
dr w2
2
(r) = '(;—gT—jLCllnr%—CQ

Integrationskonstanterna C; och Cy bestdmmes mha randvillkoren: U(r) ar
finit vid 7 = 0 och U(a) = 0. Vi har att C; = 0 och Cy = —(pg/4p)a®. Det
sokta svaret &r:

pga? 2
u, = — 1- —
4p a?




5. Stromningsproblem  (7p)
a)- och b)-uppgifterna ar mycket néra kopplade.

N-S i cylindriska koordinater i z-riktningen:

10 [ Ov, 1 0%, 0%, 0
T

ror\"or ) " 20 T 92| a2
_p(@vz Ov, @c%z %)

ot " Uar T a0 T

Antag: laminért, inkompressibelt, Newtonsk fluid, stationért, forsumbar gra-
vitation, fullt utvecklad strémning, v = v,(r) (pa grund av given information
+ symmetri). I sa fall:

po (v Op_  d [ dv.) rdp
r or Tar 0z ar \'dr C pdz

Integrera tva ganger:

dv, r%dp dv, r dp N C,
r = —— =——+—
dr  2udz ! dr  2udz r

r? d
vz:@d—z—Cllnr—l—Cg

Tillampa randvillkor:

v,(r=R)=0
v,(r =0) = finit

for att bestdmma integrationskonstanterna, och vi erhaller:

_ ldp o,
v, = 4,udz[R 2]

Skjuvspanningen dr (endast en komponent i 7 som &r nollskild!):

dv, rdp

T:'udr T 2dz

Skjuvspéanningen ar noll i rérets mitt (r = 0), och eftersom 0 < r < R sa



ar skjuvspanningen som storst da r = R, det vill sdga vid viggen, QED.
(Notera att skjuvspanningen i fluiden vid véggen ar riktad mot huvud-
stromriktningen).

Vid viggen géller salunda:

_ Rdp
2dz

Tw

vilket &r det sokta uttrycket i b)-uppgiften.



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a) Stang med konstanta egenskaper i langdriktningen och ingen volymlast

—0FA
— N = 0A = FeA = — Normalkraften ar negativ, vilket indi-

kerar inre trycknormalkraft (stangen trycks ihop). Detta stammer bra
med var forvintan for en stang som halls pa plats genom att tryckas
ihop.

b) Termisk expansion: ¢ = aAT = 4.2 - 107*. Stangen &r fast inspénd i
bégge dndar pa ett avstand lika stort som dess lingd innan den termis-
ka expansionen. Eftersom den inte kan utvidgas uppstar en spanning
o = E(—¢) = —84 MPa. (Notera att spidnningen &ven i denna situation
maste vara negativ da stangen upplever att den trycks ihop.)

c) Relation mellan yttre vridande moment och vinkelféréndring:

_ GK,
L

e

(¢5 — )

M;

dir G = 80 GPa, L = 4 m, M{ = T; = 1700 Nm, ¢¢ = 0, ¢§ =

3° = 3155 ~ 0.05236. Los ut K, ~ 1.623 - 107% m*, ur vilket vi erhaller

r= (2[(1,/7?)1/4 ~ 31.9 mm. Svaret ar salunda d = 2r ~ 64 mm.

d) Elastiska linjens ekvation:

2 (P10

E och I, &r oberoende av z. Lasten kan beskrivas som ¢(x) = —q (1 — %)

(x = 0 placerad langst till vénster, ¢ positiv i positiv z-riktning).

Integrera fyra ganger:



1 qox’® x? z3 x?
w(x)— EIy (12OL—QU24+01 6 +022 +Cg$+C4

Randvillkor:

Vid z = 0 géller att w = 0 och dw/dx =0— C3=Cy =0
48
Vid = = 2L géller att w = 0 och dw/dx = 0 — C; = ——qoL och

3 120
Cy = —1—20610[/2
Nu ér w(x) kidnd. Momentet ges av:
M(z) = —Elyd2—w =~ B (503 —1522L + 12L% — 2L7)
dx? 30L

Eftersokt dr stodmomenten (det yttre moment som uppstar i stodet
for att tillse att balken inte roterar), vilka kan erhallas ur momenten i
andarna pa balken:

L2
M = 21(0) = -
QOL2

Mp = M(2L) = -




7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

For inkompressibel stationér stromning géller v1 A; = v As.
Bernoullis ekvation for en stréomlinje rakt genom venturimetern (z; =

— 1
2o) séger att P27 + = (v2 —v?) = 0.
H20 2

Kombinera dessa uttryck for att eliminera v, och erhalla att
2 (p1 — p2)

A '

Ag
Tryckskillnaden kan avlédsas ur héjdskillnaden A, som enligt hydrosta-
tiken motsvarar p; — ps = puggh (trycket dr hogre i position 1).

2prggh
AN
Ay

Dynamiskt lika forhallanden innebér att Reynoldstalet ska vara sam-

U,D UsD
11 = R€2 = 2 2. Detta ger att U2 = U1D1V2/V1D2 =2
4! Vo

m/s. Eftersom dynamiskt lika forhallanden innebér att alla relevanta
dimensionslosa tal ska vara samma, maste dven St vara samma i bagge
situationerna. Los ut f = StU/D = 4 Haz.

V1 =

PH20

Sammantaget har vi alltsa att v, =

10



