Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
Tid: 11 oktober 2024 kl 08:30-12:30
Larare: Henrik Strém (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Tillatna hjélpmedel: Till tentamen far man medfora ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som Onskas. I 6vrigt ar foljande hjalpmedel tillatna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordbdcker), samt mi-
nirdknare med tomt minne och matematisk handbocker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Réknare som anvinds som hjalpmedel vid tenta-
men far inte ha tradlos anslutningsmojlighet till internet. I formelsamlingar
far endast indexeringar goras. Om det forekommer tryckfel i de tillatna i
hjalpmedlen far handskrivna rittelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte dr godkanda hjialpmedel, skall vara avstiangda och far
inte medforas till skrivplatsen.

Larare besoker salen: ca kl 09:30 och kIl 11:30

OBS! Notera att uppgifterna inte ar ordnade efter svarighetsgrad.

Réattning: Resultatet anslas senast den 1:e november 2024 i Canvas. Det kan
ocksa ses i Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss fordréjning). In-
struktioner for tentamensgranskning publiceras tillsammans med tentamens-
resultatet.

Betygsgréinser: Podngantalet for korrekt besvarad/16st uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgréinser for tentamen &r:
Betyg U < 20p ; 20p < Betyg 3 < 30p ; 30p < Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 > 40p.

LYCKA TILL!



1. Grundldggande begrepp  (5p)

Identifiera (namnge) de grundlédggande begrepp - ur listan i rutan pa nésta
sida - som beskrivs nedan i (a)-(e):

Spanningstensor som karaktériserar nuvarande kraft per deformerad
area

Materialegenskap som relaterar spéanning till t6jning i ett dragprov
Skaldar som representerar kraft per enhetsarea vinkelratt mot en yta

T6jningstensor som karaktéariserar hur mycket den hogra Cauchy-Green
deformationstensorn avviker fran identitetstensorn

Fysikalisk egenskap hos vitskor och gaser som betecknar deras interna
motstand mot fléden, och kan ses som ett matt pa friktion i fluiden



deformationsgradienttensorn, F
forflyttningsgradienttensorn, H

vanstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
hogra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C

hastighetsgradienttensorn, L

symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D /Dt

Eulerska t6jningstensorn, e

Lagrangeska tojningstensorn, E

infinitesimala t6jningstensorn, €

Cauchys spéanningstensor, o

forsta Piola-Kirchoff spéanningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spdnningstensorn, S
hastighetsvektorn, v

forflyttningsvektorn, u

varmefluxvektorn, q

spanningsvektorn, t

Cauchys hogra tojningstensor, U

Cauchys vinstra tojningstensor, V
rotationstensorn, R

deformationsmappningen, x

temperaturen, T’

trycket, p

skjuvspéanningstensorn, T
dissipationsfunktionen, ®

viskositeten,

densiteten, p

Youngs modul, £

Poissonration, v

skjuvmodulen, G

varmekonduktiviteten, k

specifika virmekapaciteten (vid konstant tryck), ¢,
bulkmodulen,




2. Teori  (12p)

a)

Materiederivatan av hastigheten kan skrivas som summan av ett lokalt
bidrag och ett konvektivt bidrag, dér det sistndmnda kan uttryckas
L - v. Skriv ut alla de ingaende bidragen (elementen) i L - v for ett
tredimensionellt kartesiskt koordinatsystem.

Ange, for figuren nedan, vilka randvillkor som ér tillimpliga pa de fyra
sidorna (vid z; = 0, x; = a, x9 = 0, och xo = b). Antag att systemet
ar tvadimensionellt.

.\.2 T

b

a1 a
Om man duschar ldnge i varmt med ett fonster 6ppet kan man fa
uppleva att duschdraperiet drar sig inat mot fotterna och benen och i
varsta fall "klistrar sig fast” mot kroppen. Forklara hur duschens varma
vatten kan orsaka att duschdraperiets nederkant ror sig inat mot den
som duschar! Vilken roll spelar det om ett fonstret star 6ppet eller ej i
duschrummet?

En ingenjor ska anvidnda en vindtunnel for att méta kraften pa en
omstrommad cylinder. Flodet i testsektionen drivs av en tryckskillnad
mellan inlopp och utlopp. Kommer medelhastigheten pa flodet i tunneln
att oka, minska, eller forbli konstant efter att cylindern placerats i den
initialt tomma tunneln? Motivera ditt svar!



e) Ett material belastas genom drag i dess dndar sasom illustrerat i figuren
nedan. Det finns initialt en reva/spricka till véinster i materialets mitt
(se figur). Sannolikheten &r stor att belastningen kommer att kunna ge
upphov till att sprickan vixer at hoger i bild — varfér? Ge ocksa forslag
pa atgéirder som skulle kunna medfora att spricktillvixten motverkas.

|

g

f) Vid hérledningen av Reynolds-medelvirderade Navier-Stokes ekvatio-
ner infors Reynoldsdekomponering (v = v + v/ samt p = p + p')
i rorelseméngdsbalansen, varefter hela ekvationen medelvirderas. En
term av sérskilt intresse ar (V (v +v') - (v +v')). Skriv isdr denna
term som summan av fyra bidrag och visa vilket/vilka bidrag som &r
identiskt lika med noll och vilket/vilka bidrag som kan vara nollskil-
da. Motivera ditt svar! { ) representerar hir medelvirdering (sasom
definierat i formelsamlingen under Reynoldsdekomponering).



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Betrakta den uniforma deformationen av ett kvadratiskt block med sidan
2 enheter som initialt dr placerad i X = (0,0). Deformationen beskrivs av
foljande mappning:

X(X) = (3.5 4+ X1 +0.5X2)8; + (4 + X,)é&, + X385 (1)

och illustreras i figuren nedan.

X5, x5 .
1 A=e, F(Ey
5.[]_ i “ (5‘5}
40- (3.5.4) LT 77
| 8 NN
sod —TLLLLS
X(X) (2.3 (4.3)
2.0 £
1L/ [/ a1
. LY A
F'(A) : E;. e
I I e I = X,
(0.0y 2.0 3.0 4.0 5.0

(-1.-1) (1.-1)

Bestam, for denna deformation:

a) deformationsgradienttensorn F

b) forflyttningsvektorn u

c¢) den hogra Cauchy-Green deformationstensorn C
b) den Lagrangeska tojningstensorn E

Uttryck tensorerna pa matrisform i dina svar.



4. Elasticitetsproblem  (5p)

Betrakta foljande spanningstillstand i en tjockvaggig elastisk cylinder:

B
Urr:A+_27

T

B
UeeIA—ﬁ,

Org = Opy = 09y = Oz, = 07
dar A och B ar konstanter.

a) Visa att det ovan angivna spianningstillstandet uppfyller de relevanta
rorelselagarna om jamvikt rader och inga volymkrafter &dr aktiva.

b) Ta fram ett uttryck for spanningsvektorn pa en cylindrisk yta vid r = a.

c¢) Givet att spanningen vid den inre ytan (vid r = ;) dr ett uniformt tryck
p; och att den yttre ytan (vid r = r,) &r spanningsfri, bestdm konstanterna

A och B.



5. Stromningsproblem  (7p)

Bilden nedan illustrerar stationér, inkompressibel och laminér stromning av
tva oblandbara Newtonska vétskor (I och I7) mellan tva odndliga plattor
vars inbordes avstand dr H. Fasgréansytan ér placerad vid y = h. Stromningen
drivs av en tryckgradient.

Antag att inga gradienter foreligger i dimensionen in/ut ur papprets plan
(z-riktningen), samt att stromningen &r fullt utvecklad (inga dndeffekter).
Antag dven att gravitationens inverkan pa stromningen kan forsummas.

Ta fram uttryck for hastighetsprofilerna i de tva vétskorna! Hastighetsprofi-
lerna ska uttryckas som funktioner av fluidegenskaper (p och ), tryckgradi-

enten, samt de geometriska parametrarna (h och H) i problembeskrivningen.

Utga fran Navier-Stokes ekvationer nar du loser uppgiften.

Fluid II: p,, p, —




6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a) En stang tillverkad av ett linjért elastiskt material (elasticitetsmodul
E) har langd L och ar fixerad i sin vénstra dnde. Stangen belastas med
en friktionslast med konstant intensitet (kraft/lingd) f utmed hela sin
langd. Bestdm stangens tvérsnittsarea A(x) sa att spanningen o(z)
varierar linjért mellan o(0) = fL/A vid inspanningen och o(L) = 0
vid den fria &nden. Ay dr tvérsnittsarean vid x = 0. (3p)

b) Ett ror med yttre diameter d, = 90 mm och inre diameter d; = 64 mm
utsitts for ett vridande moment 7" = 5500 Nm. Berédkna skjuvspédnningarna
som verkar vid inre och yttre ytor (punkter A och B). (2p)




¢) En balk av lingd L mellan A och B i figuren nedan (elasticitetsmodul
E| yttroghetsmoment I) dr i B fast inspand i en stel och orubblig vigg.
[ &nden A &r balken fri att rora sig i vertikalriktningen, men med fixerad
lutning, sasom figuren antyder. Balken belastas med en utbredd last av
formen ¢(z) = —qoy/2z/L. Hur stor blir utbdjningen (positiv uppat)
av balken som funktion av koordinaten z7? Utga fran elastiska linjens
ekvation nér du tar fram din l6sning. (5p)
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7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

Vatten som haller 40°C strommar genom en fortringning som skiljer
tva stora reservoarer at (se bild nedan). Bigge reservoarerna ar éppna
upptill. Vattenflédet #r 40 m?/h och fértriingningens diameter D = 30
mm. Hur stora &r forlusterna i denna stromningssituation? (3p)

Vatten strommar stationédrt genom en 90° rérbdj med reducerande
tvarsnittsarea (se figur nedan). Vid inloppet (1) dr absoluttrycket 220
kPa och tvirsnittsarean 0.01 m?. Vid utloppet (2) &r tviirsnittsarean
0.0025 m? och vattnets hastighet 16 m/s. Vattnet som limnar vid ut-
loppet aker rakt ut i fria luften. Uppskatta den kraft som krévs for att
halla rorbojen pa plats! Du kan anta att atmosfirstrycket dr 101 kPa,
att inverkan av vikten av béj+vatten kan férsummas, samt att p = 998

kg/m?. (4p)
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Formelsamling

Matematik
s ar skaldr, v ar vektor, A dr andra ordningens tensor
Jacobis formel
A
idet A =det A tr d—A*1
dr dr
Symmetriska och antisymmetriska tensorer
A=AS+A*=1(A+AT)+;(A-AT)
AS symmetrisk: A = AT A;; = A

AA anti—symmetrisk: A = —AT, AZ] =-A A11 = A22 = A33 =0

jis
Deviatorisk (avvikande) tensor

A=A —11tr (A)

tr A’=10

Identitetstensor

1=

O O =

00
10
0 1
trA=A:1

Divergensteoremet

fﬁV-Adv:faﬁA-ﬁda
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Kinematik
Definitioner

X = xo(M), x = x(M), x = x4(X)
v M) Ov(M,1)

ot ot
o= $<M7 t) = QE(X, t) = é(xv t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

ain)

6t M = fix

Do _ M\

Dt ot X fx
0(x,t) -

D‘ gt +V¢-‘;

v v v
Sor e T VI VY
trL=V- v
LZZ—V=D+W,D=%(L+LT)7W:%(L_LT)

X

Forflyttning och deformation

u=x—X
po 9 _ oxi(X)
- 9X X
ou
H=5%

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J=det F = |F|

13



dx =F -dX
dan=F#JdA-N=JF T.dAN
dv = JdV
Tojning
F=R-U=V:-R
C=U2=FT.F
B=V2=F.FT

1

E:§(C—I)
e:%(I—Bl)

Spanningar

Spanningsvektorer
Af(n)
Aa
t=1t,, +t,s=(t-n)n+nx(txn)

tnn = (t . n)n, tnn =t-n= t,nz = Uijninj

tns =t - tnna ‘tns’ = Zfns Y ’t|2 - t%n

(tns)max = % ()‘max - Amin)

Vo
Vol

n=

14



Cauchys lemma
t(x,t,—n) = —t(x,t,n)
Cauchys spanningsformel

t(h) =010

ty 011 012 013 ny
to p = |021 022 0923 N9
t3 031 032 033 ng

Cauchys spdnningstensor

o=0" 0,=0j

I =tr [o] =0y

L= 3 [(tr [0])? —tr ([0])] = $(0uoy; — 0305)
I3 = |o]

Piola-Kirchoffs spianningstensorer

TdA=P -NdA=tda=o0-1da

1
P:JU-F*T,U:t—]P-FT
dF =S -dA
1
S:F_I-P:JF_1~U~F_T,a:jF~SFT
Mekaniklagar
Massa

15



m= [gdm= [ pdV = [ pdv

Dm
Z )
Dt
po = pJ

Massbalans - integral form for referenskonfigurationen

D
= [ podV =0
Di Jra 0

Massbalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D

— dv =0

Di P2

Massbalans - lokal form for referenskonfigurationen

dpo o
8t—0

Massbalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dp
=r v=0
Dt—i—pV \%

Reynolds transportteorem

D 0 .
th“pF dv = aprF dv+ [, pFv-nda
Rérelsemdingd

P=[zdP = [ pvdv

H? = [31, x dP = [ 1, X pv dv

DP

“LoF
Dt

DH’
Dt

16



F=Fg+Fg4 :fmpb dv+f8nt da

M° =M% +Mg = [ r,xpbdv+ [, r,xtda

Roérelsemdingdsbalanser - integral form for referenskonfigurationen
0’u .

f"io pomdv = "/‘HO pob dV + f@/@o P-N dA

D

Ef"o r, X pvdV = fﬁo r, X pb dV+f8KO r, xtdA

Roérelsemdingdsbalanser - integral form fér nuvarande konfigurationen

%me=LWM+h;m
DﬂtfﬁroxdeU:erOXpb dv+ [, roxtda

Rorelsemdngdsbalanser - lokal form for referenskonfigurationen

J*u

Vo P+ pob = po oo
o F +po PO 5

P-FT=F.P"

Rorelsemdangdsbalanser - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dv
AV b=,p—
S 7
ol =0
Energi
Dok ruy=w4q
Dt a "

K:%fnpv~vdv,U:fnedv

W=/[ pb-vdv+ [, t-vda, Q,=— [, n-qda+ [ prpdv

17



Energibalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D
fn(pi—a:D+V~q—prh)dv—O

Energibalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

De

pﬁt:a:D—V-quprh

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

c=C:e€

{o} =[Cl{e}, {e} = [S]{c}, e=S:0,S=C"
Isotrop elastisk solid

o=2pne+ \tr (€) I=r tr e I+ 2uel

E vE (1-v)E

=S A T A=) P T T —w)
(011 ) 1 —v v v 0 0 0

099 v 1—v v 0 0 0

o33 | E v v 1—v 0 0 0

o (A4+v)(1-2v)| O 0 0 =2 0 0

013 0 0 0 0 =& 0
\012’ | 0 0 0 0 0 1?;
K=A+2u/3

€= %tr €l + el
Newtonsk fluid, inkompressibel strémmning

o=-pl+71

18
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T =2uD

D=1[Vv+(Vv)T]

R
at  dy T Py

Qwiskos eller stillastaende fluid, alternativt rotationsfri stréomning
o= —pl

Fouriers lag

q = —k - VT (anisotropt medium)

q = —kVT (isotropt medium)

Linjiriserade elasticitetsproblem
Linjdriserade beskrivningen
B~ L (H+HY)

()

Q

e

()

€

Tojning-forflyttning

e=1[Vu+ (Vu)T]

1
2

19



Oy 1 Oy n % 1 O, n ou,
Ox 2\ oy O 2\ 9z O
ou ou ou ou ou
_ |12y x i) 122y ad
=1 Ox + oy oy 2\ 0z * oy
1 Oy N ou, 1 % N Ou, Ou,
12\ 0z Oz ) ?*\ 0z Oy 0z ]
Rorelselagar
0*u
V.o +pf = ey
00yy 00y N 00, pofs = 9%u,
dr | oy | 0z PV T P
Doy, Doy, Doy, D%y
ox Jy + 0z *pofy = po ot?
D0, 0oy N 00, pof = 0%u,
ox oy 5. | )= T P
do,r 100, Oo,, 1 9%u,

ar +; 89 az +;(0-7‘T‘_0_99)+p0f1”:pow

dog,  100¢g Doy, = 09 — Or b opofs = 0%ug
or r 00 0z T Pote = Po ot?
0o, 100, 0o, n fo f ot f 0%u,
o ' r o0 | 0.  p  OTIETP0p

Kompatibilitet
Vx(Vxe) =0

Lamé-Naviers ekvationer

92
UV (VY 0) + pof = po
Michells ekvationer

L Yvtro)=-— o

Vo +
14+v —v

(V- £) 1= po [VE+ (V6)7]

Beltramis ekvationer

20



1
2 — t pu—
Vio + 1+VV[V( ro)=0
Plantdjningsproblem - jamuikt

O E 1—v v 0 €
= 1-— 0
Wl T Al -2) | o Y oy

Oy

€xz = €yz = €z = 0

004, Oogy

ox dy =0
0oy Ooy, B
ox dy =0

Planspinningsproblem - jimuvikt

Oz g |1V €xs

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy
1—v? (1-v)

Oy 0 0 == 264y

=0
e 0 )
Oy Tyy _
g "oy THT
Stromningsproblem

Inkompressibel stromning, Newtonsk fluid

V-v=0
9 ov
uVv —=Vp+pf =p E—FV'VV
8vm+%+8vz_
oxr 0Oy 0z

82vz+82v$+32vm —@—i— £ = 8vz+vc%m+vavz+08vm
a oz PP\ e T ey T ey T,

21



062 00
avr_|_ %+%6vr_v_§+ %

p ot Ur or 00 r 0z
i 1 821]9 (%T 1 0

“5?&5ﬂ%0+_(am+2%)+aﬁ ~ g9 TPl

Ovg Ovg  vpOvg UV Ovg

= _— UT’_ _——

(10 [ Ov, N i@%z N 0%*v, op
I r2 002 022
B (802 ov, vy 0v, 81},9)

0 (10 1 (0%, 0 v, 0
1% _(__(TUT))+T_2( - _2ﬁ>+ - __f—f_pfr

o "ar T a0 T an
Hydrostatik
op _ Op 0 Op

Owy 0wy Oxs Y

Viarmetransportproblem

DT
Py = V- (kVT) + pry,

A2 AP AL a2T+32T+82T
ot or oy T %8z ) T\ 02 T 9z T 022

1D-problem

)‘i‘q)‘f‘/)?”h

2 2
p v P ov
e—l——+—+gz> (pQ) ot — <e+——|——+gz> (pQ);,
( P 2 out ‘ P 2 in
- shaft T Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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c:D=—p(V-v)+7:Vv=—pV-v)+

v, 2 v, 2 ov, 2
q’”“[(@x) (&) (%)
avx+% 2+ 8@x+8vz 2+
dy ox 0z Ox

+ g

Boussinesq approximation
p=po— Bpo(T —Tp)
Termisk expansion

eerm = o AT

o
6:Emek_i_‘gterm: ——|-05AT
E

vy

0z

ov,
dy

)

Approximativa l6sningar: solider
Stang
N=P,é=0/L,c =FE¢, N=0A
A7 1A

Py L |—-1 1| |u§

Stangens differentialekvation

du du du
EZ%,U:E%,N:EA%

d du
-——|(FA— ) =K,A
dx ( dx)

Azel




My GK, |1 -1 o
M5 L -1 1 w5
K, = 27r3h (tunnviggigt tvirsnitt)
K, = n(b* — a)/2 (tjockviggigt tvirsnitt)

Axelns differentialekvation

d dy
—_ K,—/ v =
dz (G dx) te =9
Balk
dN dr dM d*M
—_— KZ.A:O,_ :Oj_:T7 =
dx + dx +a dx dx? T
dw 8”1: dzw d2w
@ T g d P = B M= -
L= [,2*dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

%;(E@g%§2>=q@)

Approximativa l6sningar: fluider

Bernoullis ekvation

v? P

) + gz + = = constant (utan forluster)

U% y41 U% P2

— + 2+ — ==+ 2+ — + hy (med forluster)
29 pg 29 pg

Turbulens
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Kolmogorovs skalor

3\ 1/4 1/2
P —

e e

Reynoldsdekomponering

v=v+V,p=p+yp

V= 2 vdt = (v)

ty—t /0

(Vy=(v—-v)=v—-v=0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

V-v=0

Dv

V- (=pI+2uD - p{v'@V)) =P 5
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Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
11 oktober 2024

LOSNINGSFORSLAG

1. Grundldggande begrepp  (5p)
a) Cauchys spanningstensor, o
b) Youngs modul, F
c) trycket, p
d) Lagrangeska tojningstensorn, E

e) viskositeten, u



2. Teori  (12p)

[Ov, Ov, Ovy]
Jdr Oy Oz
v
v dv, Ov, Ov
Med = hiLl= | 22 =¥ %
a) Med [v] vy, p och [L] or Oy 0
Uz ov, Ov, Ov,
L Odx Oy 0z
( Ov, n v, n 0v, )
Uy v v,
N
sa har vi att [L-v] = vm£ + yaiyy + Z%
ov, N ov, N ov,
Vp——— + Uy——— + Vy———
\ Oz Y Oy 0z )
b) Randvillkoren dr uy = ug = 0 pa 29 = 0, t; =t = 0 pa 1 = a och
Ty = b, samt t; = —oy (1—%>,t2:0péx1:0.

¢) Det varma vattnet virmer luften i duschen, sa att den blir varmare &n
luften utanfér. Den varma luften har ldgre densitet &n den kalla luften,
och borjar stiga uppat. Den maste da erséttas av (kall) luft som kommer
stromma in under den nedre kanten och ta med sig duschdraperiet
in mot fotterna och benen pa den som duschar. Om duschrummet &r
stdngt kommer all luft viarmas upp och effekten mattas av 6ver tid. Med
ett oppet fonster kan varm luft lamna duschutrymmet och erséittas av
utifran kommande kall luft, varvid effekten kvarstar langre.

d) Anvind t ex Bernoullis ekvation med forluster for detta resonemang.
Stromningen &ver cylindern innebér forluster for flodet. Med samma
drivande tryckskillnad (givet) och samma hastighet in och ut ur tunneln
(kontinuitet) sa maste alltsa hastigheten vara lagre med cylindern pa
plats jamfort med nér tunneln ar tom.

e) Sprickan ger upphov till en spanningskoncentration alldeles till hoger
om sprickan. Detta inses genom att dra ténkta stromlinjerfran papprets
overkant till dess nederkant; dessa linjer maste da ligga tédtare nér de
passerar i hojd med sprickan. Spricktillvixten skulle kunna motverkas
genom att lokalt forstarka pappret i omradet dir spadnningskoncentrationen
ar aktiv.



f) Vi noterar forst och framst att (V(v+v') - (Vv+V)) = (Vvv) +
(VvV') + (VVv'v) + (VVv'V'). Forsta termen kan skrivas vv, eftersom
medelvirdet av ett medelviarde bara dr medelvirdet sjélvt. Detta fak-
tum, i kombination med att medelvardet av en fluktuation ar identiskt
lika med noll per definition, ger att de efterféljande tva termerna maste
vara noll, d v s (Vvv') = Vv(v') = 0 och (Vv'v) = (VVv')v = 0. Den
sista termen representerar ett medelvérde av en produkt av fluktueran-
de komponenter och kan alltsa vara nollskild (i sjélva verket vet vi att
det &r denna term som representerar inverkan av turbulens).



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

a) Med givna data:

1.0 0.5 0.0
[F]= |00 1.0 0.0
0.0 0.0 1.0

b) Vi har att u=x— X = (3.5 +0.5X3)e; + 4e

1.0 0.0 0.0] [1.0 0.5 0.0 1.00 0.50 0.00
¢) [C]=[F]"[F]= {05 1.0 0.0] [0.0 1.0 0.0] = |0.50 1.25 0.00
0.0 0.0 1.0] [0.0 0.0 1.0 0.00 0.00 1.00

0.00 0.50 0.00
([C]— 1)) =14 1050 0.25 0.00
0.00 0.00 0.00



4. Elasticitetsproblem  (5p)

a) Eftersom alla spanningskomponenter utom o, och ggg &r noll, och oy
endast beror av r (ej av ) sa dr den enda relevanta rorelselagen att kolla
den i r-riktning:

00, N 1004 N 0o, N 1( oo+ pofs = 9%u,
or T r 08 | or |y 0T ow) TR0l = o

Anvénd kunskapen om vilka komponenter som &r noll 4+ utnyttja att jamvikt
rader och inga volymkrafter ar aktiva:

do,, 1
Or ; (Urr - 090) =0

Med givna uttryck for o,, och ogy:

—2B 2B
=0

r3 r3

Med andra ord uppfyller det angivna spanningstillstandet rorelselagarna.

b) Vi har att t(n) = o - 1, och vi kinner o; salunda behovs endast n. For
en cylindrisk yta vid 7 = a har vi att ytnormalen pekar (utat) sa att n = e,:

t o 0 0 1 fo o
ng = 0 (o)T:] 0 0 = 0
t, 0O 0 0] 160 0
ellert =06, = A+ — |e,.
a
c¢) Givet att vid r = r, sa ér 0., = 0 och vid r = r; sa &r o, = —p;:
B B
ro 7

vilket motsvarar:

2 2,2
A o piri _ piri TO
o2 — 2 r2 —p?

o K3 o (3




5. Stromningsproblem  (7p)
Utga fran N-S i z-riktningen:

82vx+82vx+8211x 6p+ F ov,, +U8x+vavx+vﬁvx
F\or T a2 " 022 ) 0z PP \Tar T%ar T ey T %

Antag: laminért, inkompressibelt, Newtonsk fluid, stationért, férsumbar gra-
vitation, fullt utvecklad stromning. I sa fall:

vy ap
K oy Ox

Analogt for y- och z-riktningarna:

dp = Op
dy 0z
d v s p = p(z). Detta géller i bigge fluider, samtidigt som tryckgradienten
maste vara densamma, varfor:

=0

a U1,z o @
Hi ay ox
0? Uite op

Hrr 0y =~ 9

Integrera tva ganger:

1 dp
x———— + Ciy + C
v, 217 dv y 1Y 2
! + Csy + C
VII.a
11, 2Hly 3Y 4

Tilldimpa randvillkor:

Vidy=0:v7, =0

Vidy=H: v, =0

Vidy = h: vi 4 = Vi1

0? VI, 821111,;;:
e = fur e

Vldy:h Tloy = TIloy S WI—F 5

for att bestdmma integrationskonstanterna,



och vi erhaller:

H2
Viz = 2_ng<
Vile = % (
dir k = h/H.

)|

_dp
dx

y A=k + K (g)2

H (1 —k)pr+ kpr H

{(g 1) (1= k) pur + K
H (1 —Fk)pr + kpgr




6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a)

Stangens differentialekvation:

Inséttning ger:

dA 1 Ay
%+A<x—L) S x—L

Denna differentialekvation har losningen:

_AOI'+C

A(x) —

Randvillkor:

vilket ger:

A(x) = Ay (konstant).

T
Vihar att 7 = Fr och K, = g [(do/2)* — (d1/2)%], sa att T =

v

2Tr

m [(da/2)* = (d1/2)*]

Sétt in r = dy /2 (A) samt r = dy/2 (B) och vi erhaller 74 = 36.7 MPa

respektive 7 = 51.6 MPa.



c¢) Elastiska linjens ekvation:

d? d*w(zx)
a2 (E[d—> = ale)
E och I, &r oberoende av x. Lasten &r q(x) = —qo, / % Med andra ord:

d*w O

det ~  EL\ L

Integrera fyra ganger:

16go2*/x

—————T 4+ Cy+ Ciz + Coz? + Csz3
04551,V ’

w(r) =
Randvillkor:

T'=0vidz =0
w=0videz=1L
dw/de =0vidz =0ochz =L

sa att:

Aqq (5L4 _9L2? 4+ 42\ /7 /L)
a 945E1,

w(z) =



7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a) Stéll upp Bernoullis ekvation med forluster. Folj en stromlinje fran
vétskeytan i den hoga tanken (1) till den laga (2). Trycket ar detsam-
ma (atmosférstryck) och hastigheten &r ungefdr noll pa bagge stéllen.
Salunda géller att forlusttermen maste motsvara hojdskillnaden: hy =
hi — hy =25 — 10 m = 15 m. Informationen om sjilva fortrangningen
(som orsakar storsta delen av forlusten) behover vi inte anvinda.

b) Anvénd kontrollvolymstekniken. Rorelseméngdsbalans:

d
S F = p Jov pvdV + [g pv(v - n)dA

Kontrollvolymen &ndrar inte storlek och problemet &r beskrivet sasom

d
varandes steady-state, sa 7 /. oy pvadV = 0.

Rita:

Vi soker R. Rorelseméngdsbalansen ger:

Rac + (pl - patm)Al = _p'U%Al
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R, = —pviA,

v; ar okdnd men kan erhallas ur v via massbalans:
Jog P(V -m)dA = —pv1 Ay + pua Ay = 0

v; = vAs /A =4 m/s

Inséttning ger svaret:

R, =—-1350 N

R, = —638 N

(Att komponenterna &r negativa innebér att reaktionskraften dr motrik-
tad jamfort med hur den &r inritad i figuren ovan.)
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