Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
Tid: 29 augusti 2024 kl 14:00-18:00
Larare: Henrik Strém (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Tillatna hjélpmedel: Till tentamen far man medfora ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som Onskas. I 6vrigt ar foljande hjalpmedel tillatna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordbdcker), samt mi-
nirdknare med tomt minne och matematisk handbocker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Réknare som anvinds som hjalpmedel vid tenta-
men far inte ha tradlos anslutningsmojlighet till internet. I formelsamlingar
far endast indexeringar goras. Om det forekommer tryckfel i de tillatna i
hjalpmedlen far handskrivna rittelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte dr godkanda hjialpmedel, skall vara avstiangda och far
inte medforas till skrivplatsen.

Larare besoker salen: ca kl 15:00 och kI 17:00

OBS! Notera att uppgifterna inte ar ordnade efter svarighetsgrad.

Réattning: Resultatet anslas senast den 19:e september 2024 i Canvas. Det
kan ocksa ses 1 Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss fordrjning).
Instruktioner for tentamensgranskning publiceras tillsammans med tenta-
mensresultatet.

Betygsgréinser: Podngantalet for korrekt besvarad/16st uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgréinser for tentamen &r:
Betyg U < 20p ; 20p < Betyg 3 < 30p ; 30p < Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 > 40p.

LYCKA TILL!



1. Grundldggande begrepp  (5p)

Identifiera (namnge) de grundlédggande begrepp - ur listan i rutan pa nésta
sida - som beskrivs nedan i (a)-(g):

Den totala tidsderivatan som féljer materian

Fjarde ordningens tensor som relaterar spénning till t6jning i den ge-
neraliserade versionen av Hookes lag

Vektor som pekar fran en materialpartikels position i referenskonfigu-
rationen till dess nuvarande position i den deformerade konfigurationen

Symmetrisk spanningstensor som karaktériserar transformerad nuva-
rande kraft per enhet odeformerad area

Tensor som representerar rotation nir en deformation dekomponeras i
en ren tojning atfoéljd av en ren rotation



deformationsgradienttensorn, F
forflyttningsgradienttensorn, H

vanstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
hogra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C

hastighetsgradienttensorn, L

symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D /Dt

Eulerska t6jningstensorn, e

Lagrangeska tojningstensorn, E

infinitesimala t6jningstensorn, €

Cauchys spéanningstensor, o

forsta Piola-Kirchoff spéanningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spdnningstensorn, S
hastighetsvektorn, v

forflyttningsvektorn, u

varmefluxvektorn, q

spanningsvektorn, t

Cauchys hogra tojningstensor, U

Cauchys vinstra tojningstensor, V
rotationstensorn, R

deformationsmappningen, x

temperaturen, T’

trycket, p

skjuvspéanningstensorn, T
dissipationsfunktionen, ®

viskositeten,

densiteten, p

Youngs modul, £

Poissonration, v

skjuvmodulen, G

varmekonduktiviteten, k

specifika virmekapaciteten (vid konstant tryck), ¢,
bulkmodulen,




2. Teori  (12p)

a) Hirled ett uttryck for 27 (materiederivatan av determinanten av de-
formationsgradienttensorn). % ska uttryckas som en funktion av J och

V.

b) En hévert dr ett ror eller en slang som anvénds bland annat inom
byggteknik, hembryggning och bensinslangning for att éverfora vétska
fran en behallare till en annan. Den mottagande #nden maste vara
placerad pa liagre niva dn den niva pa vilken behallaren vitskan ska
skickas ifran ar, och 6verforingen kan da ske utan pump. Férklara hur
en hévert fungerar!

¢) Vad &r superpositionsprincipen och hur kan man anvinda den till sin
fordel i problem som involverar de linjériserade elastiska rorelselagarna?
Superpositionsprincipen fungerar endast i undantagsfall for stromningsproblem.
Vilken typ av strémning mojliggér anvindandet av superpositionsprin-
cipen?



d)

Stavhopp &r en friidrottsgren som gar ut pa att med hjilp av en stav
hoppa 6ver en sa hogt placerad ribba som mdjligt. Armand Duplantis
slog nyss sitt eget varldsrekord fran OS-finalen i stavhopp pa Diamond
League-galan i Polen, dér han klarade hojden 6.26 m. Sportens teknis-
ka utveckling &r baserad pa anvindandet av moderna glasfiberstavar,
som deformeras i hoppet (se nedanstaende foto) men atergar till sin ur-
sprungliga form efterat. Vad kallas denna typ av deformation? Kan du
anvanda den linjédriserade elasticitetsteorin som vi tar fram inom ramen
for denna kurs for att analysera deformationen av en stavhoppsstav i
ett varldsrekordsforsok? Varfor/varfor inte?

Om man brant sig pa ett finger kan det ibland kénnas béattre att blasa
pa det. Om man fryser om hénderna en kall vinterdag kan man ocksa
blasa pa hénderna for att virma dem, men da blaser man typiskt pa
ett annat sitt. Forklara hur olika sétt att blasa kan antingen kyla eller
varmal



f) Genom maétningar av en turbulent flamma i en forbrénningsprocess
med fornybart bransle har ett stort antal 6gonblicksbilder av hastig-
hetsfiltet insamlats (se bild nedan for illustration av |u| i nagra av
ogonblicksbilderna). Givet att man har tillgang till ett stort antal 6gonblicksbilder
av alla tre hastighetskomponenter, ge forslag pa hur kan man ta fram

en uppskattning av den genomsnittliga storleken pa de turbulenta fluk-
tuationerna i flamman!
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3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Betrakta en rorelse pa foljande form:

xr1 = —2X1 + X2 (]_)
Ty = —X1 - 2X2 (2)
T3 = X3 (3>

Bestam, for denna rorelse:
a) utseendet pa den Lagrangeska tdjningstensorn E
b) Cauchys hogra tojningstensor U

Uttryck dessa tensorer pa matrisform i ditt svar.



4. Elasticitetsproblem  (5p)

En cylindrisk stang av godtyckligt tvarsnitt belastas av lika stora och motrik-
tade normalspanningar ¢ med uniform férdelning éver dess dndar (se figur).
Mantelytan ar spanningsfri och inga volymkrafter ar aktiva. Materialet kan
beskrivas som en linjér elastisk isotrop solid.

Xp X2

L)

TYYYY “lT Ll o

ARARIAAI

For denna situation forvéintar vi oss foljande utseende pa den infinitesimala
tojningstensorn:

o
€11 = E’

Vo
€29 = €33 = __E )

€12 = €13 = €23 = 0.
Om dessa uttryck integreras upp erhalles foljande forflyttningsfalt:

uy = (0/E)x1 + bixg + boxs + co,
us = —(vo/E)xy + bszs — bixry + cs,
ug = —(vo/E)xs — baxy — bgxg — ¢y.

a) Visa att samtliga termer med obestdmda konstanter (by, by, b3, 2, c3,¢4)
tillsammans beskriver en fastkroppsrorelse.

b) Antag att tvérsnittsarean pa stangen dr A sa att o kan relateras till en
kraft P genom P = o A. Ta fram uttryck for stangens forlangning Al i ;-
riktning och Ad i transvers riktning (x9- och xs-riktningarna). Dessa uttryck
bor vara funktioner av P, A, E och v samt de odeformerade léngderna ¢ (i
x1-riktningen) och d (i de transversa riktningarna).
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5. Stromningsproblem  (7p)

Bilden nedan illustrerar stromning i ett halrum som drivs av ett rorligt lock.
Ovansidan ror sig at hoger med konstant hastighet U, medan resterande
rander &r solida vaggar. Locket kommer att skapa en rorelse i fluiden at
hoger, som maste balanseras av en motsatt rorelse at andra hallet lingre ned
i halrummet.

Moving plate » U
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N
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Antag att stromningssituationen &r stationér, inkompressibel och laminér,
samt att inga gradienter foreligger i dimensionen in/ut ur papprets plan (z-
riktningen). Antag vidare att L > H sa att det &r rimligt att studera endast
mitten pa halrummet och forsumma dndeffekter (till hoger och vinster). An-
tag dven att gravitationens inverkan pa stromningen kan forsummas.

a) Ta fram ett uttryck for tryckgradienten dp/dx i mitten av L.
b) Ta dven fram ett uttryck for hastighetsprofilen v,(y) i mitten av L.

Utga fran Navier-Stokes ekvationer nar du loser uppgiften.



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a)

b)

LELE L P T A
P

En stang tillverkad av ett linjéart elas- /

tiskt material (elasticitetsmodul F) har

varierande tvérsnittsarea A(z) och ar A
e

fast i ett tak enligt figur. Stangen be-
lastas utéver sin egentyngd dven med
den yttre kraften () i fria &nden. Man
vill sékerstilla att normalspanningen
i stangen inte Overstiger det tillatna
vardet o;. Ta darfor fram ett uttryck for
A(z) sa att normalspénningen blir ex-
akt oy (konstant) genom stangen. (4p)

Ett tunnviaggigt elastiskt cirkulédrt ror med medelradien a och godstjock-
leken h belastas med det yttre vridande momentet M, i bdgge dndar.
Vad &r skjuvspédnningen i rorets tvérsnitt och vad dr normalspanningen
i rorets axiella riktning? Uttryck som funktion av M, a och h. (2p)

En balk av langd L (elasticitetsmodul F, yttroghetsmoment I) &r fast
inspand mellan tva viaggar och belastas med en konstant utbredd last
@ (se figur nedan). Hur stor blir nedbdjningen av balken i mitten? Utga
fran elastiska linjens ekvation nér du tar fram din l6sning. (4p)

Q -
TTTI315500)

I

o
v

= >

o A
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7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a) Vatten strommar stationirt genom ett langt ror med konstant diame-
ter. Pa tva stéllen lings med roret finns moéjlighet att méta det statiska
trycket (se bild nedan). Kommer tryckmétningen visa p; > pa, p1 < p2
eller p; = po? Motivera ditt svar! (1p)

P1 P2

0

L—

L (length)
D (diameter)

flow direction

b) Rokgaser fran en forbranningsugn leds till en hog skorsten som utgar
fran markniva. Skorstenens diameter dr konstant. Rokgaserna haller
konstant temperatur (227°C, p = 0.65 kg/m?), och savil virmeforluster
som viskos dissipation ar forsumbara i skorstenen. Trycket utanfor skor-
stenen pa markniva ar 1 bar och trycket inne i skorstenen pa motsva-
rande niva ar 250 Pa ldgre. Omgivande luft haller 6verallt 20°C, sa att
p = 1.2 kg/m?. Hur hog ér skorstenen? (3p)

c) Webertalet ar ett dimensionslost tal definerat som kvoten mellan form-
motstandskraften pa en droppe och den sammanhallande ytspanningskraften.
Det kan anvéndas for att prediktera om en droppe gar sonder eller ej
nér den utsétts for paverkan av ett omgivande stromningsfilt. Dess de-
fintion &r We = pU?D /o, diir p dr omgivande fluids densitet, U ir den
relativa hastigheten mellan droppe och omgivande fluid, D &r droppens
diameter, och ¢ &r ytspdnningen. En tumregel &r att en droppe bryts
upp i flera mindre droppar om We > 12. Om en vattendroppe i luft
(p = 1.2 kg/m?, 0 = 72-107* N/m) ér stabil upp till en storlek om
D =1 cm, hur stor kan da en droppe av heptan (¢ = 20- 1073 N/m)
vara i samma stromningssituation utan att brytas upp? (3p)
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Formelsamling

Matematik
s ar skaldr, v ar vektor, A dr andra ordningens tensor
Jacobis formel
A
idet A =det A tr d—A*1
dr dr
Symmetriska och antisymmetriska tensorer
A=AS+A*=1(A+AT)+;(A-AT)
AS symmetrisk: A = AT A;; = A

AA anti—symmetrisk: A = —AT, AZ] =-A A11 = A22 = A33 =0

jis
Deviatorisk (avvikande) tensor

A=A —11tr (A)

tr A’=10

Identitetstensor

1=

O O =

00
10
0 1
trA=A:1

Divergensteoremet

fﬁV-Adv:faﬁA-ﬁda
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Kinematik
Definitioner

X = xo(M), x = x(M), x = x4(X)
v M) Ov(M,1)

ot ot
o= $<M7 t) = QE(X, t) = é(xv t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

ain)

6t M = fix

Do _ M\

Dt ot X fx
0(x,t) -

D‘ gt +V¢-‘;

v v v
Sor e T VI VY
trL=V- v
LZZ—V=D+W,D=%(L+LT)7W:%(L_LT)

X

Forflyttning och deformation

u=x—X
po 9 _ oxi(X)
- 9X X
ou
H=5%

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J=det F = |F|

13



dx =F -dX
dan=F#JdA-N=JF T.dAN
dv = JdV
Tojning
F=R-U=V:-R
C=U2=FT.F
B=V2=F.FT

1

E:§(C—I)
e:%(I—Bl)

Spanningar

Spanningsvektorer
Af(n)
Aa
t=1t,, +t,s=(t-n)n+nx(txn)

tnn = (t . n)n, tnn =t-n= t,nz = Uijninj

tns =t - tnna ‘tns’ = Zfns Y ’t|2 - t%n

(tns)max = % ()‘max - Amin)

Vo
Vol

n=

14



Cauchys lemma
t(x,t,—n) = —t(x,t,n)
Cauchys spanningsformel

t(h) =010

ty 011 012 013 ny
to p = |021 022 0923 N9
t3 031 032 033 ng

Cauchys spdnningstensor

o=0" 0,=0j

I =tr [o] =0y

L= 3 [(tr [0])? —tr ([0])] = $(0uoy; — 0305)
I3 = |o]

Piola-Kirchoffs spianningstensorer

TdA=P -NdA=tda=o0-1da

1
P:JU-F*T,U:t—]P-FT
dF =S -dA
1
S:F_I-P:JF_1~U~F_T,a:jF~SFT
Mekaniklagar
Massa

15



m= [gdm= [ pdV = [ pdv

Dm
Z )
Dt
po = pJ

Massbalans - integral form for referenskonfigurationen

D
= [ podV =0
Di Jra 0

Massbalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D

— dv =0

Di P2

Massbalans - lokal form for referenskonfigurationen

dpo o
8t—0

Massbalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dp
=r v=0
Dt—i—pV \%

Reynolds transportteorem

D 0 .
th“pF dv = aprF dv+ [, pFv-nda
Rérelsemdingd

P=[zdP = [ pvdv

H? = [31, x dP = [ 1, X pv dv

DP

“LoF
Dt

DH’
Dt

16



F=Fg+Fg4 :fmpb dv+f8nt da

M° =M% +Mg = [ r,xpbdv+ [, r,xtda

Roérelsemdingdsbalanser - integral form for referenskonfigurationen
0’u .

f"io pomdv = "/‘HO pob dV + f@/@o P-N dA

D

Ef"o r, X pvdV = fﬁo r, X pb dV+f8KO r, xtdA

Roérelsemdingdsbalanser - integral form fér nuvarande konfigurationen

%me=LWM+h;m
DﬂtfﬁroxdeU:erOXpb dv+ [, roxtda

Rorelsemdngdsbalanser - lokal form for referenskonfigurationen

J*u

Vo P+ pob = po oo
o F +po PO 5

P-FT=F.P"

Rorelsemdangdsbalanser - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dv
AV b=,p—
S 7
ol =0
Energi
Dok ruy=w4q
Dt a "

K:%fnpv~vdv,U:fnedv

W=/[ pb-vdv+ [, t-vda, Q,=— [, n-qda+ [ prpdv

17



Energibalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D
fn(pi—a:D+V~q—prh)dv—O

Energibalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

De

pﬁt:a:D—V-quprh

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

c=C:e€

{o} =[Cl{e}, {e} = [S]{c}, e=S:0,S=C"
Isotrop elastisk solid

o=2pne+ \tr (€) I=r tr e I+ 2uel

E vE (1-v)E

=S A T A=) P T T —w)
(011 ) 1 —v v v 0 0 0

099 v 1—v v 0 0 0

o33 | E v v 1—v 0 0 0

o (A4+v)(1-2v)| O 0 0 =2 0 0

013 0 0 0 0 =& 0
\012’ | 0 0 0 0 0 1?;
K=A+2u/3

€= %tr €l + el
Newtonsk fluid, inkompressibel strémmning

o=-pl+71

18
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T =2uD

D=1[Vv+(Vv)T]

R
at  dy T Py

Qwiskos eller stillastaende fluid, alternativt rotationsfri stréomning
o= —pl

Fouriers lag

q = —k - VT (anisotropt medium)

q = —kVT (isotropt medium)

Linjiriserade elasticitetsproblem
Linjdriserade beskrivningen
B~ L (H+HY)

()

Q

e

()

€

Tojning-forflyttning

e=1[Vu+ (Vu)T]

1
2
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Oy 1 Oy n % 1 O, n ou,
Ox 2\ oy O 2\ 9z O
ou ou ou ou ou
_ |12y x i) 122y ad
=1 Ox + oy oy 2\ 0z * oy
1 Oy N ou, 1 % N Ou, Ou,
12\ 0z Oz ) ?*\ 0z Oy 0z ]
Rorelselagar
0*u
V.o +pf = ey
00yy 00y N 00, pofs = 9%u,
dr | oy | 0z PV T P
Doy, Doy, Doy, D%y
ox Jy + 0z *pofy = po ot?
D0, 0oy N 00, pof = 0%u,
ox oy 5. | )= T P
do,r 100, Oo,, 1 9%u,

ar +; 89 az +;(0-7‘T‘_0_99)+p0f1”:pow

dog,  100¢g Doy, = 09 — Or b opofs = 0%ug
or r 00 0z T Pote = Po ot?
0o, 100, 0o, n fo f ot f 0%u,
o ' r o0 | 0.  p  OTIETP0p

Kompatibilitet
Vx(Vxe) =0

Lamé-Naviers ekvationer

92
UV (VY 0) + pof = po
Michells ekvationer

L Yvtro)=-— o

Vo +
14+v —v

(V- £) 1= po [VE+ (V6)7]

Beltramis ekvationer
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1
2 — t pu—
Vio + 1+VV[V( ro)=0
Plantdjningsproblem - jamuikt

O E 1—v v 0 €
= 1-— 0
Wl T Al -2) | o Y oy

Oy

€xz = €yz = €z = 0

004, Oogy

ox dy =0
0oy Ooy, B
ox dy =0

Planspinningsproblem - jimuvikt

Oz g |1V €xs

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy
1—v? (1-v)

Oy 0 0 == 264y

=0
e 0 )
Oy Tyy _
g "oy THT
Stromningsproblem

Inkompressibel stromning, Newtonsk fluid

V-v=0
9 ov
uVv —=Vp+pf =p E—FV'VV
8vm+%+8vz_
oxr 0Oy 0z

82vz+82v$+32vm —@—i— £ = 8vz+vc%m+vavz+08vm
a oz PP\ e T ey T ey T,

21



062 00
avr_|_ %+%6vr_v_§+ %

p ot Ur or 00 r 0z
i 1 821]9 (%T 1 0

“5?&5ﬂ%0+_(am+2%)+aﬁ ~ g9 TPl

Ovg Ovg  vpOvg UV Ovg

= _— UT’_ _——

(10 [ Ov, N i@%z N 0%*v, op
I r2 002 022
B (802 ov, vy 0v, 81},9)

0 (10 1 (0%, 0 v, 0
1% _(__(TUT))+T_2( - _2ﬁ>+ - __f—f_pfr

o "ar T a0 T an
Hydrostatik
op _ Op 0 Op

Owy 0wy Oxs Y

Viarmetransportproblem

DT
Py = V- (kVT) + pry,

A2 AP AL a2T+32T+82T
ot or oy T %8z ) T\ 02 T 9z T 022

1D-problem

)‘i‘q)‘f‘/)?”h

2 2
p v P ov
e—l——+—+gz> (pQ) ot — <e+——|——+gz> (pQ);,
( P 2 out ‘ P 2 in
- shaft T Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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c:D=—p(V-v)+7:Vv=—pV-v)+

v, 2 v, 2 ov, 2
q’”“[(@x) (&) (%)
avx+% 2+ 8@x+8vz 2+
dy ox 0z Ox

+ g

Boussinesq approximation
p=po— Bpo(T —Tp)
Termisk expansion

eerm = o AT

o
6:Emek_i_‘gterm: ——|-05AT
E

vy

0z

ov,
dy

)

Approximativa l6sningar: solider
Stang
N=P,é=0/L,c =FE¢, N=0A
A7 1A

Py L |—-1 1| |u§

Stangens differentialekvation

du du du
EZ%,U:E%,N:EA%

d du
-——|(FA— ) =K,A
dx ( dx)

Azel




My GK, |1 -1 o
M5 L -1 1 w5
K, = 27r3h (tunnviggigt tvirsnitt)
K, = n(b* — a)/2 (tjockviggigt tvirsnitt)

Axelns differentialekvation

d dy
—_ K,—/ v =
dz (G dx) te =9
Balk
dN dr dM d*M
—_— KZ.A:O,_ :Oj_:T7 =
dx + dx +a dx dx? T
dw 8”1: dzw d2w
@ T g d P = B M= -
L= [,2*dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

%;(E@g%§2>=q@)

Approximativa l6sningar: fluider

Bernoullis ekvation

v? P

) + gz + = = constant (utan forluster)

U% y41 U% P2

— + 2+ — ==+ 2+ — + hy (med forluster)
29 pg 29 pg

Turbulens
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Kolmogorovs skalor

3\ 1/4 1/2
P —

e e

Reynoldsdekomponering

v=v+V,p=p+yp

V= 2 vdt = (v)

ty—t /0

(Vy=(v—-v)=v—-v=0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

V-v=0

Dv

V- (=pI+2uD - p{v'@V)) =P 5
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Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
29 augusti 2024

LOSNINGSFORSLAG

1. Grundldggande begrepp  (5p)

) materiederivatan, -

a) materiederivatan, —
Dt

b) styvhetstensorn, C

c) forflyttningsvektorn, u

d) andra Piola-Kirchoff spidnningstensorn, S

e) rotationstensorn, R



2. Teori  (12p)

a)

Anviand definitionen J = det F och Jacobis formel didet F =det F tr
T

Detta ger 24 = Jtr (2FF~!). Eftersom X &r oberoende av ¢ har vi att

D
% = LF. Salunda &r %F_l =L och % = Jdiv v.

Bernoullis ekvation utan forluster kan anvéindas for en forsta analys.
Folj en téankt stromlinje fran vétskeytan i den 6vre behallaren (I), ned
till havertens inlopp, upp genom héverten och hela viagen till utloppet
over den nedre behallaren (2). Vi vet da att p; = ps = paum samt att
v; =~ 0 (stor behallare). Med H = z; — 2, erhalles vy = y/2¢gH. Det &r
alltsa vatskepelaren motsvarande hojdskillnaden H som driver flodet
genom héverten, och vi maste ha H > 0 (21 > zy) for att det ska
fungera.

De linjériserade elastiska rorelselagarna ar just linjéara, vilket innebér
att om man kombinerar (adderar) en giltig 16sning av ett problem till
en giltig 16sning av ett annat problem, sa erhaller man filt som utgor
en giltig l6sning till ett tredje problem. Om randvillkoren &r oberoende
av deformationen, kan man dela upp dem i flera bidrag/férdelningar
och 16sa en serie av enklare problem, vartefter den slutgiltiga 16sningen
for de summerade randvillkoren erhalles som summan av de individu-
ella 16sningarna. Stromningsproblem &r generellt sett icke-linjéra, med
undantag av problem som enbart involverar laminér stréomning.

Deformationen av en stavhoppsstav ar ett exempel pa elastisk de-
formation. Man kan dock inte analysera denna deformation med den
linjariserade elasticitetsteorin, eftersom den &r begridnsad till sma de-
formationer.

Om man vill kyla (t ex blasa pa ett brant finger) brukar man forma
lipparna sa att luften far hog hastighet. Tanken &r att skapa effektiv
varmetransport fran ytan man blaser pa (fingret) till den omgivande
luften, for att pa sa sétt sénka temperaturen vid ytan. Om man vill
véarma (t ex blasa pa kalla héander) brukar man 6ppna munnen mycket
mer, vilket ger ldgre hastighet pa luften. Syftet &r hir att den (rela-
tivt sett) varma utandningsluften ska komma i kontakt med ytan som

{dF

—F!
dr

|



ska virmas (hdnderna) och pa sa sitt oka temperaturen dér genom
varmeoverforing.

Ogonblicksbilderna ger information om v. Om man medelvirderar alla
ogonblicksbilder erhaller man medelviardet v. Néar v dr kidnd kan man
erhalla fluktuationerna i varje égonblicksbild som v/ = v — ¥. Notera
att om man medelviarderar v’ sa far man bara 0. Ett battre matt pa
den genomsnittliga storleken pa fluktuationerna ar darfor t ex standar-
davvikelsen av v’ (eller liknande).



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

a) Vi har att E = £(C —I), sa vi behover ta fram C. Eftersom C = F'F
innebér detta att vi behover F. Med givna data:

-2 1 0
Fl=|-1 -2 0
0 0 1
sa att:
-2 -1 0] ]—-2 1 O 5 0 0
Cl=[F"F=|1 -2 0| |-1 =2 0/=1]0 50
0 0 1 0 0 1 001
Detta ger:
5 0 0] (1 0 0 2 00
El=1(C]-m=23(]0o5 0[]0 10]]=1]020
0O 0 1[{ (0 0 1 0 0O

b) Hir utnyttjar vi att U? = UU = C. I detta exempel ér [C] en diagonal
matris, sa att [U] kan erhallas genom att ta roten ur elementen i [C]:

V5 0 0
N



4. Elasticitetsproblem  (5p)
a) Vi vill visa att:

U = bll'g + bQIg + Co,
Uy = bgwz — b1y + c3,
uz = —baxy — b3ry — C4

representerar en fastkroppsrorelse. Fastkroppsrorelse (ren translation och/eller
stelkroppsrotation) som ingar i u sétter inga spar i F, eftersom sadan rorelse
inte ger upphov till spdnningar i kroppen. Rent matematiskt garanteras detta
genom att € = % (H + HT), d v s att € dr den symmetriska delen av H — den
antisymmetriska delen (3 (H — HT)) innehaller fastkroppsrorelsen. Séledes

har vi ombetts visa att H = Vu &r antisymmetrisk for rorelsen ovan. Ta
fram H:

0 b b
H]=|[-b 0 b3
—by —bs O

Vi ser att H = —HT, d v s u enligt ovan representerar fastkroppsrorelse.

b) Notera att £17 = 5¢ = £ och £9p = £33 = 24

losa for A¢ och Ad och far da:

d _ —%. Med 0 = P/A kan vi

)4

Al = —

¢ AE
vPd
Ad = ———
AFE



5. Stromningsproblem  (7p)

a)-uppgiften: Utga fran N-S i a-riktningen:

a2vx+82yx+620x _@_’_ I, = avx+v60x+vavx+vavx
F\oxr T a2 " 022 ) ax P TP\Tar T%ar Ty T %

Antag: laminért, inkompressibelt, Newtonsk fluid, stationért, férsumbar gra-
vitation, fullt utvecklad stromning. I sa fall:

vy ap
K oy Ox

Analogt for y- och z-riktningarna:

W _ o _
ody 0z

d v s p=p(z). Integrera tva ganger + tillimpa randvillkor:

0

ve(y=10)=0
vy =H)=U

for att bestdmma integrationskonstanterna, och vi erhaller:

Hur kan vi bestdimma dp/dz? Jo, vi vet ocksa att det totala massflodet som
passerar linjen i y-riktningen i mitten av L maste vara 0 (det ackumuleras
inte massa pa endera sidan av systemet under radande betingelser). Detta
innebar att:

1y U_dpH* _ dp_6Un
2 dx12u de  H?

b)-uppgiften: Vi har redan ett uttryck for v, (y) med dp/dz som enda okénda.
Satt in:

3U , 2U
= —5Y — =y



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a)

Stangens differentialekvation:

A P S
dx

K, ér volymlast [N/m?], A &r area [m?], produkten &r kraft/lingd
[N/m], med andra ord kommer egentyngd in som:

K, =-mg/V = —pg

Med varierande area A = A(x):

=l A)] — pgA(e) =0

a4 _ pg
dx oy

A(z) = Cexp (@m)

Ot

A(z)

Randvillkor:

M,r U

2ma?h

Vi har att 7 = och K, = 2rrh, sa att 7 = (ty 7 = a).

v

For normalspéanningen o, kan man snitta i mitten och stélla upp jmv:



—0,A=0—0,=0.

Elastiska linjens ekvation:

2 (P10

E och I, ar oberoende av z. Lasten ar konstant —(). Integrera fyra

ganger:
d d*w
d*w x?
Efyw = —Q5 + Ciz + Cy
dw x3 x?
Ely@ - —QE + 01? -+ 02.17 + Cg

4 3 2

Elw = —Q;”—4 + C{% + 02% + Caz + Cy

Randvillkor:

w=0vidz=0ochz =1L
dw/de =0vidz =0ochz =L

sa att:
Qz* QLz®  QL?*2?
w(x) = — + -
24EI, ' 12EI, 24FI,
- QL'
kt ar — =L/2)=—
Sokt ar —w(x /2) 3R4E,



7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

Stall upp Bernoullis ekvation med forluster. Rorets diameter fordndras
inte mellan (I) och (2), sa hastigheten &r oférindrad. Det foreligger hel-
ler ingen hojdskillnad. Salunda géller att p; = ps 4+ pghy. Eftersom det
maste finnas forluster (friktion mellan fluid och rérvigg) mellan (I) och
@) vet vi att hy > 0 — pghy > 0, vilket innebér att p; > po.

Vi far forsumma varmeforluster och viskos dissipation i skorstenen, sa
det récker med Bernoullis ekvation utan forluster. Folj en stromlinje
fran skorstenens inlopp (D) till dess utlopp (2). Skorstenen har héjden
H. Trycket vid marken &r puum, sa att trycket vid (D) &r pa, — 250
Pa. Trycket vid skorstenens utlopp ar patm — pruregH . Rokgasernas has-
tighet i skorstenen kan antas konstant da temperaturen inte dndras.
Salunda har vi att:

Patm — 250 Pa N Patm — pluftgH N

Prokgaser Prokgaser

gH =0

Allt &r ként utom H, sa vi kan 16sa ut:

250 P
H= o0 Pa — 46 m.
(pluft - prokgaser)g

Samma stromningssituation = dynamiskt lika forhallanden, vilket in-
nebér att Webertalet ska vara samma for vattendroppen som foér hep-
tandroppen. Vi ar hér intresserade av gransen We = 12. For vatten-
droppen &r allt utom U ként, och vi kan 16sa ut U =~ 8.49 m/s. For
heptandroppen ar da allt kint utom D, och vi kan 16sa ut D =~ 2.8 mm.



