Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
Tid: 31 maj 2024 kl 08:30-12:30
Larare: Henrik Strém (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Tillatna hjélpmedel: Till tentamen far man medfora ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som Onskas. I 6vrigt ar foljande hjalpmedel tillatna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordbdcker), samt mi-
nirdknare med tomt minne och matematisk handbocker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Réknare som anvinds som hjalpmedel vid tenta-
men far inte ha tradlos anslutningsmojlighet till internet. I formelsamlingar
far endast indexeringar goras. Om det forekommer tryckfel i de tillatna i
hjalpmedlen far handskrivna rittelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte dr godkanda hjialpmedel, skall vara avstiangda och far
inte medforas till skrivplatsen.

Larare besoker salen: ca kl 09:30 och kIl 11:30

OBS! Notera att uppgifterna inte ar ordnade efter svarighetsgrad.

Réattning: Resultatet anslas senast den 24:e juni 2024 i Canvas. Det kan ocksa
ses 1 Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss férdréjning). Instruk-
tioner for tentamensgranskning publiceras tillsammans med tentamensresul-
tatet.

Betygsgréinser: Podngantalet for korrekt besvarad/16st uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgréinser for tentamen &r:
Betyg U < 20p ; 20p < Betyg 3 < 30p ; 30p < Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 > 40p.

LYCKA TILL!



1. Grundldggande begrepp  (5p)

Identifiera (namnge) de grundlédggande begrepp - ur listan i rutan pa nésta
sida - som beskrivs nedan i (a)-(g):

a)

b)

Tensor som tar ett materiallinjeelement pa referenskonfigurationen och
mappar det till den nuvarande konfigurationen

Den andra ordningens tensor som resulterar nér V opererar pa den
vektor som karaktériserar makroskopisk medelhastighet hos material-
partiklarna i en punkt

Spénningstensor som karaktériserar nuvarande (verklig) kraft per enhet
nuvarande (deformerad) area

Funktion som beskriver hur viskos friktion i en fluid 6verfér energi fran
ordnad rorelse till oordnad rérelse

Materialegenskap som &r definierad som palagt tryck delat med relativ
volymforandring, och alltsa karaktériserar ett materials motstandskraft
mot kompression nér ett yttre tryck verkar pa alla dess sidor



deformationsgradienttensorn, F
forflyttningsgradienttensorn, H

vanstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
hogra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C

hastighetsgradienttensorn, L

symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D /Dt

Eulerska t6jningstensorn, e

Lagrangeska tojningstensorn, E

infinitesimala t6jningstensorn, €

Cauchys spéanningstensor, o

forsta Piola-Kirchoff spéanningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spdnningstensorn, S
hastighetsvektorn, v

forflyttningsvektorn, u

varmefluxvektorn, q

spanningsvektorn, t

Cauchys hogra tojningstensor, U

Cauchys vinstra tojningstensor, V
rotationstensorn, R

deformationsmappningen, x

temperaturen, T’

trycket, p

skjuvspéanningstensorn, T
dissipationsfunktionen, ®

viskositeten,

densiteten, p

Youngs modul, £

Poissonration, v

skjuvmodulen, G

varmekonduktiviteten, k

specifika virmekapaciteten (vid konstant tryck), ¢,
bulkmodulen,




2. Teori  (12p)

a)

Vid inkompressibel strémning forenklas den lokala kontinuitetsekvatio-
nen for den nuvarande konfigurationen till V-v = 0. Hérled ett uttryck
for V - v (fran den lokala kontinuitetsekvationen for den nuvarande
konfigurationen) som &r giltigt da man inte kan anta inkompressibel
stromning. Vad dr den fysikaliska tolkningen av det uttryck for V - v
som resulterar?

Givet forflyttningsfiltet v, = kX2, us = uz = 0 kommer en en-
hetskvadrat OABC' att deformeras sasom illustrerat i figuren nedan.
Ta fram uttrycket for materiallinjeelementet dx® i den nuvarande kon-
figurationen som resulterar nir dX® i C' i referenskonfigurationen de-
formeras och flyttas till C’ pa detta sétt.

X2

dx(@) dx(@)

\Csﬂ =cy{9 -] .
/N B
dx(1)

ax()

L.

Visa att huvudspédnningarna och huvudtojningarna i en linjér isotrop
elastisk solid verkar i samma riktning.

o A X

En klassisk skollinjal &r mycket svarare att béja om den star pa hogkant
an om den ligger plant. Hur mycket svarare? Antag att linjalens bredd
ar tio ganger storre dn dess tjocklek och att den kan beskrivas som en
isotrop elastisk solid i ett balkbdjningsscenario.



c)

Turbulens har nyligen uppmérksammats i media i samband med allvar-
liga flygolyckor dér ménniskor ombord skadats i samband med kraftiga
och ovéntade fluktuationer i luftmassors rorelse. I figuren nedan visas en
hastighets- och en trycksignal i en punkt i ett turbulent fléde uppdelad
i tre olika delar (u, @ och v/, respektive p, p och p’). Vad representerar
dessa tre delar? I RANS-ekvationerna ingar en term V - (—p(u’ @ u')).
Fran vilken term i den lokala rorelseméngdsbalansen hirstammar den-
na term?

Ett rum varms upp av ett element. Elementet innehaller varmvat-
ten som cirkuleras med hjilp av en pump. Systemet kan betraktas
som stationédrt, da pumpen arbetar vid konstant flodeshastighet och
varmeforlusterna genom fonster och viggar i rummet precis balanserar
den tillfsrda virmen genom elementet. Utga fran pc, 2 = V- (kVT) +
pry, och ange vilken /vilka termer som dominerar virmetransporten: 1)
fran vattnet till elementets insida, 2) genom elementetmaterialet, och
3) fran elementets utsida till luften i rummet. Om konvektiva termer &r

relevanta, var ocksa tydlig med att ange vad som orsakar stromningen.



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Spanningstensorn o i ett (x1, x9, x3)-system har féljande utseende i en punkt
P i den deformerade kroppen:

31 4
6]=|1 2 =5| MPa
4 -5 0

Bestdm spanningsvektorn t(fi) i P pa ett snitt parallellt med planet 2z, +
T9 — x3 = 1. Bestdm &dven vinkeln mellan t och .

Ledning: For tensorn o definierad ovan géller (med godtagbar numerisk nog-
grannhet) att invarianterna I; = tro = 5, I, = 1[(tr o)’ —tr (%) =
—36, och I3 = |o| = —147, samt att egenvérdena ar A\; = —5.738, Ay =
3.578, A3 = 7.161 och egenvektorerna x(!) = {0.402, —0.533, —0.745}, x(?) =
{—0.762, —0.646, 0.052}, och x® = {0.509, —0.546,0.666}.



4. Elasticitetsproblem  (5p)

Ett (odndligt) langt, rakt rér med cirkulért tvérsnitt ar tillverkat av ett linjart
elastiskt material. Det har en innerradie a och en ytterradie b. Innehallet i
roret utverkar ett jamnt tryck p 6ver hela innerytan, och omgivningen utanfor
roret utverkar ett tryck ¢ (# p) over hela den yttre ytan. I denna analys
forsummas inverkan av volymkrafter. Bilden nedan visar roret i tvérsnitt.

Vid symmetrisk deformation av en elastisk kropp kring xs-axeln pa det-
ta siatt giller for forflyttningsvektorn u att u = u(R)ér (R # 0), dér
R?* = z3 + 23 och &g ér enhetsvektorn i radiell riktning. Mera specifikt
giller att u(R) = AR+ B/R (dar A och B &r konstanter) uppfyller Lamé-
Naviers ekvationer vid jamvikt och utan volymkraft. Vidare géller for nor-
malspénningen og att o = Au/R + (A + 2p) 4.

Ta fram uttryck for hur deformationen av materialet i rorviggen u varierar
mellan a och b. Ange ocksa huruvida materialet i viggen upplever utdra-
gande eller komprimerande radiell spinning for det specialfall da det yttre
trycket ¢ = 0.



5. Stromningsproblem  (7p)

Bilden nedan illustrerar geometrin i en maskin for formbeldggning (sa kallad
slot-die coating). En hogviskos Newtonsk fluid kommer mellan de tva form-
delarna mérkta Die och traffar ett rullande band som ror sig till hoger i bild
med hastighet U. Trycket P; dr hogre &n det omgivande atmosfarstrycket F,
vilket far fluiden att rora sig at bagge hall (bade till vinster och hoger) nér
den nar bandet. Den huvudsakliga rorelsen ar dock i bandets riktning, och
det slutgiltiga resultatet — en tunn beldggning pa bandet (i figuren utméarkt
med tjocklek d.,) — kan endast observeras pa den hogra sidan.

Antag att maskinen anvédnds vid stationédra betingelser och att inga gradi-
enter foreligger i dimensionen in/ut ur papprets plan (z-riktningen). Antag
vidare att stromningen mellan den hogra formdelen och bandet (strickan
som dr mérkt L; i figuren) &r fullt utvecklad, inkompressibel, och laminér,
samt att gravitationens inverkan pa stromningen kan féorsummas.

a) Ta fram ett uttryck for hastighetsprofilen v,(y) i sektionen mérkt L; som
ar giltigt under dessa forhallanden.

0o P, — Py)d?
b) Det visar sig att kvoten 5 ar en funktion av parametern I' = %.
HU Ly

Ta fram hur denna relation ser ut!
Utga fran Navier-Stokes ekvationer nar du loser uppgiften.

Air Air

Die Die
Fo l Fo

Iy_. J*'; @ P Liquid —» z
|‘*L2 'I |i: L1

L



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

L

a) En jamntjock stang tillverkad av ett
linjért elastiskt material (elasticitets- X
modul E) har lingd L, tvérsnittsarea
A, tyngd G och ar fiast i ett tak en- y
ligt figur. Stangen belastas utover sin / L EA
egentyngd &ven med en lika stor yttre 4
kraft G i fria &nden. Vad blir stangens ﬂnﬁd G
forlangning i a-riktningen? (4p)

-
b) En axel i stal (G = 80 GPa) med diameter d = 60 mm och lingd L = 4

m utsétts for ett vridande moment 77 = 1700 Nm i sin fria énde B (se
figur nedan). Berdkna vinkeldndringen vid den fria &nden B. (2p)

B

) —p» 1, = 1700 Nm

SN

'Y
Y

¢) En balk &r fast inspand vid en végg och belastas med en konstant
utbredd last ¢(x) = qo (se figur nedan). Hur stor blir nedbdjningen av
balken i den fria &nden? (4p)

/.qf:q"
vy by

L EI

SO\



7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

En stor vattenreservoar halls vid konstant overtryck p jamfort med
omgivande atmosfarstryck. Ett ror fran reservoaren ar 6ppet mot at-
mosféaren och forsett med en ventil. Vattenflodet ut ur reservoaren ge-
nom roret och ventilen beror av ventilens instéllning, och ar ligre da
ventilen dr ndra stdngning &n da ventilen ar helt 6ppen. Forklara hur
ventilliget kan paverka vattenflodet! (2p)

Betrakta de tre kédrlen A, B, och C i bilden nedan. A innehaller vat-
ten (p = 998 kg/m?), B innehaller etanol (p = 789 kg/m?), och C
innehaller glycerol (p = 1261 kg/m?). Vitskenivan &r samma i alla
kérl, men kérlens volym varierar enligt V4 < Vg < V. I vilket kérl ar
trycket hogst pa botten? Motivera ditt svar! Om man vill séinka ned en
tryckmétare, som maéter trycket genom en 6ppning langst fram (se bild
nedan till hoger), spelar det da nagon roll i vilken riktning 6ppningen
ar riktad? Varfor/varfor inte? (2p)

A B c W

»

Ingenjorer har testat en sfir av diameter D = 8 cm i strommande vat-
ten, varvid sfiren upplevde en formmotstandskraft (F = pV2D?*Cp)
pa 5 N da den relativa hastigheten mellan sfar och vatten V var 2
m/s. Detta var en nedskalad modell fér vad som egentligen &r en
viderballong av diameter 1.5 m, som ska anvéindas i luft under dy-
namiskt lika foérhallanden. Vilken relativ hastighet mellan viderballong
och luft motsvarar modellprovet? Vad kommer kraften pa ballongen att
vara under dessa forhallanden? Antag py,0 = 998 kg/m?, 0 = 0.001
Pa,s, pup = 1.2255 kg/m?, och py,p = 1.78 - 107° Pa,s. (3p)

10



Formelsamling

Matematik
s ar skaldr, v ar vektor, A dr andra ordningens tensor
Jacobis formel
A
idet A =det A tr d—A*1
dr dr
Symmetriska och antisymmetriska tensorer
A=AS+A*=1(A+AT)+;(A-AT)
AS symmetrisk: A = AT A;; = A

AA anti—symmetrisk: A = —AT, AZ] =-A A11 = A22 = A33 =0

jis
Deviatorisk (avvikande) tensor

A=A —11tr (A)

tr A’=10

Identitetstensor

1=

O O =

00
10
0 1
trA=A:1

Divergensteoremet

fﬁV-Adv:faﬁA-ﬁda

11



Kinematik
Definitioner

X = xo(M), x = x(M), x = x4(X)
v M) Ov(M,1)

ot ot
o= $<M7 t) = QE(X, t) = é(xv t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

ain)

6t M = fix

Do _ M\

Dt ot X fx
0(x,t) -

D‘ gt +V¢-‘;

v v v
Sor e T VI VY
trL=V- v
LZZ—V=D+W,D=%(L+LT)7W:%(L_LT)

X

Forflyttning och deformation

u=x—X
po 9 _ oxi(X)
- 9X X
ou
H=5%

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J=det F = |F|

12



dx =F -dX
dan=F#JdA-N=JF T.dAN
dv = JdV
Tojning
F=R-U=V:-R
C=U2=FT.F
B=V2=F.FT

1

E:§(C—I)
e:%(I—Bl)

Spanningar

Spanningsvektorer
Af(n)
Aa
t=1t,, +t,s=(t-n)n+nx(txn)

tnn = (t . n)n, tnn =t-n= t,nz = Uijninj

tns =t - tnna ‘tns’ = Zfns Y ’t|2 - t%n

(tns)max = % ()‘max - Amin)

Vo
Vol

n=

13



Cauchys lemma
t(x,t,—n) = —t(x,t,n)
Cauchys spanningsformel

t(h) =010

ty 011 012 013 ny
to p = |021 022 0923 N9
t3 031 032 033 ng

Cauchys spdnningstensor

o=0" 0,=0j

I =tr [o] =0y

L= 3 [(tr [0])? —tr ([0])] = $(0uoy; — 0305)
I3 = |o]

Piola-Kirchoffs spianningstensorer

TdA=P -NdA=tda=o0-1da

1
P:JU-F*T,U:t—]P-FT
dF =S -dA
1
S:F_I-P:JF_1~U~F_T,a:jF~SFT
Mekaniklagar
Massa

14



m= [gdm= [ pdV = [ pdv

Dm
Z )
Dt
po = pJ

Massbalans - integral form for referenskonfigurationen

D
= [ podV =0
Di Jra 0

Massbalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D

— dv =0

Di P2

Massbalans - lokal form for referenskonfigurationen

dpo o
8t—0

Massbalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dp
=r v=0
Dt—i—pV \%

Reynolds transportteorem

D 0 .
th“pF dv = aprF dv+ [, pFv-nda
Rérelsemdingd

P=[zdP = [ pvdv

H? = [31, x dP = [ 1, X pv dv

DP

“LoF
Dt

DH’
Dt

15



F=Fg+Fg4 :fmpb dv+f8nt da

M° =M% +Mg = [ r,xpbdv+ [, r,xtda

Roérelsemdingdsbalanser - integral form for referenskonfigurationen
0’u .

f"io pomdv = "/‘HO pob dV + f@/@o P-N dA

D

Ef"o r, X pvdV = fﬁo r, X pb dV+f8KO r, xtdA

Roérelsemdingdsbalanser - integral form fér nuvarande konfigurationen

%me=LWM+h;m
DﬂtfﬁroxdeU:erOXpb dv+ [, roxtda

Rorelsemdngdsbalanser - lokal form for referenskonfigurationen

J*u

Vo P+ pob = po oo
o F +po PO 5

P-FT=F.P"

Rorelsemdangdsbalanser - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dv
AV b=,p—
S 7
ol =0
Energi
Dok ruy=w4q
Dt a "

K:%fnpv~vdv,U:fnedv

W=/[ pb-vdv+ [, t-vda, Q,=— [, n-qda+ [ prpdv

16



Energibalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D
fn(pi—a:D+V~q—prh)dv—O

Energibalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

De

pﬁt:a:D—V-quprh

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

c=C:e€

{o} =[Cl{e}, {e} = [S]{c}, e=S:0,S=C"
Isotrop elastisk solid

o=2pne+ \tr (€) I=r tr e I+ 2uel

E vE (1-v)E

=S A T A=) P T T —w)
(011 ) 1 —v v v 0 0 0

099 v 1—v v 0 0 0

o33 | E v v 1—v 0 0 0

o (A4+v)(1-2v)| O 0 0 =2 0 0

013 0 0 0 0 =& 0
\012’ | 0 0 0 0 0 1?;
K=A+2u/3

€= %tr €l + el
Newtonsk fluid, inkompressibel strémmning

o=-pl+71

17
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T =2uD

D=1[Vv+(Vv)T]

R
at  dy T Py

Qwiskos eller stillastaende fluid, alternativt rotationsfri stréomning
o= —pl

Fouriers lag

q = —k - VT (anisotropt medium)

q = —kVT (isotropt medium)

Linjiriserade elasticitetsproblem
Linjdriserade beskrivningen
B~ L (H+HY)

()

Q

e

()

€

Tojning-forflyttning

e=1[Vu+ (Vu)T]

1
2

18



Oy 1 Oy n % 1 O, n ou,
Ox 2\ oy O 2\ 9z O
ou ou ou ou ou
_ |12y x i) 122y ad
=1 Ox + oy oy 2\ 0z * oy
1 Oy N ou, 1 % N Ou, Ou,
12\ 0z Oz ) ?*\ 0z Oy 0z ]
Rorelselagar
0*u
V.o +pf = ey
00yy 00y N 00, pofs = 9%u,
dr | oy | 0z PV T P
Doy, Doy, Doy, D%y
ox Jy + 0z *pofy = po ot?
D0, 0oy N 00, pof = 0%u,
ox oy 5. | )= T P
do,r 100, Oo,, 1 9%u,

ar +; 89 az +;(0-7‘T‘_0_99)+p0f1”:pow

dog,  100¢g Doy, = 09 — Or b opofs = 0%ug
or r 00 0z T Pote = Po ot?
0o, 100, 0o, n fo f ot f 0%u,
o ' r o0 | 0.  p  OTIETP0p

Kompatibilitet
Vx(Vxe) =0

Lamé-Naviers ekvationer

92
UV (VY 0) + pof = po
Michells ekvationer

L Yvtro)=-— o

Vo +
14+v —v

(V- £) 1= po [VE+ (V6)7]

Beltramis ekvationer

19



1
2 — t pu—
Vio + 1+VV[V( ro)=0
Plantdjningsproblem - jamuikt

O E 1—v v 0 €
= 1-— 0
Wl T Al -2) | o Y oy

Oy

€xz = €yz = €z = 0

004, Oogy

ox dy =0
0oy Ooy, B
ox dy =0

Planspinningsproblem - jimuvikt

Oz g |1V €xs

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy
1—v? (1-v)

Oy 0 0 == 264y

=0
e 0 )
Oy Tyy _
g "oy THT
Stromningsproblem

Inkompressibel stromning, Newtonsk fluid

V-v=0
9 ov
uVv —=Vp+pf =p E—FV'VV
8vm+%+8vz_
oxr 0Oy 0z

82vz+82v$+32vm —@—i— £ = 8vz+vc%m+vavz+08vm
a oz PP\ e T ey T ey T,

20



062 00
avr_|_ %+%6vr_v_§+ %

p ot Ur or 00 r 0z
i 1 821]9 (%T 1 0

“5?&5ﬂ%0+_(am+2%)+aﬁ ~ g9 TPl

Ovg Ovg  vpOvg UV Ovg

= _— UT’_ _——

(10 [ Ov, N i@%z N 0%*v, op
I r2 002 022
B (802 ov, vy 0v, 81},9)

0 (10 1 (0%, 0 v, 0
1% _(__(TUT))+T_2( - _2ﬁ>+ - __f—f_pfr

o "ar T a0 T an
Hydrostatik
op _ Op 0 Op

Owy 0wy Oxs Y

Viarmetransportproblem

DT
Py = V- (kVT) + pry,

A2 AP AL a2T+32T+82T
ot or oy T %8z ) T\ 02 T 9z T 022

1D-problem

)‘i‘q)‘f‘/)?”h

2 2
p v P ov
e—l——+—+gz> (pQ) ot — <e+——|——+gz> (pQ);,
( P 2 out ‘ P 2 in
- shaft T Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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c:D=—p(V-v)+7:Vv=—pV-v)+

v, 2 v, 2 ov, 2
q’”“[(@x) (&) (%)
avx+% 2+ 8@x+8vz 2+
dy ox 0z Ox

+ g

Boussinesq approximation
p=po— Bpo(T —Tp)
Termisk expansion

eerm = o AT

o
6:Emek_i_‘gterm: ——|-05AT
E

vy

0z

ov,
dy

)

Approximativa l6sningar: solider
Stang
N=P,é=0/L,c =FE¢, N=0A
A7 1A

Py L |—-1 1| |u§

Stangens differentialekvation

du du du
EZ%,U:E%,N:EA%

d du
-——|(FA— ) =K,A
dx ( dx)

Azel




My GK, |1 -1 o
M5 L -1 1 w5
K, = 27r3h (tunnviggigt tvirsnitt)
K, = n(b* — a)/2 (tjockviggigt tvirsnitt)

Axelns differentialekvation

d dy
—_ K,—/ v =
dz (G dx) te =9
Balk
dN dr dM d*M
—_— KZ.A:O,_ :Oj_:T7 =
dx + dx +a dx dx? T
dw 8”1: dzw d2w
@ T g d P = B M= -
L= [,2*dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

%;(E@g%§2>=q@)

Approximativa l6sningar: fluider

Bernoullis ekvation

v? P

) + gz + = = constant (utan forluster)

U% y41 U% P2

— + 2+ — ==+ 2+ — + hy (med forluster)
29 pg 29 pg

Turbulens
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Kolmogorovs skalor

3\ 1/4 1/2
P —

e e

Reynoldsdekomponering

v=v+V,p=p+yp

V= 2 vdt = (v)

ty—t /0

(Vy=(v—-v)=v—-v=0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

V-v=0

Dv

V- (=pI+2uD - p{v'@V)) =P 5
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Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
31 maj 2024

LOSNINGSFORSLAG

1. Grundldggande begrepp  (5p)

a) deformationsgradienttensorn, F
b) hastighetsgradienttensorn, L Vv)
c¢) Cauchys spanningstensor, o

d) dissipationsfunktionen, ®

e) bulkmodulen, &



2. Teori  (12p)

a)

Utgaende fran @—I—pv-v =0harviatt V-v = —1& HL represente-
Dt p Dt

rar forandringen av densiteten (egentligen en normaliserad forandring)

som upplevs av en observator som foljer en materialpartikel och just nu

ar placerad i den punkt for vilken vi vill bestamma V - v. Fordandring

av densiteten ger upphov till nollskild divergens i hastighetsféltet.

Med givet forflyttningsfilt har vi att 1 = kX2 + X1, 29 = Xy, och
x3 = X3. Detta ger oss (ty F = g—;):

1 2kX, 0
[F]=1({0 1 0

0 0 1

vilket i C (Xl = X3 = 0, X2 = ].) ar:

1 2k 0O
[F]=1(0 1 0
0 0 1
Vi har att:
0
dX® = |dX,
0

samt att dx® = FdX? sa att dx? = dX, (2k&; + &3).

Vi vet att riktningen av huvudspédnningar och huvudtéjningar ges av
egenvektorerna till spdnningstensorn och téjningstensorn. Vi ombeds
alltsa visa att egenvektorerna for dessa tva tensorer pekar i samma
riktning i en linjar isotrop elastisk solid. Huvudtojningarna ges av
egenvirdena (sdg A) och egenvektorerna (sdg a) till €, alltsa har vi
ea = Aa (per definition). For linjar isotrop elastisk solid géller att
o = 2ue + A tr (€) I. Vad blir oa? Jo: oa = 2uea + A tr (€) Ia =
2uha+ A tr (€) a = (2uA + X tr (e€))a. Hér géller att uttrycket inom



den sista parentesen dr en skaldr, dvs vektorn ea ar kolinjar med a,
vilket innebér att a dr en egenvektor for o och €. Huvudtéjningarna
och huvudspanningarna for linjar isotrop elastisk solid verkar alltsa i
samma riktning, V.S.V.

Balkbdjning, och det enda som skiljer hogkant fran plant scenario &r
I, = [, 2°dA (yttroghetsmomentet). Antag tjocklek ¢ och bredd 10t

37t/2 5
enligt uppgift. Plant scenario: I, = 2-10¢ f(f/z 22dz = 20t [z_} = —t4.

31, 6
375t
250
Hogkant: I, = 2-¢ f05t 22dz = 2t {%} = ?t‘l. Skillnaden &r en faktor
0
250/3
—— = 100.
5/6

u (och p) representerar instantana véirden, 4 (och p) representerar me-
delvérderade viirden, och «’ (och p’) representerar fluktuationer (defi-
nierade som differensen mellan medelvérdet och det instantana virdet).

Den omnédmnda termen (divergensen av Reynoldsspédnningarna) harstammar

fran den konvektiva (icke-linjéra) termen (Vv)v; efter Reynoldsdekom-
ponering och medelvirdering av ekvationerna kvarstar just denna term.

De dominerande termerna &r: 1) patvingad konvektion (driven av tryck-

gradient som astadkommes av pumpen) v-VT’; 2) konduktion (virmeledning)

V- (kVT); 3) naturlig konvektion (driven av densitetsgradienter i luften
[volymkraften i rorelseméngdsbalansen| pa grund av uppkomna tempe-
raturgradienter pga varmetransporten) v - VT



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Med givna data:

3 1 4
lo]=11 2 —5| MPa
4 =5 0

Snitt parallellt med planet 2z1 + o — x3 = 1. Vi behover alltsa enhetsytnor-

malen fi. Planet Ax; + Bxy + Cz3 + D = 0 har normalen n = {A, B, C},
1

—_{2.1,-1}.

\/6{ ¥

alltsa: i =

Cauchys spanningsformel ger t(n) = o - i
2
3 1 41| & 1
(=11 2 —5| | & |=/2|3] MPa
4 =5 0 -1 1

V6
Vinkeln mellan tva vektorer erhalles ur skaldrprodukten: t-f = ||t||||| cos 0,
sa att

1
\/m{lvga 1} ) %{27 L, _1}

~ 1.1 rad (61°).
33/2

6 = arccos



4. Elasticitetsproblem  (5p)

Under de givna forutsdttningarna vet vi att u = u(R)ég, samt att u(R) =
AR+ B/R och op = Au/R+ (A + 2p) 2.

For att ta fram u behover vi alltsa bestamma A och B. Dessa bestams ur
randvillkor. Tillampliga randvillkor &r:

or=—pvid R=a
or=—qvid R=0

For givet u(R) géller att 4 = A— B/R?, sa att: o = Au/R+ (A +2p) % =
2\ + 1) A — 2uB/R2.

Randvillkoren ger nu ett ekvationssystem med tva ekvationer och tva obe-
kanta:

fran vilket vi erhaller:

Ao 1 a’p—bqg :lGQbQ(P—Q)
A p2(b? — a?)’ p 2(b — a?)

Vi kan nu ta fram:

U(R) o 1 a’2p - b2q la’2b2<p - q) i
A+ 2(0? — a?) w2(b? —a?) R’

a’p—0?q  a*b*(p—q) 1

BT —a?) 200 —a?) RY

2 b2
Férq:ObliraR:an—pz[l——}.
—a

Eftersom a < b och R < b sa maste vi ha op < 0 i materialet, dvs materialet
upplever en komprimerande radiell spénning.



5. Stromningsproblem  (7p)

a)-uppgiften:

N-S i z-riktningen:
820$+@2U$+82U$ 8p+ f 3 4 ov x—i—v 8vz+v (‘)vx
B 02 Ty T a2 ) "o T PET P\ T ar T ey T oz

Antag: laminért, inkompressibelt, Newtonsk fluid, stationért, forsumbar gra-
vitation, fullt utvecklad stromning. I sa fall:

0%v, B @
Ko = oz

Integrera tva ganger + tillimpa randvillkor:

vx(y 0)=U
0

for att bestamma integrationskonstanterna, och vi erhaller:

vx:U(l—%>_y(52_;y)j_§

b)-uppgiften:

oo
Nu soker vi kvoten —. Vi behover ett samband mellan vad som hander 1 flui-

den i Li-segmentet och utanfor till hoger. Vid stationéra betingelser maste vi
ha samma massflode i bégge dessa segment. Eftersom densiteten ér konstant
riacker det att sédtta volymflodena lika. Hastighetsprofilen i Li-segmentet &r
kénd fran a)-uppgiften, och hastigheten i filmen till hoger &r U genom hela
filmen (bandet ror sig med hastigheten U och den inbromsande viggen har
forsvunnit pa ovansidan, vi kan alltsa anta %”’” 0 vid fasgrénsytan, och
det foreligger inte ldngre nagon tryckskillnad 1 z-riktning da trycket &r P,

ovanfor hela fasgransytan och bandet &ar horisontellt).

f05 v dy = f06°° Udy



Inséttning av uttryck fran a)-uppgiften och integrering ger:

1
—U5 L s s,
12p dx

vilket innebaér:

Vill vi identifiera den i uppgiften angivna parametern I' sa behover vi inse att
tryckgradienten dp/dz (en konstant) kan beskrivas som dp/dz = AP/Ax =
(Py — P1)/L;. Med detta infort kan vi skriva:

) 1 1
X _Z4L_T
) 2+12



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a) Stangens differentialekvation:

d du
—— |[FA—| = K,A
dz [ dx}

K, #r volymlast [N/m?], A &r area [m?], produkten dr kraft/lingd
[N/m], med andra ord kommer egentyngd in som:

K,A=G/L
Sa att:
du G
T oy R
G x?
( )_—m5+01$+02
Randvillkor:
u(0) =0
o(L)=G/A
vilket ger:
2G
Cl = m, Cg = 0.
dvs:
GL T\ T
- 2 - _
w@) = 73 ( 2L> L



b)

Relation mellan yttre vridande moment och vinkelférandring;:

GK, . .
M; = I (¢5 — ¥f)

dir G =80 GPa, L = 4 m, M§ =Ty = 1700 Nm, ¢$ = 0, K, = mr*/2
med r = d/2 = 30 mm. S&tt in och vi erhaller ¢§ ~ 3.83°.

Elastiska linjens ekvation:
d? d*w(zx)
pre (E[d—) = ale)

E och I, ar oberoende av x. Lasten &r konstant —gy. Integrera fyra
ganger:

d e
4 (Ely w) = —qox +C

dx dx?

Elycci;Tu; = —qo%2 + Chax + Cy

Elyj—l: = —qo%3 + 01%2 + Cox + O3

Elw = —qog—i + 01%3 + 02%2 + Csx + Cy
Randvillkor:

w(0)=0ger C;, =0

dw/dx =0 vid x =0 ger C3 =0

T =dM/de =0 vid z = L ger Cy = qoL
M =0vid 2 = L ger Cy = —3qoL?

sa att:
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7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

Stall upp Bernoullis ekvation med forluster. Vi kan ténka oss att folja en
stromlinje fran reservoaren genom ventilen till rérets mynning. Eventu-
ell hojdskillnad ar fix och kan inte paverkas av ventillaget. Trycken &r
givna och halls konstanta, och kan darfor inte heller paverkas av ven-
tilen. Hastigheten i reservoaren ér ~ 0 da reservoaren &r stor (mycket
storre tvérsnitt for flode &n i roret). Salunda erhaller vi att hastigheten
vid rérets mynning beror av forlusttermen. Vad ventilen gor &r alltsa
att inducera forluster av kinetisk energi (dissipation till inre energi i flu-
iden), och ventilldget paverkar hur stora dessa forluster &r. Helt 6ppen
= sma forluster, ndstan stdngd = stora forluster.

Trycket i en stillastaende fluid varierar endast i den koordinatriktning
i vilken gravitationen verkar (balans rader mellan volymkrafter och

0
tryckkrafter): % = —pg. Salunda har varken form eller storlek pa

karl nagon péverl?an pa tryckféltet, endast vitskehojd och densitet. Da
vatskenivan dr densamma i alla kérl och trycket vid vétskeytan ocksa
ar detsamma, maste trycket pa botten vara storst i C och lagst i B, A
intar ett mellanldge. Eftersom trycket &r en skalér finns inget riktnings-
beroende i trycket. Om det inte finns nagon rorelse i fluiden spelar det
da ingen roll at vilket hall 6ppningen pa tryckmétaren ar riktad.

Dynamiskt lika forhallanden innebér att Reynoldstalet ska vara samma

Ui D UsD
i test och i verkligt fall: Re; = Pz Rey = patia /2

. I sa fall ar

1 2
Cp (den dimensionslosa kraften) ocksa densamma i test och i verkligt

F Fy .

fal. Cpy = ———= = Cps = ———. Vi h tt Rey ~ 1.6 -10°
a D,1 plUlgD% D)2 p2U22D% 1 har a €1 ,
fran vilket vi kan 16sa ut Uy ~ 1.55 m/s. Vi har att Cp; ~ 0.196, fran
vilket vi kan 16sa ut 5 ~ 1.3 N.
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