MODELLTENTA 2
Tentamen MMS260 Kontinuummekanik

Tid: 2 juni 2023 kl 08:30-12:30
Larare: Henrik Strom (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Tillatna hjélpmedel: Till tentamen far man medfora ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som Onskas. I 6vrigt ar foljande hjalpmedel tillatna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordbdcker), samt mi-
nirdknare med tomt minne och matematisk handbocker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Réknare som anvinds som hjalpmedel vid tenta-
men far inte ha tradlos anslutningsmojlighet till internet. I formelsamlingar
far endast indexeringar goras. Om det forekommer tryckfel i de tillatna i
hjalpmedlen far handskrivna rittelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte dr godkanda hjialpmedel, skall vara avstiangda och far
inte medforas till skrivplatsen.

Larare besoker salen: ca kl 09:30 och kIl 11:30

OBS! Notera att uppgifterna inte ar ordnade efter svarighetsgrad.

Réattning: Resultatet anslas senast den 23:e juni 2023 i Canvas. Det kan ocksa
ses 1 Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss férdréjning). Instruk-
tioner for tentamensgranskning publiceras tillsammans med tentamensresul-
tatet.

Betygsgréinser: Podngantalet for korrekt besvarad/16st uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgréinser for tentamen &r:
Betyg U < 20p ; 20p < Betyg 3 < 30p ; 30p < Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 > 40p.

LYCKA TILL!



1. Grundldggande begrepp  (5p)

Identifiera (namnge) de grundlédggande begrepp - ur listan i rutan pa nésta
sida - som beskrivs nedan i (a)-(g):

a)

Vektor som karaktériserar en materialpartikels positionsféréandring fran
referenskonfigurationen till den nuvarande konfigurationen

Materialegenskap som multiplicerad med den lokala temperaturgradi-
enten (tagen negativ) returnerar den lokala virmefluxvektorn

Tvapunktstensor som beskriver forhallandet mellan ett materiallinjee-
lement fére en deformation och den linje som samma material beskriver
efter deformationen

Tensor som ingar i det konvektiva bidraget till den totala materialac-
celerationen (det vill séga det konvektiva bidraget i Dv/Dt)

Materialegenskap som, néar den multipliceras med bojtroghetsmomentet
I, (som for en balk beskriver tvérsnittets formaga att ta hand om den
normalspénning som uppstar nir balken bgjs), representerar en balks
bojstyvhet (balkens formaga att motsta deformationen)



deformationsgradienttensorn, F
forflyttningsgradienttensorn, H

vanstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
hogra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C

hastighetsgradienttensorn, L

symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D /Dt

Eulerska t6jningstensorn, e

Lagrangeska tojningstensorn, E

infinitesimala t6jningstensorn, €

Cauchys spéanningstensor, o

forsta Piola-Kirchoff spéanningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spdnningstensorn, S
hastighetsvektorn, v

forflyttningsvektorn, u

varmefluxvektorn, q

spanningsvektorn, t

Cauchys hogra tojningstensor, U

Cauchys vinstra tojningstensor, V
rotationstensorn, R

deformationsmappningen, x

temperaturen, T’

trycket, p

skjuvspéanningstensorn, T
dissipationsfunktionen, ®

viskositeten,

densiteten, p

Youngs modul, £

Poissonration, v

skjuvmodulen, G

varmekonduktiviteten, k

specifika virmekapaciteten (vid konstant tryck), ¢,
bulkmodulen,




2. Teori  (12p)

a)

Givet hastighetsfiltet v; = kxy, v9 = v3 = 0, ta fram D (den symmet-
riska delen av hastighetsgradienttensorn = deformationshastighetsten-
sorn).

Utgé fran sambandet £ (pJ) = 0, déir J = |F|, materiederivatan av .J

ar % = J(V -v) och F ér deformationsgradienttensorn, och visa att
detta leder till den lokala rumsliga formen av massbalansen (kontinui-

tetsekvationen).

Cauchys spanningsformel siger att t(x,t,n) = o(x,?) - n. Vad &r den
fysikaliska tolkningen av denna formel?

Nér man 16ser elasticitetsproblem behéver man randvillkor i varje punkt
pa varje rand. Spanningsfordelningar kan vara svara att veta punktvis;
det kan t ex vara lattare att ha kunskap om medelkraften (= den in-
tegrerade spénningen 6ver en yta). Vad hidnder om man #ndrar ett
randvillkor fran en punktvis specifikation till en statistiskt ekvivalent
beskrivning (= samma nettokraft /nettomoment)? Vilka problem kan
uppsta och vad kan man sdga om dess konsekvenser?

Kollapsen av World Trade Center-tornen den 11 september 2001 skedde
till f6ljd av en kedja av héandelser. Flyplanen skadade béarande element
i konstruktionen da de flég in i byggnaderna. Dérefter initierades enor-
ma briander da flygplanens brinsle antdndes. Nér vinkelklammorna som
holl fast bjalklaget pa de vérst brinnande vaningarna gick sénder pa
grund av materialpaverkan vid branden, foll den ovan beldgna delen
av byggnaden ned pa den underliggande. Konstruktionen var sadan
att denna typ av belastning inte skulle fa byggnaden att rasa sa ldange
det var férre &n 6 vaningsplan ovanfor det fallerande planet, men i
bagge fallen hade flygplanen traffat lagre (WTC1 hade 12 ovanliggan-
de vaningsplan, WTC2 hade 29). Detta initerade en kedjereaktion dar
vaningsplan efter vaningsplan krossades av den ovanifran fallande de-
len av byggnaden (se figur nedan). Den totala vikten av varje byggnad
var cirka 500,000 ton, och nér kollapsen vél borjat var den 6ver inom
mindre &n 10 sekunder. Det har ibland sagts att det i sammanhanget
var tur att tornen kollapsade rakt nedat och inte vélte utat 6ver intillig-
gande byggnader. Det ar dock ett mycket osannolikt scenario att en sa
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pass tung byggnad skulle tippa 6ver pa grund av en flygplanskollision.
Forsok forklara varfor detta inte dr sannolikt!

RN
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/N\
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f) En tidsberoende hastighetskomponent i ett turbulent fléde v, kan delas
upp som v, = v, + v, (sa kallad Reynoldsdekomponering). Vad repre-
senterar v.,? Hur kan man fa tillgang till v, om man har tillgang till
Vg !



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Téjningstensorn E i ett (xq, 2, 23)-system har foljande utseende:

4 -4 0
[E]=1-4 0 0| mm/mm
0 0 3

Identifiera de huvudsakliga téjningarna, det plan som ar associerat med den
maximala huvudsakliga t6jningen samt den maximala skjuvtojningen.

Ledning: For tensorn E definierad ovan géller (med godtagbar numerisk nog-
grannhet) att invarianterna I; = tr E =7, I, = 1 [(tr E)’ — tr (E?)] = —4,
och I3 = |E| = —48, samt att egenvérdena &r A\; = 6.47, \y = —2.47, \3 = 3
och egenvektorerna x(!) = {0.851, —0.526,0}, x®® = {0.526,0.851,0}, och
x®) ={0,0,1}.



4. Elasticitetsproblem  (5p)

a) Betrakta en linjdr isotrop elastisk solid med forskjutningsfiltet u; =
uy(z1,t), upg = ug = 0 och utan nagra aktiva volymkrafter. Ta fram den
partiella differentialekvation som u; maste uppfylla fér att kunna vara
en mojlig 16sning till de géllande rorelselagarna. (3p)

b) Foresla tillampliga randvillkor for de fyra sidorna av den grafirgade
kroppen i figuren nedan for ett elasticitetsproblem. (2p)

X9 a

o, | a

(OBS: Notera att delfraga (a) och (b) inte hénger ihop och darfor ej beror
av varandral)



5. Stromningsproblem  (7p)

Betrakta stromningen mellan tva (mycket stora) parallella plattor med mel-
lanrummet & = 1 mm. Om vorticiteten w vid évre viiggen dr {0,0, —10} s,
vad dr da den maximala hastigheten mellan plattorna (i m/s)? Stromningen
ar lamindr och inkompressibel och drivs av en tryckgradient. Fluiden &r
Newtonsk. Gravitationens inverkan dr forsumbar. Utga fran Navier-Stokes
ekvationer nédr du tar fram ditt svar. Anvéind ett koordinatsystem dar x-
riktningen &r i huvudstromriktningen, y-riktningen ar uppat mellan plattor-
na och z-riktningen &ar ut ur papprets plan.

.___ﬂ.:_....__ -

Materialdata:
Vatten 5°C: p = 1000 kg/m?, u = 0.001 Pa,s

For vorticiteten géller:

Qv _ vy
dy 0z
ov, Ouv,
w=VXv= % — I
vy _ Ova
ox Jy



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a) En vagn é&r rullagrad sa att den ér

lattrorlig i horisontalled. Den halls pa
plats med tva parallella stinger som &r
tillverkade av ett linjart termo-elastiskt
material; elasticitetsmodulen &r FE och
langdutvidgningskoefficienten a. Ena
stangen har tvérsnittsarea A och ldngd
L; den andra har tvérsnittsarea 4A och
langd 3L/2 (se figur). Vid en temperatur
Ty &ar hela konstruktionen spénningslos.
Stangerna virms sedan till Ty + AT. De-
formationer hos vagnen forsummas. Bestdm
stangkrafterna samt den resulterande hori-
sontalforskjutningen ¢ av vagnen till f6ljd av
temperaturdndringen. (5p)

o.E4A,3L/2

b) Axelkonstruktionen i figuren nedan bestar av en central massiv axel
med radien r och ett omgivande tunnvéggigt ror med medelradie R
och godstjocklek ¢ = R/20. Delarna &r tillverkade av ett linjart elas-
tiskt material med skjuvmodul G, och de ér férenade med gavlar som
kan betraktas som stela. Bestdm radieforhallandet R/r sa att snittmo-
menten i ror och axel blir lika stora, da konstruktionen belastas med
ett vridande moment 7'. (3p)

R
-4
\.I'
r/r\
T R T
el




¢) En lang brobana vilar pa ett stort antal stod sa att en serie spann med
léingden L bildas. Belastningen utgors av egentyngden som kan an-
tas jamnt fordelad med intesiteten qo (kraft/lingd) enligt figur nedan.
Ovanfér varje stod dr M = goL?/12 och T' = 0. Bestdm snittmomentet
M (z) i ett spann och ange speciellt det (till beloppet) storsta moment.
Om w(z) betecknar balkens transversalforskjutning &r det hir rimligt

dw

att gora antagandet att rotationen %2 dr noll vid stoden. (2p)

4qp ‘)
x

L
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7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

En fluid strémmar i ett langt ror av konstant diameter. Mitt pa roret
finns en ventil. Fore och efter ventilen &ar fluidens hastighet densamma.
Géller detsamma for fluidens tryck? Varfor/varfor inte? Motivera ditt
svar. (2p)

Betrakta foljande experiment: En 0,5L mjuk petflaska fylls med nor-
malt mycket vatten (lite luft kvar lingst upp). Dérefter placerar man
en liten sten inuti en ballong som blases upp litegrann. Ballongen med
stenen fors ned i flaskan och korken skruvas pa. Om flaskan ldmnas
staende flyter ballongen upp till vattenytan ldngst upp i flaskan. Om
man diremot klammer pa flaskan sjunker ballongen nedat mot botten
(se bild hérinunder). Ju hardare man klammer, desto ldngre ned i flas-
kan hamnar ballongen. Forklara detta experiment! (2p)

Virmefluxet fran en fluid till rorvéggen nar fluiden strommar i ett ror
(pa grund av en palagd tryckgradient) kan karaktéiriseras av en varia-
bel kallad virmedverforingskoefficienten, A [W/m? K]. Experimentellt
kan h visas bero pa rordiametern D, fluidens materialdata (densite-
ten p, viskositeten p, virmekapaciteten c,, och virmekonduktiviteten
k) samt medelhastigheten av fluiden i réret U. Dimensionsanalys visar

11



att det finns tre dimensionslosa tal som tillsammans beskriver den-
na situation: Nu = 22 Re = % och Pr = 2. En ingenjor vill
méta varmeoverforingen fran en fluid till ett ror (d v s hen &r intres-
serad av h) och samla data pa en form som #r anviéndbar ocksa for
andra rordimensioner och hastigheter. Ge forslag pa hur en sadan un-
dersokning bor genomforas! Ett av de tre dimensionslosa talet beror
inte pa den aktuella stromningssituationen utan bara pa valet av fluid
- vilket? (3p)

12



Formelsamling

Matematik
s ar skaldr, v ar vektor, A dr andra ordningens tensor
Jacobis formel
A
idet A =det A tr d—A*1
dr dr
Symmetriska och antisymmetriska tensorer
A=AS+A*=1(A+AT)+;(A-AT)
AS symmetrisk: A = AT A;; = A

AA anti—symmetrisk: A = —AT, AZ] =-A A11 = A22 = A33 =0

jis
Deviatorisk (avvikande) tensor

A=A —11tr (A)

tr A’=10

Identitetstensor

1=

O O =

00
10
0 1
trA=A:1

Divergensteoremet

fﬁV-Adv:faﬁA-ﬁda
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Kinematik
Definitioner

X = xo(M), x = x(M), x = x4(X)
v M) Ov(M,1)

ot ot
o= $<M7 t) = QE(X, t) = é(xv t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

ain)

6t M = fix

Do _ M\

Dt ot X fx
0(x,t) -

D‘ gt +V¢-‘;

v v v
Sor e T VI VY
trL=V- v
LZZ—V=D+W,D=%(L+LT)7W:%(L_LT)

X

Forflyttning och deformation

u=x—X
po 9 _ oxi(X)
- 9X X
ou
H=5%

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J=det F = |F|

14



dx =F -dX
dan=F#JdA-N=JF T.dAN
dv = JdV
Tojning
F=R-U=V:-R
C=U2=FT.F
B=V2=F.FT

1

E:§(C—I)
e:%(I—Bl)

Spanningar

Spanningsvektorer
Af(n)
Aa
t=1t,, +t,s=(t-n)n+nx(txn)

tnn = (t . n)n, tnn =t-n= t,nz = Uijninj

tns =t - tnna ‘tns’ = Zfns Y ’t|2 - t%n

Vo
Vol

Cauchys lemma

n=

15



t(x,t,—n) = —t(x,t,n)
Cauchys spanningsformel

t(n) =0 -n

t o1 012 013 ny
to p = |021 022 023 N2
te 031 032 033| (N3

Cauchys spdnningstensor

oc=o0" 05=0j

L =tr [o] =0y

I =% [(tr [0])? = tr ([0]")] = (005 — 03j05)
I3 =|o|

Piola-Kirchoffs spanningstensorer

TdA=P -NdA=tda=o0-1da

P:JO'-F_T,O':%P~FT
dF =S -dA

1
S:Ffl-P:JFfl-a-F*T,a:jF-SFT
Mekaniklagar
Massa

m= [gdm = [_pdV = [ pdv

16



Dm
ZT 0
Dt

po = pJ

Massbalans - integral form for referenskonfigurationen

D
— [ podV =0
D Jra P0

Massbalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D
D [ pdv =0
Massbalans - lokal form for referenskonfigurationen

9o

=0
ot

Massbalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dp
i V-v=0
Dt—i—p \Y%

Reynolds transportteorem

D 0 .
EprF dv = &fﬂpF dv+ [, pFv-nda
Rorelsemingd

P=[zdP = [ pvdv

H? = [31, x dP = [ 1, X pv dv
DP

“ _F
Dt
D o
H
Dt

F=Fp+Fg= [ pb dv—l—faﬁt da

17



M? =M% + Mg = [ 1, x pb dv+ [, 1, %t da
Rorelsemdngdsbalanser - integral form for referenskonfigurationen
82

u ~
ffﬁo poﬁdv = fK/O p()b dV + fano P-NdA

Dﬂtf"io r, x pvdV = [ 1, x pb dV + [ 1, Xt dA

Rorelsemdngdsbalanser - integral form for nuvarande konfigurationen

%fﬁpvdv:fﬁpb dv+ [, .t da
%fﬁroxpvdv:fﬁropr dv+ [, ro Xt da

Rorelsemdingdsbalanser - lokal form for referenskonfigurationen

9*u

P b =pj—
Vo P+ po PO g

P-F'=F.P"

Rorelsemdngdsbalanser - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dv
V- b=p—
P PDi
o' =0
Energ:

D
K:%fnpv-vdv,U:fHedv
W:fﬂpb-vdv—l—faﬁt-vda, Qh:—fanﬂ-qda—i-fnprhdv

Energibalans - integral form for nuvarande konfigurationen

18



Js (p D

De

—U:D+V~q—prh)dv:()

Energibalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

De
PDi

=0:D-V.-q+prm

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

oc=C:e€

{o} =[Cl{e} {e} = [S]{c}, e=8:0,S=C"

Isotrop elastisk solid

o=2ne+Atr (€) I=r tr e I+ 2uel®

G- FE B vE
A=+ " T A+ -2)
011 ) 1 —v v
099 v 1—v
o33 | E v v
o (I+v)(1-2v)| O 0
013 0 0
012 | 0 0
K=A+2u/3
€=Ltrel+ el

3

Newtonsk fluid, inkompressibel strémmning

oc=-pl+71

T =2uD

19

(1-v)E
1+ v)(1—2v)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
—2211 0 O
0 =2 0
0 0 1-2

€11

€22

€33
2623
2613

K2612)




D=1[Vv+ (Vv)T]

o dv, _ dy,
TU T Ay T Py

Owiskds eller stillastaende fluid, alternativt rotationsfri stréomning
o= —pl

Fouriers lag

q = —k - VT (anisotropt medium)

q = —kVT (isotropt medium)

Linjiriserade elasticitetsproblem
Linjdriserade beskrivningen

E~1(H+H")

Q

o} (H4H)

(s )

€

Tojning-forflyttning

e=3 [Vu+ (Vu)T]

20



Oy 1 Oy n % 1 O, n ou,
Ox 2\ oy O 2\ 9z O
ou ou ou ou ou
_ |12y x i) 122y ad
=1 Ox + oy oy 2\ 0z * oy
1 Oy N ou, 1 % N Ou, Ou,
12\ 0z Oz ) ?*\ 0z Oy 0z ]
Rorelselagar
0*u
V.o +pf = ey
00yy 00y N 00, pofs = 9%u,
dr | oy | 0z PV T P
Doy, Doy, Doy, D%y
ox Jy + 0z *pofy = po ot?
D0, 0oy N 00, pof = 0%u,
ox oy 5. | )= T P
do,r 100, Oo,, 1 9%u,

ar +; 89 az +;(0-7‘T‘_0_99)+p0f1”:pow

dog,  100¢g Doy, = 09 — Or b opofs = 0%ug
or r 00 0z T Pote = Po ot?
0o, 100, 0o, n fo f ot f 0%u,
o ' r o0 | 0.  p  OTIETP0p

Kompatibilitet
Vx(Vxe) =0

Lamé-Naviers ekvationer

92
UV (VY 0) + pof = po
Michells ekvationer

L Yvtro)=-— o

Vo +
14+v —v

(V- £) 1= po [VE+ (V6)7]

Beltramis ekvationer
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1
2 — t pu—
Vio + 1+VV[V( ro)=0
Plantdjningsproblem - jamuikt

O E 1—v v 0 €
= 1-— 0
Wl T Al -2) | o Y oy

Oy

€xz = €yz = €z = 0

004, Oogy

ox dy =0
0oy Ooy, B
ox dy =0

Planspinningsproblem - jimuvikt

Oz g |1V €xs

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy
1—v? (1-v)

Oy 0 0 == 264y

=0
e 0 )
Oy Tyy _
g "oy THT
Stromningsproblem

Inkompressibel stromning, Newtonsk fluid

V-v=0
9 ov
uVv —=Vp+pf =p E—FV'VV
8vm+%+8vz_
oxr 0Oy 0z

82vz+82v$+32vm —@—i— £ = 8vz+vc%m+vavz+08vm
a oz PP\ e T ey T ey T,
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062 00
avr_|_ %+%6vr_v_§+ %

p ot Ur or 00 r 0z
i 1 821]9 (%T 1 0

“5?&5ﬂ%0+_(am+2%)+aﬁ ~ g9 TPl

Ovg Ovg  vpOvg UV Ovg

= _— UT’_ _——

(10 [ Ov, N i@%z N 0%*v, op
I r2 002 022
B (802 ov, vy 0v, 81},9)

0 (10 1 (0%, 0 v, 0
1% _(__(TUT))+T_2( - _2ﬁ>+ - __f—f_pfr

o "ar T a0 T an
Hydrostatik
op _ Op 0 Op

Owy 0wy Oxs Y

Viarmetransportproblem

DT
Py = V- (kVT) + pry,

o 0T 9L O L (2L, 0T 0T
ot ar oy T%a: ) T\ 02 T ez T a2 ) TP

1D-problem

2 2
p v P ov
e—l——+—+gz> (pQ) ot — <e+——|——+gz> (pQ);,
( P 2 out ‘ P 2 in
- shaft T Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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é=7:D
v, 2 v, 2 ov, 2
q’”“[(@x) (&) (%)

c%x_i_% 2+ avx+8vz 2+ %4_81& 2
oy Oz Jz  Ox Jz Oy

Boussinesq approximation

+ g

p=po— Bpo(T —Tp)
Termisk expansion
e = o AT

o
6:Emek_i_‘gterm: ——|-05AT
E

Approximativa l6sningar: solider
Stang

N=P,é=0/L,c =FE¢, N=0A

Pl EAT1 -1 [us
Pl T L -1 1w

Stangens differentialekvation

du du du
EZ%,U:E%,N:EA%

d du
-——|(FA— ) =K,A
dx ( dx)

Azel




My GK, |1 -1 o
M5 L -1 1 w5
K, = 27r3h (tunnviggigt tvirsnitt)
K, = n(b* — a)/2 (tjockviggigt tvirsnitt)

Axelns differentialekvation

d dy
—_ K,—/ v =
dz (G dx) te =9
Balk
dN dr dM d*M
—_— KZ.A:O,_ :Oj_:T7 =
dx + dx +a dx dx? T
dw 8”1: dzw d2w
@ T g d P = B M= -
L= [,2*dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

%;(E@g%§2>=q@)

Approximativa l6sningar: fluider

Bernoullis ekvation

v? P

) + gz + = = constant (utan forluster)

U% y41 U% P2

— + 2+ — ==+ 2+ — + hy (med forluster)
29 pg 29 pg

Turbulens
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Kolmogorovs skalor

3\ 1/4 1/2
P —

e e

Reynoldsdekomponering

v=v+V,p=p+yp

V= 2 vdt = (v)

ty—t /0

(Vy=(v—-v)=v—-v=0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

V-v=0

Dv

V- (=pI+2uD - p{v'@V)) =P 5
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Losningar till exempelproblem i kontinuummekanik
(MMS260)
Ovning 16: Losningar modelltenta 2

Johannes Hansson (johanneh@chalmers.se)

22 maj 2023

Allman information

Detta dr mina minnesanteckningar for de uppgifter jag gick igenom pa rdknedvningen. Om du
hittar fel eller har forslag pa forbattringar far du gdrna mejla mig pé johanneh@chalmers.se.
Feedback uppskattas.

Fraga 3
4 -4 0
[E]=]|-4 0 0| mm/mm
0 0 3

e Fran ledningen vet vi dessutom att vi har egenvirdena

A1 = 6.47mm/mm
A2 = —2.47 mm/mm (1)

A3 = 3mm/mm

och motsvarande egenvektorer

0.851
xM = [ —0.526

0

0.526
x? = [ 0.851

0

0
x® =0

1

e Forsta deluppgiften &dr att vi ska hitta de huvudsakliga tojningarna. Detta &r inget annat
an egenvardena till t6jningstensorn. Dessa har vi smidigt nog redan fatt fran ledningen i
uppgiften, och svaret aterfinns i ekvation (1)


mailto:johanneh@chalmers.se
mailto:johanneh@chalmers.se

Andra deluppgiften gar ut pa att hitta det plan som &r associerat med den maximala
huvudsakliga t6jningen. Fran inspektion i ekvation (1) ser vi att A; representerar den max-
imala huvudsakliga tojningen. For att hitta det plan som &r associerat med denna t6jning
kollar vi pa motsvarande egenvektor x(1). Vi later nu denna vektor vara enhetsnormalen
till det plan vi letar efter, s& vi far

fn=x® =0.8518; — 0.5268, + 085

Slutligen ska vi berdkna den maximala skjuvtojningen, vilket vi kan goéra med ekvation

(3.4.40) i boken
1

(Ens)max = 5 (,umax - ,umin) (3440)

d&r pimax och pmin representerar de storsta, respektive minsta huvudsakliga tjningarna.
Dessa tva &r inget annat dn vara egenvirden .

Vi har redan identifierat den maximala huvudsakliga tojningen som A1, alltsd har vi att
Pmax = A1
P& motsvarande sitt kan vi identifiera att den minsta huvudsakliga tojningen ar
Hmin = A2
Inséttning i ekvation (3.4.40) ger da
(Erns)max = % (6.47mm/mm — (—2.47 mm/mm)) = 4.47 mm/mm

vilket ar vart svar pa den maximala skjuvtéjningen.



Fraga 4

a)

Fran uppgiften har vi det givna forskjutningsféltet
U] = Uy (.’ﬂl, t)
Ug = 0
us = 0

Vi borjar med att stélla upp Lamé-Naviers ekvationer

9%u

uV2u+(u+)\)V(V-u)+pof:p0W (2)

som &r jAmviktsekvationer for elasticitet i termer av férskjutning u. A och p &r Lamékon-
stanterna, pg ar en densitet och f representerar volymskrafter. I den hér uppgiften ska vi
nu anvanda det vi vet om u for att komma fram till en forenklad version av ekvationen.

Fran uppgiften vet vi att vi inte har nagra aktiva volymkrafter, sa
f=0 =
vilket gor att tredje termen i ekvation (2) férsvinner och vi har kvar

0%u
pViu+t (p+ A V(V ) = PO 5z (3)

For att ytterligare forenkla ekvationen ska vi nu utveckla vektoroperationerna, med de
u-virden vi fick givna i uppgiften.

Borja med Laplaceoperatorn, som for en tredimensionell vektorvird funktion u i kartesiska
koordinater &r definierad som

3 3 3
62U1 32u2 3211,3
24 —
Viu= (; dz?’ Oz}’ & Oz}

i=1 g

Om vi genomfér summan ser vi direkt att de partiella derivatorna med avseende pa us
och ug forsvinner direkt. Kvar blir da endast ui-termerna sé att

2 2 2
V2u(8u1+8u1+8u1 0’0>

2 2 2
Ox? 0x3 Oxs

Vidare kan vi se att de partiella derivatorna med avseende pa xo och z3 ocksa férsvinner
eftersom w1 (21,t) inte har niagot beroende pa dessa. Kvar blir da

2
V2u = (6 “ o,o)

2
Oxy

Vi géar nu vidare till divergensen i andra termen. Fran definitionen av divergens vet vi att

_ 9w Oup | Oug
_3I1 81‘2 6583

V-u

Aven hér faller us- och us-termerna bort eftersom de dr konstant noll. Kvar blir
- 8u1
n 8x1

V-u



e For att bli klara med andra termen i ekvationen maste vi nu berdkna gradienten av diver-
gensen. I parentesen i hogerledet skriver vi gradientoperatorn, och till hger om den har vi
resultatet fran var forra berdkning, divergensen av u.

o o0 0 >6u1

Oxy’ Oxy’ dx3 ) Oy

V(V-.u)= (
Forenkling av uttrycket, dar derivatorna med avseende p& xo och x3 férsvinner, ger

V(V-u) = (82“1 0,0)

27
Oy

e Om vi nu kollar pa hogerledet i ekvation (2) har vi en tidsderivata. P4 samma séitt som
tidigare ar det bara u;-termen som Gverlever, sa

8211 82u1
o = (8152 ’0’O>

e Vi ser i de forenklade vektoruttrycken ovan att det bara &r det forsta elementet som Gver-
lever, resten blir noll. Vi tittar fran och med nu bara pa den forsta vektorkomponenten.

e Inséttning av de hér forenklade vektoruttrycken i ekvation (3) ger

82'LL1 82’(1,1 82u1
Zrn Y P
Woaz Tt NG = ge
som med foérenkling blir
0%uq 0%y
2 A= = po—5

e Detta &r alltsé den differentialekvation som u; maste uppfylla, och ddarmed vart svar.



b)

Fran figuren ser vi att vi har tre olika typer av kanter pa ladan. Toppen och hogersidan
ar helt fria. Véanstersidan ar i princip fri, men med en belastning i x;-led. Botten pa ladan
sitter fast i en fix vigg och kan inte rora sig.

Fran avsnitt 7.3.1 i Reddy vet vi att vi kan dela upp randvillkoren i nagra olika kategorier
av problem. Antingen har vi férskjutningen u beskriven Gverallt pa randen (typ 1), eller sa
har vi spanningen t beskriven 6verallt pa randen (typ 2), eller s& dr det en kombination av
de forsta tva (typ 3).

Fran denna kategorisering vet vi att vi ska foresla antingen forskjutningen u eller spén-
ningen t Gverallt pa randen.

Definition av riktning: i denna uppgift pekar u; och t; i xp-riktningen och us och t; i
xo-riktningen.

Vi borjar med att kolla pa toppen och botten pa ladan. Har kan vi enkelt se att eftersom
randen inte dr kopplad till nagot sa kan den rora sig fritt (vet inte u), samtidigt som randen
inte kan ta upp nagon spanning (méaste ha t = 0). Alltsad maste vi ha randvillkoren

t1:t2:0 Vidl'l:a
t1:t2:0 Vidl’gib

Om vi nu kollar pa botten pa ladan sa sitter den fast i nagon fix vagg. Vi vet inte om det
finns nagra spanningar hir (t dr okdnd), men diremot vet vi att viiggen inte ror pa sig (vet
u). Alltsd méaste vi ha randvillkoret

U1:U2:O VidZ’Q:O

Slutligen kollar vi pa viinstersidan. Denna sida &r fri, men belastningen gor att det blir lite
av ett specialfall. Eftersom den &r fri kan vi sluta oss till att u &r okdnd. Alltsd maste vi
hitta villkor i termer av t.

Vi ser pa belastningen att den endast agerar i xi-led, sd i xo-riktningen beter sig randen
som om den vore helt fri. Alltsa:

t2:0 Vid{,Cl:O

Om vi kollar i x;-riktningen ser vi att belastningen foljer en linjar funktion. Alltsa har vi
tl = f(ZL'Q) vid T = 0
dér f &r var linjara funktion.

Vi soker formen pa f genom rita linjens ekvation (f(x) = kz + m), med lutningen

k:yZ_yl (4)

! !
Lo — Iy

dér jag anviander prim for att betona skillnad mot koordinataxlarna.



Vid nedre vanstra hornet pa ladan (z}] = z2 = 0):
y1 = f(0) =09

Vid 6vre vénstra hornet pa ladan (zf = 2o = b):

For konstanten m far vi om vi utvéirderar funktionen vid nedre vinstra hornet (zo = 0)

f(0) =00
—% -0+m =09
— M = 0y
Alltsa -
flx2) = —?0302 + 0o
Sista randvillkoret blir d& ¢; = 7%1’2 4+ogvidzy =0

Sammanfattningsvis blir da randvillkoren

t1=1t2=0 vid 21 = a
tlthZO Vidl‘gzb
ur =uzx =0 vid 9 =0
go .
t1:7?£t2+0'0, to=0 vidxzy =0



Fraga 5

e [ denna uppgift ska vi anvéinda ett koordinatsystem dér z-riktningen &r i huvudstromrikt-
ningen, y-riktningen gar mellan plattorna i uppatgaende riktning och z-riktningen gar ut
ur pappret. Vi satter att y = 0 ligger mitt i flodet, mellan de tva plattorna. Detta val av y
kommer av att jag vill ha symmetri pa bada sidor, men andra val &r mdojliga.

e Har inkompressibel stromning av Newtonsk fluid. Vi skulle i princip kunna paborja upp-
giften med den allminna, tredimensionella versionen av Navier-Stokes ekvationer. Men vi
har lite mer information som gor att vi vintar med att vélja ut en ekvation.

e Vi har enligt uppgiften laminér stromning, vilket innebér att vi inte har nagon blandning av
fluid mellan de olika flodesskikten. Alltsa har vi bara stromning i z-riktningen. Dessutom
har vi fullt utvecklad strémning. Vi har da ingen effekt av plattornas d&ndpunkter och flodet
blir oberoende av x. Hastigheten i z-riktningen beror da endast pa y. Sammanfattningsvis

far vi da
(% :Uw(y)
v=4qv,=0
v, =0

e Fran denna information ovan kan vi sluta oss till att vi inte behéver den kompletta, tre-
dimensionella versionen av Navier-Stokes ekvationer, utan vi kan néja oss med den endi-
mensionella i z-riktningen. Denna ges enligt formelbladet av

(82% 0%v,  0%u, ) Op
[ _9p

n n ov ov v,
Ox? Oy 072 Oz

Pla =P\ gy T 5r Ty T 02

e Vi kan redan nu ta bort de tva sista termerna i hogerledet, eftersom v, = v, =0

82vx+82vw+820m _@_’_ o= 81}1—}—0%
F\ 022 "8y " 922 ) " ar PP e T

e Systemet &dr i steady-state, s vi har inte nagot tidsberoende. Dérmed forsvinner tidsderi-
vatan (forsta termen i parentesen pa hogra sidan)

82%_’_82111_’_82% _@+ £ = %
F\ 62 T ay2 T 522 oz e T Py

e [ uppgiften antar vi att plattorna &r mycket stora och att vi har laminér, fullt utvecklad
stromning. Med detta antagande blir hastigheten v, oberoende av xz. Alltsd férsvinner

Oy

——-termen i hogerledet.
ox

0%v *v 0%v 0
i Sa + St o )~ Ao+ pfa=0
or dy 0z or
e Enligt uppgiftsformuleringen ar gravitationens inverkan forsumbar. Det finns heller inga
andra volymskrafter som agerar pa véatskan. darfor forsvinner f,-termen pa vénstra sidan

9%v, N 0%, N 0%v, _Op
B 922 Oy? 022 or

0



Slutligen kan vi se att de partiella derivatorna av v, med avseende pa z och z maste
forsvinna, eftersom v, endast beror pa y. Vi far da den fullt forenklade ekvationen
v,  Op
a oy2  Or

Vi soker nu efter maxvérdet av v, sa vi loser ut v, och integrerar tva ganger med avseende
pay

u _10p
oy?  pox
dv, 10p
aT,‘w:ﬁ”cl (5)
1 9py?
v (y) = ;£%+C1y+02 (6)

dér ¢ och ¢y ar okdnda integrationskonstanter.

Nu behover vi nagra randvillkor for att komma vidare. Vi vet att fluidens hastighet precis
vid véiggen ar noll (ofta kallat no-slip condition pé engelska), si vi far villkoren.

ve(y=h/2)=0
ve(y=—h/2)=0

Anvinder nu randvillkoren i ekvation (6) for att bestdmma konstanterna ¢; och cy. Lésning
av ekvationssystemet ger

0

oy — 200
’T 8u Ox

C1

Inséttning tillbaka in i ekvation (6) ger

) h2op (42 1

v =——|=--

a\Y 2u0x \h? 4

Hittar maxpunkten genom att ta derivatan med avseende pa y och sitta lika med 0. Re-
sultatet ger att den maximala hastigheten vy max ges da y = 0. Alltsa:

h? Op
Uz, max = vm(o) = *@% (7)

Vi har nu néstan allt vi behover for att berdkna den maximala hastigheten, men vi vet

0
fortfarande inte vad tryckgradienten o har for viarde. Vi ska nu anvinda villkoret om

x
vorticitet vid den 6vre viggen for att ta reda pa virdet pa tryckgradienten.

For vorticiteten vet vi fran uppgiftsformuleringen att

Ov,  Ovy
oy 0z .
w=VXv= 08@;_%1;; =1 0 |s!
—10
ov,  Oug
or y



ov
Av derivatorna i parentesen ovan ar det endast 8773 som &r nollskild. Allts& har vi vid 6vre
Y

vaggen att
vy
%z — 105!
8:[] y=h/2
Inséttning i ekvation (5) ger
10
Lok g
wox 2
0
Loser ut 2L for att fa
Ox 9
P H -1
— == .20s
Jdr h °

Insdttning av numeriska virden h = 1 x 1072 m och u = 0.001 Pas ger

dp  0.001Pas

9P _ ZRTAS ohs 1 =20P
9z " Ix103m 208 0Pa/m

Slutligen kan vi sétta in detta véirde i ekvation (7), vilket ger

(1x 103 m)?

Vg max =

OBS! Har kan vi notera att maxhastigheten dr negativ (flodet gar at vénster), vilket innebéar
att riktningen pa hastighetsprofilen i figuren i uppgiftsformuleringen inte stdmmer.

0
Vill man gora en extra koll kan man se att P sy positiv, dvs. trycket kar ju mer at hoger

x
man gar. Floden som drivs av en tryckgradient gar fran hogt till lagt tryck, alltsd méaste

trycket minska ju ldngre i flédesriktningen vi gar. Att a—p ar positiv ar da konsekvent med
x

att flodet gar i negativ z-riktning.

Vart slutgiltiga svar blir d att maximala hastigheten ar 0.0025m/s at vénster.



Fraga 6

Figur 1: Figurkélla: Henrik Strom

e I denna uppgift kan vi anvinda ekvationen i formelsamlingen for termisk expansion.

€ = 6mek =+ eterm _ % 4 ozAT (8)

e For att f& den totala deformationen ¢ kan vi anvinda ekvationen

_ 0
€= —

L

fran formelbladet. € star for medeltdjning, i detta fall vart e. Loser vi ut d far vi

d=eL (9)

e Vi har tva olika langa stdnger som vill expandera olika mycket nar temperaturen éndras.
Vi vet dock att vagnen inte deformeras, sa sténgerna tvingas expandera exakt lika mycket.
Priset vi betalar for detta extra krav &dr att stdngerna kommer att borja uppleva viss
spanning. Kravet pa lika expansion kan vi skriva som

01 = 02 (10)
dér §; ar den Gvre stangens expansion och &, géller for den undre stangen.

3L
e Om vi sétter in ekvation (9) i ekvation (10) far vi, med respektive langder - och L, att

3L
€1 - = e L

3
561 = €2 (11)

e Om vi nu tar hjélp av ekvation (8) far vi

3 g1 _0'2
§(E+aAT) = T +aAT

10



e Spénning o ar kraft delat pa tvdrsnittsarea, dvs.

Aven denna ekvation kommer fran formelbladet.

Inséttning av det hir i ekvation (11) ger

3 N No
2 AT) = 22 4 aAT
2<4AE+a ) Ap T

Fran kraftjamvikt pa vagnen far vi att

(13)

Ny =—N, (14)

Vi har nu ett ekvationssystem av ekvationerna (13) och (14), alltsa

3 Ny No
2 AT) = 22 4 aAT
2<4AE+a ) ag T

Ny =—N,

Losning av ekvationssystemet ger stangkrafterna

Nl = 7iAEC¥AT
11

\ (15)

Vi kan nu anvinda ekvation (9) for nigon av stingerna for att fa fram vart slutliga §. Om
vi anvénder vérdena for den 6vre stangen far vi att

3L
Pmay
g1 3L
= (2 AT) el
o (E +a 5
I e Ny o, . 4 e e .
dédr vi ska sitta in o9 = 1A fran ekvation (12), och Ny = —HAEO(AT fran 16sningen i
(15).

e Forenkling av detta uttryck ger da den resulterande horisontalforskjutningen av vagnen

_ 15LaAT
- 11

4]

vilket ar vart svar.

11



b)

Har f6ljande ekvation for vridning av en axel fran Physics Handbook

ML

0= GK,

(16)

dér © &r rotationsvinkeln, M, &r vridmoment, L &r axelns lingd, G &r skjuvmodulen och
K, &r vridstyvhetens tvérsnittsfaktor.

Fran Physics Handbook far vi dven uttrycken for K,. For den inre solida axeln géller att

D4 rd
K=" =% (17)

dér D betecknar diameter. For det tunnviggade yttre roret har vi

TR*

Ky, =21R% = o

(18)

. R
dar t = 20"
Eftersom bade axeln och roret ar fastsatta i samma, solida, viggar har vi att vridnings-
vinklarna é&r lika, dvs. ©; = ©,, dir index ¢ refererar till den inre axeln och y refererar till
den yttre. Eftersom bada har samma rotationsvinkel kan vi stélla upp en likhet med hjalp
av ekvation (16) s& att vi har

M,L M,L
GK,;, GK,,

(19)

Axeln och roéret ar tillverkade av samma material, s L och G samma fér bada. Enligt

R
uppgiften ska vi nu bestdmma — s& att de &ven har samma M,. Vart villkor blir da att
r

M, ar samma for bada, och — blir var okdnda variabel.
r

Om vi kollar pa ekvation (19) kan vi d& dividera bort M,, L och G pa bada sidor (eftersom
de &r lika). Kvar far vi da

K’u,i = Kv,y

Inséttning av uttryck for dessa variabler (ekvationerna (17) och (18)) ger

R
Loser ut — och far
r

vilket blir vart svar.

12



M
|
| =
0 L

Figur 2: Frildggning av ett segment av balken. R betecknar reaktionskraft fran stéden, M be-
tecknar bojmomentet, go dr en konstant belastning pa grund av balkens egna tyngd. Figur fran
tentatesen.

e Randvillkor for balken precis ovanfor stéden:

Trana =0
qL?
M:ana =
4712
dér T &r skjuvkraft och M &r bojmoment.
e Pa balken har vi den konstanta belastningen
a(x) = qo

som kommer fran balkens egna tyngd.
e Enligt uppgiftsformuleringen kan vi gora antagandet att

dw

—— =0

dx
vid balkens stodpunkter. Variabeln w(x) betecknar hir balkens transversalférskjutning, si

antagandet innebar att balken ligger helt horisontellt utan rotation. Detta kan ses som
motsvarigheten till att balken &r fast inspénd i en vigg.

e Vi borjar med att anvdnda oss av kraftjamvikt for att bestdmma storleken pa alla ingéende
krafter. I figur 2 kan vi identifiera tre olika krafter, tva uppatriktade krafter som kommer
fran stottorna, samt en jamnt fordelad nedatriktad kraft som kommer fran balkens egen
tyngd. Vi kan med symmetriargument komma fram till att bada stottorna bidrar med
samma reaktionskraft R.

e For att fa kraftjimvikt méaste de upp- och nedétriktade krafterna balansera ut varandra,

sa
2R = C]()L

13



Hogerledet kommer fréan att vi har kraften gy per langdenhet, ganger lingden L, vilket ger
den totala kraften pé hela balken. Fran denna ekvation kan vi 16sa ut R for att fa

_ oL

R
2

e P& motsvarande sitt kan vi anvianda oss av momentjamvikt kring nagon punkt x ldngs med
balken, se figur 3

Cwithas T
YLy, TH
n, Gl ww
£

\

R

-+ —p X
=) x

Figur 3: Frildggning av ett litet segment av balken. Figurkélla: Henrik Strém

e Precis i kanten har vi enligt randvillkoret

_ qol?

M;ana = M(0) o

Vi far &ven momentbidrag fran stéttans reaktionskraft

qoLx
2

Mststta = —Rx =

Slutligen far vi ett momentbidrag fran den fordelade belastningen. Eftersom den &r utbredd
léngs med balken blir momentbidraget z-beroende.

T
Mtyngd (l‘) = q0$§
e Om vi sétter ssmman de hér bidragen far vi
@wl? qlzx T
M(.T) = Mrand + Mgtstea + Mtyngd = (:)[72 - 02 + QOZC§

S (v 20 )

14



e For att hitta punkten dar beloppet av momentet &r som storst deriverar vi och hittar

extrempunkten till M (z).
67M — £ + =0
or © 2 )=

e Denna extrempunkt ger momentet

L\ qoL? 3
M(Z) = 1-3+°
()% (1-5+3)

gl
Y

e OBS! hér maste vi vara forsiktiga med att dven kolla randpunkterna pa intervallet. Det
skulle kunna vara si att dessa har ett storre moment &n extrempunkten till M(x).

Eftersom vi har en andragradsekvation med extrempunkt i z = % vet vi att den ar sym-
metrisk pa bada sidor. Alltsad méste det gélla for randpunkterna att M (0) = M (L). Det
racker da att kolla en av dem: 2

q0
M(0) = 12
Detta &r till belopp storre é&n vad vi fick fran extrempunkten, alltsa dr bojmomentet storst
precis vid stottorna. Beloppet av vridmomentet blir

qoL?
12

|Mmax| =
e Vart svar blir da att snittmomentet ar
qoL? x z\2
M(z) = 1-6% 4+6 (—)
@) =" ( RN )

qoL?
12

och det till belopp storsta momentet ar | Mpax| =

15



