MODELLTENTA 1
Tentamen MMS260 Kontinuummekanik

Tid: 2 juni 2023 kl 08:30-12:30
Larare: Henrik Strom (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Tillatna hjélpmedel: Till tentamen far man medfora ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som Onskas. I 6vrigt ar foljande hjalpmedel tillatna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordbdcker), samt mi-
nirdknare med tomt minne och matematisk handbocker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Réknare som anvinds som hjalpmedel vid tenta-
men far inte ha tradlos anslutningsmojlighet till internet. I formelsamlingar
far endast indexeringar goras. Om det forekommer tryckfel i de tillatna i
hjalpmedlen far handskrivna rittelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte dr godkanda hjialpmedel, skall vara avstiangda och far
inte medforas till skrivplatsen.

Larare besoker salen: ca kl 09:30 och kIl 11:30

OBS! Notera att uppgifterna inte ar ordnade efter svarighetsgrad.

Réattning: Resultatet anslas senast den 23:e juni 2023 i Canvas. Det kan ocksa
ses 1 Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss férdréjning). Instruk-
tioner for tentamensgranskning publiceras tillsammans med tentamensresul-
tatet.

Betygsgréinser: Podngantalet for korrekt besvarad/16st uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgréinser for tentamen &r:
Betyg U < 20p ; 20p < Betyg 3 < 30p ; 30p < Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 > 40p.

LYCKA TILL!



1. Grundldggande begrepp  (5p)

Identifiera (namnge) de grundlédggande begrepp - ur listan i rutan pa nésta
sida - som beskrivs nedan i (a)-(g):

a)

Spanningstensor som karaktériserar nuvarande kraft per enhet defor-
merad area

Tensor som karaktériserar tojningen i den linjériserade beskrivningen
av en elastisk solid

Materialegenskap som karaktériserar en fluids formaga att motsta de-
formation genom skjuvning

Fjarde ordningens tensor som relaterar t6jning till spanning i en tredi-
mensionell generalisering av Hookes lag

Skaldr variabel som representerar den energiméngd (per tid och volym)
som omvandlas fran kinetisk (mekanisk) energi till inre energi (virme)



deformationsgradienttensorn, F
forflyttningsgradienttensorn, H

vanstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
hogra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C

hastighetsgradienttensorn, L

symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D /Dt

Eulerska t6jningstensorn, e

Lagrangeska tojningstensorn, E

infinitesimala t6jningstensorn, €

Cauchys spéanningstensor, o

forsta Piola-Kirchoff spéanningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spdnningstensorn, S
hastighetsvektorn, v

forflyttningsvektorn, u

varmefluxvektorn, q

spanningsvektorn, t

Cauchys hogra tojningstensor, U

Cauchys vinstra tojningstensor, V
rotationstensorn, R

deformationsmappningen, x

temperaturen, T’

trycket, p

skjuvspéanningstensorn, T
dissipationsfunktionen, ®

viskositeten,

densiteten, p

Youngs modul, £

Poissonration, v

skjuvmodulen, G

varmekonduktiviteten, k

specifika virmekapaciteten (vid konstant tryck), ¢,
bulkmodulen,




2. Teori  (12p)

a) Om vi definierar A™' = vm-B~'m, dir B #r den vinstra Cauchy-
Green deformationstensorn och m dr en enhetsvektor i den nuvarande
konfigurationen, vad representerar da A\? (m utgar fran samma punkt
x i vilken man bestimt B~1).

b) Ten generalisering av Newtons andra lag till deformerbara media behéver
man bestdmma ytkrafternas bidrag till nettokraften. Genom att tillimpa
Cauchys spanningsformel erhaller man da ytintegralen | 5,01 da. Forklara
hur denna ytintegral kan skrivas om till en volymintegral 6ver s och
ange hur denna volymintegral ser ut.

¢) Ange for var och en av foljande fyra matematiska operationer huruvida
resultatet &dr en skaldr, en vektor eller en andra ordningens tensor! I
dessa exempel representerar v en vektor och S en andra ordningens
tensor.

V.V
B Vi
mV-S
m Vv
d) Figuren nedan illustrerar schematiskt vilken belastning P som kréavs for
att astadkomma en forlangning A/ av en provkropp i ett matieralprov.
I vilken del av detta diagram géller den linjéra elasticitetsteorin? Om
man applicerar en tillrackligt hog belastning (och sedan tar bort den)

kan man traversera OABC i figuren; i ett sadant scenario atervinder
man inte till O vid P = 0 utan hamnar i C. Vad innebéar detta?



e)

o ey ]

C

Fenomenet drag crisis karaktéiriseras av en kraftig minskning av den
dimensionslésa kraften (Cp = F/pU%L?) vid endast en liten dkning
av Reynolds tal (Re = pUL/u), i omradet kring Re =~ 3 - 10° for
stromning runt en cylinder. Innan detta fenomen intréffar finns ett
relativt stort omrade, 2-10* < Re < 1-10°, diar Cp ér relativt konstant
(Cp =~ 1.2) enligt experimentella undersskningar. Om man befinner sig
i detta omrade av konstant C'p och 6kar Re i sma steg genom att dka
hastigheten (6vriga parametrar halles konstanta), hur kommer da den
dimensionsbéarande kraften (i Newton) fordndras?

Hur kan Reynolds-medelvérderade Navier-Stokes (RANS) ekvationer
hérledas fran Navier-Stokes ekvationer? OBS: Du behover inte utfora
hérledningen, bara forklara vilka de tva viktigaste stegen ar.



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Spanningstensorn o i ett (x1, x9, 23)-system har foljande utseende:

129 0
c]=19 —-12 0| MPa
0 0 ©6

Identifiera de huvudsakliga spanningarna, det plan som &r associerat med den
maximala huvudsakliga spdnningen samt den maximala skjuvspédnningen.

Ledning: For tensorn o definierad ovan géller (med godtagbar numerisk nog-
grannhet) att invarianterna I, = tro = 6, I, = 5 [(tr o)’ —tr (0?)] =
—225, och I3 = |o| = —1350, samt att egenvirdena dr A; = 15, \y = —15,
A3 = 6 och egenvektorerna x™") = {0.949, 0.316, 0}, x® = {—0.316,0.949, 0},
och x® = {0,0,1}.



4. Elasticitetsproblem  (5p)

Betrakta en balk vars tvérsnitt definieras av —h/2 < x5 < h/2 och —b/2 <
x3 < b/2 och vars lingd definieras av 0 < x; < ¢ (se figur nedan). Ori-
go for koordinatsystemet &dr placerat i mitten av det vanstra tvarsnittet vid
x; = 0. Pa rdnderna vid z, = +h/2 &r spdnningen noll. Pa randen vid
x1 = 0 finns en nedatriktad palagd kraft P. Den hogra dnden &r fixerad
sa att uy = uy = 22 = 0 vid (21,73) = (£,0). Plattans bojmotstand &r

o1
I =bh?/12.

X2 Xp

biz|bre| ¢

h/2 h/2
X3 Xy
h2 hz

Om balken &r tunn (b liten jamfort med 6vriga dimensioner) kan den beskri-
vas som en platta, och situationen kan approximativt beskrivas av:

Pom () (1) 0
_ 2
1= (% - 3) 0 0
0 0 0
%(0'11 —1/022) %(1+U)012 O
[6] = %(1"‘1/) 0192 %((722 —VO'H) 0
0 0 —% (0'11 + 022>

Verifiera att nedanstaende forflyttningsféilt dr en 16sning till problemet ovan:

Pxziry  vPxd  Pad N Pxy (R\? b 4
U — - — To+c
Y"2FI U 6EI 6ul | 2ul \2 e
vPryzi Px}

SEI 6Bl ites

(Notera att da plattan dr tunn &r es3 ej av intresse och us kan negligeras).

U =



5. Stromningsproblem  (7p)

Ett horisontellt (mycket langt) ror &r placerat inuti ett storre (lika langt)
ror. I mellanrummet mellan de tva roren strommar vatten som drivs av en
konstant tryckgradient (se figur for skiss av stromningsprofilen mellan réren).
Temperaturen ar 5°C och Reynolds tal dr sadant att stromningen &r laminér.
Bestém storleken pa den kraft som stromningen orsakar pa det inre roret (per
enhetsliangd). Tryckgradienten &r -30 Pa/m. Utga fran Navier-Stokes ekva-
tioner nir du tar fram ditt svar.

[ LN et

N
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Materialdata:
Vatten 5°C: p = 1000 kg/m3, u = 0.0015 Pa,s

Geometridata:
Radiellt avstand fran centrumlinjen (z) till inre rérets yttersida: 5 mm
Radiellt avstand fran centrumlinjen (z) till yttre rorets innersida: 7 mm



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a) En pelare av ett linjéart elastiskt material, med
elasticitetsmodul E och densitet p, har langd L
i odeformerat tillstand och en linjart varierande
tvirsnittsyta A(z) = A (2 —x/L). Pelaren mon-
teras vertikalt mellan tva stela stod enligt figuren.
Bestdm normalkraften N(z) da pelaren belastas
av sin egentyngd pg (kraft/volym). (5p)

b) En axelkonstruktion bestar av tva delar, vardera med lingd L. Den
véanstra halvan har ett massivt cirkulért tvérsnitt med radie 2R; hoger
del utgors av ett tunnvéggigt ror, medeleradie 2R och godstjocklek
h = R/16, samt av en centralt placerad cirkulér massiv axel med radie
R. De tva delarna i den hogra halvan dr i axeldnden sammanfogade
med en skiva som kan betraktas som stel. Axelmaterialet &ar linjart
elastiskt med skjuvmodul G. Bestdm hur det inre vridmomentet M, i
den tunnviggiga rordelen till hoger forhaller sig till det palagda vrid-
momentet 7. (3p)

\Lh' = R/16 Stel
2R /]\
‘ il
- = — - — . — L —
L L

c) En dubbelsidigt fast inspdnd balk, tillverkad av ett linjart elastiskt
material, har konstant bojstyvhet EI och lingd L. Den belastas av
en utbredd last med intensitet ¢(z) = 2¢gox/L (kraft/lingd). Bestdm
balkens transversalforskjutning w(z). (2p)



—L/2
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7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

Kommunalt vatten till villor eller flerfamiljshus levereras normalt vid
ett bestdmt tryck. Vid val av duschmunstycke finns i detaljhandeln ett
stort antal modeller som utlovar en reduktion av vattenflodet pa upp
till 35-50% 1 syfte att minska vattenforbrukningen. Forklara hur det
ar mojligt att designa ett duschmunstycke som utifran ser likadant ut
som ett konventionellt munstycke men som vid anvéndning férbrukar
sa mycket mindre vatten! (2p)

Tva identiska glas star bredvid varandra pa ett bord. Ett glas &r till
héilften fyllt med kvicksilver (p = 13500 kg/m?, u = 1.5 - 1072 Pa,s),
till resten med vatten (p = 998 kg/m?3, y = 1.0- 1073 Pa,s). Det andra
glaset innehaller hilften vatten och resten matolja (p = 932 kg/m?,
pu=1.0-10"2 Pa,s). I vilket glas ir trycket pa botten hégst? Motivera
ditt svar! (2p)

En flygkonstruktion som ska flyga i 60 m/s vid atmosfiarstryck och
rumstemperatur (p = 1.2 kg/m?, = 1.8-107° Pa,s) har ett vingspann
pa 24.38 m. Man vill understka en nedskalad modell i en kryogen vind-
tunnel dér fluiden ar kvéivgas vid ett tryck av 5 atm och en temperatur
pa 183 K, sa att u = 1.2-107° Pa,s och p = 7.6 kg/m3. Ingenjérerna har
valt att anvénda hastigheten 48.5 m/s i vindtunneln. Vilket vingspann
maste modellen ha for att uppfylla dynamisk likhet? (3p)

11



Formelsamling

Matematik
s ar skaldr, v ar vektor, A dr andra ordningens tensor
Jacobis formel
A
idet A =det A tr d—A*1
dr dr
Symmetriska och antisymmetriska tensorer
A=AS+A*=1(A+AT)+;(A-AT)
AS symmetrisk: A = AT A;; = A

AA anti—symmetrisk: A = —AT, AZ] =-A A11 = A22 = A33 =0

jis
Deviatorisk (avvikande) tensor

A=A —11tr (A)

tr A’=10

Identitetstensor

1=

O O =

00
10
0 1
trA=A:1

Divergensteoremet

fﬁV-Adv:faﬁA-ﬁda

12



Kinematik
Definitioner

X = xo(M), x = x(M), x = x4(X)
v M) Ov(M,1)

ot ot
o= $<M7 t) = QE(X, t) = é(xv t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

ain)

6t M = fix

Do _ M\

Dt ot X fx
0(x,t) -

D‘ gt +V¢-‘;

v v v
Sor e T VI VY
trL=V- v
LZZ—V=D+W,D=%(L+LT)7W:%(L_LT)

X

Forflyttning och deformation

u=x—X
po 9 _ oxi(X)
- 9X X
ou
H=5%

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J=det F = |F|

13



dx =F -dX
dan=F#JdA-N=JF T.dAN
dv = JdV
Tojning
F=R-U=V:-R
C=U2=FT.F
B=V2=F.FT

1

E:§(C—I)
e:%(I—Bl)

Spanningar

Spanningsvektorer
Af(n)
Aa
t=1t,, +t,s=(t-n)n+nx(txn)

tnn = (t . n)n, tnn =t-n= t,nz = Uijninj

tns =t - tnna ‘tns’ = Zfns Y ’t|2 - t%n

Vo
Vol

Cauchys lemma

n=

14



t(x,t,—n) = —t(x,t,n)
Cauchys spanningsformel

t(n) =0 -n

t o1 012 013 ny
to p = |021 022 023 N2
te 031 032 033| (N3

Cauchys spdnningstensor

oc=o0" 05=0j

L =tr [o] =0y

I =% [(tr [0])? = tr ([0]")] = (005 — 03j05)
I3 =|o|

Piola-Kirchoffs spanningstensorer

TdA=P -NdA=tda=o0-1da

P:JO'-F_T,O':%P~FT
dF =S -dA

1
S:Ffl-P:JFfl-a-F*T,a:jF-SFT
Mekaniklagar
Massa

m= [gdm = [_pdV = [ pdv

15



Dm
ZT 0
Dt

po = pJ

Massbalans - integral form for referenskonfigurationen

D
— [ podV =0
D Jra P0

Massbalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D
D [ pdv =0
Massbalans - lokal form for referenskonfigurationen

9o

=0
ot

Massbalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dp
i V-v=0
Dt—i—p \Y%

Reynolds transportteorem

D 0 .
EprF dv = &fﬂpF dv+ [, pFv-nda
Rorelsemingd

P=[zdP = [ pvdv

H? = [31, x dP = [ 1, X pv dv
DP

“ _F
Dt
D o
H
Dt

F=Fp+Fg= [ pb dv—l—faﬁt da

16



M? =M% + Mg = [ 1, x pb dv+ [, 1, %t da
Rorelsemdngdsbalanser - integral form for referenskonfigurationen
82

u ~
ffﬁo poﬁdv = fK/O p()b dV + fano P-NdA

Dﬂtf"io r, x pvdV = [ 1, x pb dV + [ 1, Xt dA

Rorelsemdngdsbalanser - integral form for nuvarande konfigurationen

%fﬁpvdv:fﬁpb dv+ [, .t da
%fﬁroxpvdv:fﬁropr dv+ [, ro Xt da

Rorelsemdingdsbalanser - lokal form for referenskonfigurationen

9*u

P b =pj—
Vo P+ po PO g

P-F'=F.P"

Rorelsemdngdsbalanser - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dv
V- b=p—
P PDi
o' =0
Energ:

D
K:%fnpv-vdv,U:fHedv
W:fﬂpb-vdv—l—faﬁt-vda, Qh:—fanﬂ-qda—i-fnprhdv

Energibalans - integral form for nuvarande konfigurationen

17



Js (p D

De

—U:D+V~q—prh)dv:()

Energibalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

De
PDi

=0:D-V.-q+prm

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

oc=C:e€

{o} =[Cl{e} {e} = [S]{c}, e=8:0,S=C"

Isotrop elastisk solid

o=2ne+Atr (€) I=r tr e I+ 2uel®

G- FE B vE
A=+ " T A+ -2)
011 ) 1 —v v
099 v 1—v
o33 | E v v
o (I+v)(1-2v)| O 0
013 0 0
012 | 0 0
K=A+2u/3
€=Ltrel+ el

3

Newtonsk fluid, inkompressibel strémmning

oc=-pl+71

T =2uD

18

(1-v)E
1+ v)(1—2v)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
—2211 0 O
0 =2 0
0 0 1-2

€11

€22

€33
2623
2613

K2612)




D=1[Vv+ (Vv)T]

o dv, _ dy,
TU T Ay T Py

Owiskds eller stillastaende fluid, alternativt rotationsfri stréomning
o= —pl

Fouriers lag

q = —k - VT (anisotropt medium)

q = —kVT (isotropt medium)

Linjiriserade elasticitetsproblem
Linjdriserade beskrivningen

E~1(H+H")

Q

o} (H4H)

(s )

€

Tojning-forflyttning

e=3 [Vu+ (Vu)T]

19



Oy 1 Oy n % 1 O, n ou,
Ox 2\ oy O 2\ 9z O
ou ou ou ou ou
_ |12y x i) 122y ad
=1 Ox + oy oy 2\ 0z * oy
1 Oy N ou, 1 % N Ou, Ou,
12\ 0z Oz ) ?*\ 0z Oy 0z ]
Rorelselagar
0*u
V.o +pf = ey
00yy 00y N 00, pofs = 9%u,
dr | oy | 0z PV T P
Doy, Doy, Doy, D%y
ox Jy + 0z *pofy = po ot?
D0, 0oy N 00, pof = 0%u,
ox oy 5. | )= T P
do,r 100, Oo,, 1 9%u,

ar +; 89 az +;(0-7‘T‘_0_99)+p0f1”:pow

dog,  100¢g Doy, = 09 — Or b opofs = 0%ug
or r 00 0z T Pote = Po ot?
0o, 100, 0o, n fo f ot f 0%u,
o ' r o0 | 0.  p  OTIETP0p

Kompatibilitet
Vx(Vxe) =0

Lamé-Naviers ekvationer

92
UV (VY 0) + pof = po
Michells ekvationer

L Yvtro)=-— o

Vo +
14+v —v

(V- £) 1= po [VE+ (V6)7]

Beltramis ekvationer

20



1
2 — t pu—
Vio + 1+VV[V( ro)=0
Plantdjningsproblem - jamuikt

O E 1—v v 0 €
= 1-— 0
Wl T Al -2) | o Y oy

Oy

€xz = €yz = €z = 0

004, Oogy

ox dy =0
0oy Ooy, B
ox dy =0

Planspinningsproblem - jimuvikt

Oz g |1V €xs

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy
1—v? (1-v)

Oy 0 0 == 264y

=0
e 0 )
Oy Tyy _
g "oy THT
Stromningsproblem

Inkompressibel stromning, Newtonsk fluid

V-v=0
9 ov
uVv —=Vp+pf =p E—FV'VV
8vm+%+8vz_
oxr 0Oy 0z

82vz+82v$+32vm —@—i— £ = 8vz+vc%m+vavz+08vm
a oz PP\ e T ey T ey T,

21



062 00
avr_|_ %+%6vr_v_§+ %

p ot Ur or 00 r 0z
i 1 821]9 (%T 1 0

“5?&5ﬂ%0+_(am+2%)+aﬁ ~ g9 TPl

Ovg Ovg  vpOvg UV Ovg

= _— UT’_ _——

(10 [ Ov, N i@%z N 0%*v, op
I r2 002 022
B (802 ov, vy 0v, 81},9)

0 (10 1 (0%, 0 v, 0
1% _(__(TUT))+T_2( - _2ﬁ>+ - __f—f_pfr

o "ar T a0 T an
Hydrostatik
op _ Op 0 Op

Owy 0wy Oxs Y

Viarmetransportproblem

DT
Py = V- (kVT) + pry,

o 0T 9L O L (2L, 0T 0T
ot ar oy T%a: ) T\ 02 T ez T a2 ) TP

1D-problem

2 2
p v P ov
e—l——+—+gz> (pQ) ot — <e+——|——+gz> (pQ);,
( P 2 out ‘ P 2 in
- shaft T Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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é=7:D
v, 2 v, 2 ov, 2
q’”“[(@x) (&) (%)

c%x_i_% 2+ avx+8vz 2+ %4_81& 2
oy Oz Jz  Ox Jz Oy

Boussinesq approximation

+ g

p=po— Bpo(T —Tp)
Termisk expansion
e = o AT

o
6:Emek_i_‘gterm: ——|-05AT
E

Approximativa l6sningar: solider
Stang

N=P,é=0/L,c =FE¢, N=0A

Pl EAT1 -1 [us
Pl T L -1 1w

Stangens differentialekvation

du du du
EZ%,U:E%,N:EA%

d du
-——|(FA— ) =K,A
dx ( dx)

Azel




My GK, |1 -1 o
M5 L -1 1 w5
K, = 27r3h (tunnviggigt tvirsnitt)
K, = n(b* — a)/2 (tjockviggigt tvirsnitt)

Axelns differentialekvation

d dy
—_ K,—/ v =
dz (G dx) te =9
Balk
dN dr dM d*M
—_— KZ.A:O,_ :Oj_:T7 =
dx + dx +a dx dx? T
dw 8”1: dzw d2w
@ T g d P = B M= -
L= [,2*dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

%;(E@g%§2>=q@)

Approximativa l6sningar: fluider

Bernoullis ekvation

v? P

) + gz + = = constant (utan forluster)

U% y41 U% P2

— + 2+ — ==+ 2+ — + hy (med forluster)
29 pg 29 pg

Turbulens

24



Kolmogorovs skalor

3\ 1/4 1/2
P —

e e

Reynoldsdekomponering

v=v+V,p=p+yp

V= 2 vdt = (v)

ty—t /0

(Vy=(v—-v)=v—-v=0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

V-v=0

Dv

V- (=pI+2uD - p{v'@V)) =P 5

25
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