Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
Tid: 6 oktober 2023 kl 08:30-12:30
Larare: Henrik Strém (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Tillatna hjélpmedel: Till tentamen far man medfora ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som Onskas. I 6vrigt ar foljande hjalpmedel tillatna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordbdcker), samt mi-
nirdknare med tomt minne och matematisk handbocker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Réknare som anvinds som hjalpmedel vid tenta-
men far inte ha tradlos anslutningsmojlighet till internet. I formelsamlingar
far endast indexeringar goras. Om det forekommer tryckfel i de tillatna i
hjalpmedlen far handskrivna rittelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte dr godkanda hjialpmedel, skall vara avstiangda och far
inte medforas till skrivplatsen.

Larare besoker salen: ca kl 09:30 och kIl 11:30

OBS! Notera att uppgifterna inte ar ordnade efter svarighetsgrad.

Réattning: Resultatet anslas senast den 27:e oktober 2023 i Canvas. Det kan
ocksa ses i Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss fordréjning). In-
struktioner for tentamensgranskning publiceras tillsammans med tentamens-
resultatet.

Betygsgréinser: Podngantalet for korrekt besvarad/16st uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgréinser for tentamen &r:
Betyg U < 20p ; 20p < Betyg 3 < 30p ; 30p < Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 > 40p.

LYCKA TILL!



1. Grundldggande begrepp  (5p)

Identifiera (namnge) de grundlédggande begrepp - ur listan i rutan pa nésta
sida - som beskrivs nedan i (a)-(g):

a)

Vektor som karaktériserar virmeflode per enhetsarea och enhetstid och
ofta berdknas via Fouriers lag

Vektor som karaktériserar makroskopisk medelhastighet hos material-
partiklarna i en punkt

Spéanningstensor som karaktariserar nuvarande kraft per enhet odefor-
merad area

Tensor som tar ett materiallinjeelement pa referenskonfigurationen och
mappar det till den nuvarande konfigurationen

Materialegenskap som karaktériserar materialstyvhet som kvoten mel-
lan skjuvspanning och skjuvtéjning



deformationsgradienttensorn, F
forflyttningsgradienttensorn, H

vanstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
hogra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C

hastighetsgradienttensorn, L

symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D /Dt

Eulerska t6jningstensorn, e

Lagrangeska tojningstensorn, E

infinitesimala t6jningstensorn, €

Cauchys spéanningstensor, o

forsta Piola-Kirchoff spéanningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spdnningstensorn, S
hastighetsvektorn, v

forflyttningsvektorn, u

varmefluxvektorn, q

spanningsvektorn, t

Cauchys hogra tojningstensor, U

Cauchys vinstra tojningstensor, V
rotationstensorn, R

deformationsmappningen, x

temperaturen, T’

trycket, p

skjuvspéanningstensorn, T
dissipationsfunktionen, ®

viskositeten,

densiteten, p

Youngs modul, £

Poissonration, v

skjuvmodulen, G

varmekonduktiviteten, k

specifika virmekapaciteten (vid konstant tryck), ¢,
bulkmodulen,




2. Teori  (12p)

a)

d)

Visa hur den integrala formen av den linjira rorelseméngdsbalansen for

D
den nuvarande konfigurationen <E [ pvdv= [ pbdv+ [, t da)kan

D
omformuleras till den lokala formen (V - o + pb = pF\t/)

En materialmodell fér en Newtonsk fluid som strommar inkompres-
sibelt kan till exempel hérledas via enklast mojliga analogi med en
elastisk solid. Bidraget x tr € I till o ersétts da med —pl. Vad ar x och
vad dr p i dessa uttryck? Vad &r problematiskt med produkten s tr €
for ett inkompressibelt medium?

I figuren nedan visas en hastighetssignal i en punkt i ett turbulent flode
uppdelad i tre olika delar (u, @ och u'). Ange vilken del som hor till
vart och ett av de tre namnen som férekommer i figuren. I de sa kallade
RANS-ekvationerna ingar en term —p(u’ ® u’). Vad representerar den?

u, u 1
complete velocity
/7 time—averaged velocity

v ' p

fluctuating velocity

NP
b/

I den elastiska doménen av en tojnings-spanningskurva fran ett drag-
prov finns en unik relation mellan varje virde pa téjningen och mot-
svarande spanning i materialet. Hur ser den tredimensionella relationen
mellan o och € ut i denna domén? I mer komplexa fall kan en given
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tojning motsvaras av flera historiska spdnningsvirden inuti materia-
let. Skissa en sadan tojnings-spanningskurva och forklara hur den kan
uppkommal

Fenomenet kaos upptécktes av Edward Lorenz ndr han gjorde dator-
baserade vaderberdkningar pa 1960-talets borjan. Lorenz testade att
starta en berdkning med data fran mitten av en tidigare kérning som
indata. I borjan gick det bra, men efter en stund boérjade kurvorna
skilja sig, forst lite, men sa smaningom fanns ingen likhet mellan den
nya och den gamla korningen. Efter mycket felsokning insag Lorenz att
det inte var fel pa berdkningarna, utan pa de data han hade skrivit in
manuellt, dar han bara angett tre decimaler. Noggrannare dn sa kunde
métningarna dnda inte goras. Han forvintade sig att sma dndringar i
indata skulle ge sma @ndringar i resultatet — men upptéckte alltsa att
sa inte var fallet. Forklara detta fenomen och ange speciellt vilken /vilka
termer i Navier-Stokes ekvationer som &ar orsaken!

Arbetet per tidsenhet som utfors pa ett volymelement for att dndra
dess volym och form (o : D) kan skrivas som summan av arbetet per
tidsenhet for att astadkomma volyméndring (—p(V - v)) och arbetet
per tidsenhet for att astadkomma formféréndring (7 : Vv). Utgor des-
sa tva bidrag reversibla eller irreversibla fordndringar av den specifika
inre energin? Den andra av de tva termerna har ett sirskilt namn. Vad
kallas den och vad syftar detta namn pa?



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)
Spanningarna i en elastisk kropp har i en punkt beréknats till

oy = —90 MPa, o, = —140 MPa, o, = —90 MPa
Tzy = 40 MPa, 7,, = 40 MPa, 7,, = —10 MPa

dér (z,vy, z) ar ett Cartesiskt hogersystem.

Bestam normal- och skjuvspédnning pa ytan, genom punkten, med normalen
n= ﬁ [1,0,—1]". Bestéim #ven det storsta trycket i punkten.

Ledning: Huvudspanningarna i punkten d&r —60 MPa, —80 MPa och —180
MPa.



4. Elasticitetsproblem  (5p)

Ett linjéart elastiskt material utsitts for en storning i form av en oandlig f6ljd
av sinusformade planvagor:

U = »ssin%r (r1 — crt),
Ug = 0,
Uz = 0

Denna rorelse kan tolkas som att varje materialpartikel genomgar en en-
kel harmonisk oscillation av (liten) amplitud e kring sitt naturliga tillstand.
Rorelsen &ar parallell mot e;-riktningen, och alla partiklar pa ett plan normalt
mot e; dr i samma fas av rérelsen vid varje givet 6gonblick.

Fashastigheten (hastigheten med vilken den sinusformade storningen av vaglingd
¢ ror sig i ej-riktningen) betecknas c¢r. Visa hur ¢ beror av mediets materi-
alegenskaper!



5. Stromningsproblem  (7p)

Betrakta fullt utvecklad, inkompressibel, laminér och stationdr stréomning
mellan tva parallella, odndliga och stillastaende plattor. Fluiden &r Newtonsk,
med densitet 1000 kg/m?® och viskositet 0.001 Pa,s. Avstandet mellan plat-
torna ar 2 mm. Gravitationens inverkan pa strémningen kan forsummas.

Om véggskjuvspdnningen (den tangentiella kraften per ytenhet som den
strommande fluiden utverkar pa viggarnas insida) &r 1 Pa, vad &r da hastig-

heten mitt mellan plattorna?

Utga fran Navier-Stokes ekvationer nar du loser uppgiften.



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a) En stang tillverkad av ett linjért elastiskt material (elasticitetsmodul

E) har langd L och ar fixerad i sin vénstra dnde. Stangen belastas med
en friktionslast med konstant intensitet (kraft/lingd) f utmed hela sin
langd. Bestdm stangens tvérsnittsarea A(x) sa att spanningen o(z)
varierar linjért mellan o(0) = fL/A vid inspanningen och o(L) = 0
vid den fria &nden. Ay dr tvérsnittsarean vid x = 0. (5p)

Bestdm hur mycket den stela skivan i bilden nedan roterar om den
utsitts for det vridande momentet M. Antag att tva cirkuldra ax-
lar med vridstyvhet GK, 1 och GK, 2 bada ar fista i stela viggen till
vanster och stela skivan till hoger. Antag att dessa axlars lingd ar L.

(5p)

4
<




7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

Ett duschmunstycke &r monterat pa en slang i en duschkabin i ett hyres-
hus dér vattnet levereras vid ett bestdmt tryck. En ingenjor vill spara
pa vatten pa sa sitt att ndr duschkranen dr pa max ska vattenflodet
ut genom duschmunstycket vara ldgre &n idag. Hur kan ingenjoren ga
tillvaga? Motivera ditt svar. (2p)

Om man antar att Bernoullis ekvation &ar giltig kan man hérleda att
hastigheten v med vilken en vattenstrale lamnar ett skarpt hal i si-
dan/botten av en tank fylld till ett djup h &r identisk med den has-
tighet som en vattendroppe skulle fa vid fritt fall fran hojden h. Gor
denna hérledning! (3p)

En ingenjor ska losa ett stromningsproblem numeriskt med hjélp av
computational fluid dynamics (CFD). Hen inser att den rumsupplésning
som kravs for att kunna beskriva &ven de minsta turbulenta virvlarna
i flodet ar sa pass kriavande att simuleringarna kommer att bli mycket
tunga. Gar det att via dimensionslosa tal skala om problemet sa att
simuleringen blir mindre kréavande? Varfor/varfor inte? (2p)
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Formelsamling

Matematik
s ar skaldr, v ar vektor, A dr andra ordningens tensor
Jacobis formel
A
idet A =det A tr d—A*1
dr dr
Symmetriska och antisymmetriska tensorer
A=AS+A*=1(A+AT)+;(A-AT)
AS symmetrisk: A = AT A;; = A

AA anti—symmetrisk: A = —AT, AZ] =-A A11 = A22 = A33 =0

jis
Deviatorisk (avvikande) tensor

A=A —11tr (A)

tr A’=10

Identitetstensor

1=

O O =

00
10
0 1
trA=A:1

Divergensteoremet

fﬁV-Adv:faﬁA-ﬁda
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Kinematik
Definitioner

X = xo(M), x = x(M), x = x4(X)
v M) Ov(M,1)

ot ot
o= $<M7 t) = QE(X, t) = é(xv t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

ain)

6t M = fix

Do _ M\

Dt ot X fx
0(x,t) -

D‘ gt +V¢-‘;

v v v
Sor e T VI VY
trL=V- v
LZZ—V=D+W,D=%(L+LT)7W:%(L_LT)

X

Forflyttning och deformation

u=x—X
po 9 _ oxi(X)
- 9X X
ou
H=5%

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J=det F = |F|
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dx =F -dX
dan=F#JdA-N=JF T.dAN
dv = JdV
Tojning
F=R-U=V:-R
C=U2=FT.F
B=V2=F.FT

1

E:§(C—I)
e:%(I—Bl)

Spanningar

Spanningsvektorer
Af(n)
Aa
t=1t,, +t,s=(t-n)n+nx(txn)

tnn = (t . n)n, tnn =t-n= t,nz = Uijninj

tns =t - tnna ‘tns’ = Zfns Y ’t|2 - t%n

(tns)max = % ()‘max - Amin)

Vo
Vol

n=
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Cauchys lemma
t(x,t,—n) = —t(x,t,n)
Cauchys spanningsformel

t(h) =010

ty 011 012 013 ny
to p = |021 022 0923 N9
te 031 032 033 ng

Cauchys spdnningstensor

o=0" 0,=0j

I =tr [o] =0y

L= 3 [(tr [0])? —tr ([0])] = $(0uoy; — 0305)
I3 = |o]

Piola-Kirchoffs spianningstensorer

TdA=P -NdA=tda=o0-1da

1
P:JU-F*T,U:t—]P-FT
dF =S -dA
1
S:F_I-P:JF_1~U~F_T,a:jF~SFT
Mekaniklagar
Massa
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m= [gdm= [ pdV = [ pdv

Dm
Z )
Dt
po = pJ

Massbalans - integral form for referenskonfigurationen

D
= [ podV =0
Di Jra 0

Massbalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D

— dv =0

Di P2

Massbalans - lokal form for referenskonfigurationen

dpo o
8t—0

Massbalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dp
=r v=0
Dt—i—pV \%

Reynolds transportteorem

D 0 .
th“pF dv = aprF dv+ [, pFv-nda
Rérelsemdingd

P=[zdP = [ pvdv

H? = [31, x dP = [ 1, X pv dv

DP

“LoF
Dt

DH’
Dt
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F=Fg+Fg4 :fmpb dv+f8nt da

M° =M% +Mg = [ r,xpbdv+ [, r,xtda

Roérelsemdingdsbalanser - integral form for referenskonfigurationen
0’u .

f"io pomdv = "/‘HO pob dV + f@/@o P-N dA

D

Ef"o r, X pvdV = fﬁo r, X pb dV+f8KO r, xtdA

Roérelsemdingdsbalanser - integral form fér nuvarande konfigurationen

%me=LWM+h;m
DﬂtfﬁroxdeU:erOXpb dv+ [, roxtda

Rorelsemdngdsbalanser - lokal form for referenskonfigurationen

J*u

Vo P+ pob = po oo
o F +po PO 5

P-FT=F.P"

Rorelsemdangdsbalanser - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dv
AV b=,p—
S 7
ol =0
Energi
Dok ruy=w4q
Dt a "

K:%fnpv~vdv,U:fnedv

W=/[ pb-vdv+ [, t-vda, Q,=— [, n-qda+ [ prpdv
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Energibalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D
fn(pi—a:D+V~q—prh)dv—O

Energibalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

De

pﬁt:a:D—V-quprh

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

c=C:e€

{o} =[Cl{e}, {e} = [S]{c}, e=S:0,S=C"
Isotrop elastisk solid

o=2pne+ \tr (€) I=r tr e I+ 2uel

E vE (1-v)E

=S A T A=) P T T —w)
(011 ) 1 —v v v 0 0 0

099 v 1—v v 0 0 0

o33 | E v v 1—v 0 0 0

o (A4+v)(1-2v)| O 0 0 =2 0 0

013 0 0 0 0 =& 0
\012’ | 0 0 0 0 0 1?;
K=A+2u/3

€= %tr €l + el
Newtonsk fluid, inkompressibel strémmning

o=-pl+71
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T =2uD

D=1[Vv+(Vv)T]

R
at  dy T Py

Qwiskos eller stillastaende fluid, alternativt rotationsfri stréomning
o= —pl

Fouriers lag

q = —k - VT (anisotropt medium)

q = —kVT (isotropt medium)

Linjiriserade elasticitetsproblem
Linjdriserade beskrivningen
B~ L (H+HY)

()

Q

e

()

€

Tojning-forflyttning

e=1[Vu+ (Vu)T]

1
2
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Oy 1 Oy n % 1 O, n ou,
Ox 2\ oy O 2\ 9z O
ou ou ou ou ou
_ |12y x i) 122y ad
=1 Ox + oy oy 2\ 0z * oy
1 Oy N ou, 1 % N Ou, Ou,
12\ 0z Oz ) ?*\ 0z Oy 0z ]
Rorelselagar
0*u
V.o +pf = ey
00yy 00y N 00, pofs = 9%u,
dr | oy | 0z PV T P
Doy, Doy, Doy, D%y
ox Jy + 0z *pofy = po ot?
D0, 0oy N 00, pof = 0%u,
ox oy 5. | )= T P
do,r 100, Oo,, 1 9%u,

ar +; 89 az +;(0-7‘T‘_0_99)+p0f1”:pow

dog,  100¢g Doy, = 09 — Or b opofs = 0%ug
or r 00 0z T Pote = Po ot?
0o, 100, 0o, n fo f ot f 0%u,
o ' r o0 | 0.  p  OTIETP0p

Kompatibilitet
Vx(Vxe) =0

Lamé-Naviers ekvationer

92
UV (VY 0) + pof = po
Michells ekvationer

L Yvtro)=-— o

Vo +
14+v —v

(V- £) 1= po [VE+ (V6)7]

Beltramis ekvationer
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1
2 — t pu—
Vio + 1+VV[V( ro)=0
Plantdjningsproblem - jamuikt

O E 1—v v 0 €
= 1-— 0
Wl T Al -2) | o Y oy

Oy

€xz = €yz = €z = 0

004, Oogy

ox dy =0
0oy Ooy, B
ox dy =0

Planspinningsproblem - jimuvikt

Oz g |1V €xs

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy
1—v? (1-v)

Oy 0 0 == 264y

=0
e 0 )
Oy Tyy _
g "oy THT
Stromningsproblem

Inkompressibel stromning, Newtonsk fluid

V-v=0
9 ov
uVv —=Vp+pf =p E—FV'VV
8vm+%+8vz_
oxr 0Oy 0z

82vz+82v$+32vm —@—i— £ = 8vz+vc%m+vavz+08vm
a oz PP\ e T ey T ey T,
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062 00
avr_|_ %+%6vr_v_§+ %

p ot Ur or 00 r 0z
i 1 821]9 (%T 1 0

“5?&5ﬂ%0+_(am+2%)+aﬁ ~ g9 TPl

Ovg Ovg  vpOvg UV Ovg

= _— UT’_ _——

(10 [ Ov, N i@%z N 0%*v, op
I r2 002 022
B (802 ov, vy 0v, 81},9)

0 (10 1 (0%, 0 v, 0
1% _(__(TUT))+T_2( - _2ﬁ>+ - __f—f_pfr

o "ar T a0 T an
Hydrostatik
op _ Op 0 Op

Owy 0wy Oxs Y

Viarmetransportproblem

DT
Py = V- (kVT) + pry,

A2 AP AL a2T+32T+82T
ot or oy T %8z ) T\ 02 T 9z T 022

1D-problem

)‘i‘q)‘f‘/)?”h

2 2
p v P ov
e—l——+—+gz> (pQ) ot — <e+——|——+gz> (pQ);,
( P 2 out ‘ P 2 in
- shaft T Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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c:D=—p(V-v)+7:Vv=—pV-v)+

v, 2 v, 2 ov, 2
q’”“[(@x) (&) (%)
avx+% 2+ 8@x+8vz 2+
dy ox 0z Ox

+ g

Boussinesq approximation
p=po— Bpo(T —Tp)
Termisk expansion

eerm = o AT

o
6:Emek_i_‘gterm: ——|-05AT
E

vy

0z

ov,
dy

)

Approximativa l6sningar: solider
Stang
N=P,é=0/L,c =FE¢, N=0A
A7 1A

Py L |—-1 1| |u§

Stangens differentialekvation

du du du
EZ%,U:E%,N:EA%

d du
-——|(FA— ) =K,A
dx ( dx)

Azel




My GK, |1 -1 o
M5 L -1 1 w5
K, = 27r3h (tunnviggigt tvirsnitt)
K, = n(b* — a)/2 (tjockviggigt tvirsnitt)

Axelns differentialekvation

d dy
—_ K,—/ v =
dz (G dx) te =9
Balk
dN dr dM d*M
—_— KZ.A:O,_ :Oj_:T7 =
dx + dx +a dx dx? T
dw 8”1: dzw d2w
@ T g d P = B M= -
L= [,2*dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

%;(E@g%§2>=q@)

Approximativa l6sningar: fluider

Bernoullis ekvation

v? P

) + gz + = = constant (utan forluster)

U% y41 U% P2

— + 2+ — ==+ 2+ — + hy (med forluster)
29 pg 29 pg

Turbulens
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Kolmogorovs skalor

3\ 1/4 1/2
P —

e e

Reynoldsdekomponering

v=v+V,p=p+yp

V= 2 vdt = (v)

ty—t /0

(Vy=(v—-v)=v—-v=0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

V-v=0

Dv

V- (=pI+2uD - p{v'@V)) =P 5
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Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
6 oktober 2023

LOSNINGSFORSLAG

1. Grundldggande begrepp  (5p)

a) varmefluxvektorn, q

b) hastighetsvektorn, v

c) forsta Piola-Kirchoff spanningstensorn, P
d) deformationsgradienttensorn, F

e) skjuvmodulen, G



2. Teori  (12p)

a)

Fér termen med materiederivatan: dv = JdV, [ — fﬁo, po = pJ, Ko
varierar ej i tid — flytta in D/Dt i integralen, po varierar ej i tid —
fytta ut ur D/Dt, ga tillbaka till k. For termen med spanningsvektorn:
Cauchys spanningsformel + divergensteoremet. Samla alla termer i en
f,{ som ar = 0. Val av k godtyckligt, alltsa dr integranden noll — lokala
formen.

k ar bulkmodulen (materialegenskap), p ar trycket (tillstandsvariabel).
For ett inkompressibelt medium géller att x — oo (det blir odndligt
svart att komprimera mediet) och tr € — 0 (volymforédndringen av
mediet blir oéndligt liten), sa att produkten k tr € ar illa definierad.
For ett inkompressibelt medium induceras alltid ett tryckfalt p som
garanterar att hastighetsfiltet dr (och forblir) divergensfritt.

u = complete velocity, u = time-averaged velocity, v’ = fluctuating
velocity. Termen —p(u’ ® u’) dr en ny ”spéanningstensor” (egentligen
harstammandes fran de icke-linjéra konvektiva termerna i N-S) vid
namn Reynoldsspanningarna och beskriver effekten av turbulens pa me-
delfdlten (dvs effekten av de ej upplosta fluktuationerna pa de upplosta
medelfilten).



d) o = C : €. Den vita linjen som sedan fortsétter i den streckade gula
linjen visar ett exempel pa det som efterfragas. Materialet belastas bor-
tanfor den elastiska doménen och en permanent deformation uppstar.
Spanningen i materialet dr da olika vid samma t6jning beroende pa om
det &r under 6kande eller minskande belastning.

e ef&
‘1(;‘-""' £{d

—

e) Den stora kénsligheten till sma variationer i initiallésning beror pa
att rorelselagen &r icke-linjar. De termer i N-S som &r ansvariga ar
p(v-Vv).

f) —p(V-v) ér ett reversibelt bidrag, 7 : Vv ar irreversibelt. 7 : Vv = @,
dissipationsfunktionen — syftar pa att den beskriver hur mekanisk ener-
gi dissiperas till varme.



3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Med givna data:

—90 40 10
0] = | 40 —140 40 | MPa
~10 40 —90

Cauchys spanningsformel ger t(n) = o - n, héir dr i = ﬁ [1,0,—1]" sa att
spanningsvektorn pa ytan med den givna normalen &r:
—90 40 -10 1 —80
[t] = — | 40 —140 40 0|l =—L1| 0 | MPa
VO |sg a0 —oo) [—1] V| so

Normalspanningen (projektionen av spanningsvektorn pa normalen): o =
n'.o =-80 MPa

Skjuvspanningen: 7 = \/|t|2 — 02 = 0 Mpa

Storsta trycket = minsta (storsta negativa) huvudspénningen — 180 MPa



4. Elasticitetsproblem  (5p)

Vi hittar ett samband mellan c¢; och materialegenskaperna genom att ta
fram en giltig rorelselag. Med givet forflyttningsfilt blir komponenterna i
tojningstensorn:

_ 2_71- 2_7T( — t)
€11 =€ 7 Cosg x1 —crt),

€29 = €23 = €19 = €13 = €33 = (.

Denna tojningstensor ger tre nollskilda komponenter i spanningstensorn:

2 2
o1 = (A +2u)er; = (A +2p)e (%) Ccos % (x1 —cpt),
2 2
092 — 033 — )\611 = Xe (%) COS Tﬂ- (Il - CLt).

Rorelselagen (inga volymkrafter) &r:

82% 80'2']'
PO —
at 3:10]-

vilket har ger:

27r22_27r or\? | 2
—poe | cLsm7(x1—th):—()\+2,u)5 i 51n7(x1—c,;t)

sa att:

()\+ 2u)2
C, =
Po




5. Stromningsproblem  (7p)

N-S i z-riktningen:

a2vx+82yx+620x _@_’_ I, = avx+v60x+vavx+vavx
F\or T a2 " 022 ) 0z PP \Tar T%ar T ey T %

Antag: laminért, inkompressibelt, Newtonsk fluid, stationért, férsumbar gra-
vitation, fullt utvecklad stromning. I sa fall:

v, Op
=5 = 7

oy or
Integrera tva ganger + tillimpa randvillkor: v, (y = +h) = 0, v,(y = —h) =0
for att bestamma integrationskonstanterna:

1 dp

_ & 2_h2
Qde(y )

Vg

Hastigheten mitt mellan plattorna:

h? dp

Bestdm g—ﬁ genom kunskap om véggskjuvspédnningen:

dvx’ dph
Tw = — = ——

a dy "\yp dx
dvs

dp Tuw

— = —— =1 P

P Y 000 Pa/m
sa att:

v(y =0)=0.5m/s

(Kontroll ger Rey, = 1000 sa antagande om laminér stromning stammer)



6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a) Givet &r att:

Stangens differentialekvation:

d du
—— |FA—| =
dx { d:c} /

Med 0 = Fe = E‘;—;‘ kan vi ocksa skriva:

d
0 oAl = f

Inséttning:

dA 1 Ay
4 A =
dm+ (:{;—L) x—L

Losningen har formen:

_A()I—i—c

A(x) p—

dér C' bestdmmes ur randvillkoret A(0) = Ay — C = —AL. Saledes
ar svaret A(x) = Ag (konstant).



b) Frildgg + jmv:

' II.||'j { lII.Illz II.||'j ¥ lII.Illg ] stel M

- . — |

S
Il

—Ml—M2+M:O

De konstitutitiva ekvationerna for axeldelarna ger:

- GKv,l
L

- GKv,Q

p1(L), My = 7 pa(L)

M,
Rotationen maste dock vara lika for bada axeldelarna:

©1(L) = p2(L)
varfor vi har:

K,
M, = =21
YK,

som insatt 1 jmv ger:

MK, ; MK,

My=—"0 Npy= 02
! Kv,l + Kv,2 ? Kv,l + KU,2

Skivans rotation erhalles da som:

ML

L)=— "
901( ) G(Kv,l + Kv,Q



7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

Bernoullis ekvation med forluster: kan inte paverka tryckskillnaden eller
hojdskillnaden. Om uppstroms hastighet (reservoar) =~ 0 sa ges hastig-
het (och dérmed flode ut ur duschmunstycket) av forlusterna — oka
forlusterna genom t ex intern strypning.

Bernoullis ekvation utan forluster. Vattenytan: p & pyum, v = 0, z = h.
Utloppshalet: p & puim, v sokt, z = 0. Losning: v = /2gh. Vid fritt

1
fall: z(t) = z¢ + vot + 59252, v(t) = vo+ gt. Om z9 = 0, v9 = 0 sa
1
ar droppen vid x = h = §gt2 vid t = \/2h/g. Hastigheten ar da
v =g+/2h/g =+2gh, V.S.V.

Ekvationerna kan skrivas pa dimensionslos form. For varje givet virde

pa de relevanta dimensionslosa talen finns bara en 16sning. Denna l6sning
kan skalas till olika dimensionbédrande motsvarigheter, men dess kom-

plexitet och niva av detaljrikedom é&r fix. Det gar alltsa inte att skala

om problemet sa att simuleringen blir mindre kravande. Det &r den fy-

sik som ekvationerna beskriver som sétter ribban for vilken upplésning

som krévs.



