Tentamen MMS260 Kontinuummekanik
Tid: 24 augusti 2023 kl 14:00-18:00
Larare: Henrik Strém (mobil: 070-40 25 119, kontor: 031-772 13 60)

Tillatna hjélpmedel: Till tentamen far man medfora ett (dubbelsidigt) pap-
per med egna anteckningar. Dessa anteckningar kan vara handskrivna el-
ler datorskrivna, vilket som Onskas. I 6vrigt ar foljande hjalpmedel tillatna:
penna, radergummi, linjal och ordbok (ej elektroniska ordbdcker), samt mi-
nirdknare med tomt minne och matematisk handbocker (t ex Physics Hand-
book och/eller BETA). Réknare som anvinds som hjalpmedel vid tenta-
men far inte ha tradlos anslutningsmojlighet till internet. I formelsamlingar
far endast indexeringar goras. Om det forekommer tryckfel i de tillatna i
hjalpmedlen far handskrivna rittelser finnas. Mobiltelefoner och elektronisk
utrustning, som inte dr godkanda hjialpmedel, skall vara avstiangda och far
inte medforas till skrivplatsen.

Larare besoker salen: ca kl 15:00 och kI 17:00

OBS! Notera att uppgifterna inte ar ordnade efter svarighetsgrad.

Réattning: Resultatet anslas senast den 14:e september 2023 i Canvas. Det
kan ocksa ses 1 Studentportalen och Ladok (eventuellt med viss fordrjning).
Instruktioner for tentamensgranskning publiceras tillsammans med tenta-
mensresultatet.

Betygsgréinser: Podngantalet for korrekt besvarad/16st uppgift anges inom
parentes (p). Betygsgréinser for tentamen &r:
Betyg U < 20p ; 20p < Betyg 3 < 30p ; 30p < Betyg 4 < 40p ; Betyg 5 > 40p.

LYCKA TILL!



1. Grundldggande begrepp  (5p)

Identifiera (namnge) de grundlédggande begrepp - ur listan i rutan pa nésta
sida - som beskrivs nedan i (a)-(g):

a) Andra ordningens tensor som samlar alla de partiella derivatorna av
hastighetskomponenterna med avseende pa koordinatriktningarna

b) Materialegenskap som karaktériserar férhallandet mellan applicerad
spanning vid ren striackning eller kompression till den uppkomna tojningen
for ett linjart elastiskt material

¢) Spanningstensor som karaktériserar nuvarande kraft per enhet defor-
merad area

d) Den symmetriska delen av forflyttningsgradienttensorn

e) Funktion som mappar en materialpartikels position i referenskonfigu-
rationen till den position i den nuvarande konfigurationen dér den for
tillfallet befinner sig



deformationsgradienttensorn, F
forflyttningsgradienttensorn, H

vanstra Cauchy-Green deformationstensorn, B
hogra Cauchy-Green deformationstensorn, C
styvhetstensorn, C

hastighetsgradienttensorn, L

symmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, D
antisymmetriska delen av hastighetsgradienttensorn, W
materiederivatan, D /Dt

Eulerska t6jningstensorn, e

Lagrangeska tojningstensorn, E

infinitesimala t6jningstensorn, €

Cauchys spéanningstensor, o

forsta Piola-Kirchoff spéanningstensorn, P
andra Piola-Kirchoff spdnningstensorn, S
hastighetsvektorn, v

forflyttningsvektorn, u

varmefluxvektorn, q

spanningsvektorn, t

Cauchys hogra tojningstensor, U

Cauchys vinstra tojningstensor, V
rotationstensorn, R

deformationsmappningen, x

temperaturen, T’

trycket, p

skjuvspéanningstensorn, T
dissipationsfunktionen, ®

viskositeten,

densiteten, p

Youngs modul, £

Poissonration, v

skjuvmodulen, G

varmekonduktiviteten, k

specifika virmekapaciteten (vid konstant tryck), ¢,
bulkmodulen,




2. Teori  (12p)

a) En kub med sidan a deformeras sa som beskrivs av € i ett koordi-
natsystem dar € dr en diagonal tensor (d v s €7, €22 och €33 utgor
de huvudsakliga tojningarna). Efter deformationen har kuben blivit en
kvasi-kub. Visa att % = tr €, ddr AV ar volymforandringen i deforma-
tionen och Vy kubens ursprungliga volym. Antag att deformationerna
ar sma.

b) Principen om polér uppdelning (polar decomposition) illustreras i nedanstaende

figur. Hur forhaller sig de huvudsakliga téjningarna i den O6vre vigen
(F =R -U) och den nedre (F =V - R) till varandra? Hur férhaller sig
riktningarna for de huvudsakliga t6jningarna till varandra? Vad blir U
respektive V i ett fall med ren rotation?

2, 22
dX =ANdS
1, 11
dX =ANdS
U
/ 3, 33 R
dX =ANdS
dX =N ds 2 22 k= imdS
dx=AndS
F

3 33
dx=AndS

2. 2
\ dx =nds 1 /
R dx'=nds v

. 3
dx =ndS

¢) Turbulens har ett antal karaktiristiska egenskaper, varav en brukar
sammanfattas med orden oregelbundenhet, kaos och/eller ofdrutsigbarhet.
Detta till trots ar Navier-Stokes ekvationer deterministiska. Forklara
detta till synes motsagelsefulla faktum! Det finns en nedre gréins for



hur sma de minsta turbulenta virvlarna kan bli i ett givet flode. Vart
tar den turbulenta rorelseenergin fran de minsta virvlarna vigen nér
de forsvinner?

Spanningar i ett material kan orsakas av externa (utifran kommande
eller pa avstand verkande) krafter eller interna krafter. Klassiska exem-
pel pa externa krafter ar gravitationskraften och tryckkrafter pa exter-
na materialytor. Visa for den lokala formen av rorelseméngdsbalansen
for den nuvarande konfigurationen var dessa tva exempel pa externa
krafter kommer in om man ska l6sa ett givet problem.

Om man vill 16sa rorelselagarna for en Newtonsk fluid som strommar
inkompressibelt maste man kénna till virdet pa tva fluidegenskaper
— vilka? Svara med deras namn (inte enbart grekiska variabelbeteck-
ningar). En av dessa egenskaper karaktériserar intern friktion i fluiden.
Denna egenskap har olika temperaturberoende hos gaser och vétskor:
den 6kar med okande temperatur hos gaser och minskar med ckande
temperatur hos véatskor. Varfor?

Bilden nedan illustrerar de tre virmetransportmekanismerna konduk-
tion/viarmeledning (conduction), konvektion (convection) och stralning
(radiation) i en situation dér en person haller en kastrull med kokande
vatten i handen. Vad ar skillnaden mellan konduktion och konvektion
vad galler partiklarnas rorelse? Vilken av dessa tva transportmekanis-
mer ar normalt sett mest effektiv (transporterar mest virme per tids-
enhet)?




3. Spannings- och tojningstillstand  (4p)

Spanningstensorn o i ett (x1, x9, x3)-system har féljande utseende i en punkt
P i den deformerade kroppen:

Bestdm spénningsvektorn t(i) i P pa ett plan som passerar genom punkten
parallellt med planet 221 + 3x9 + 23 = 4.



4. Elasticitetsproblem  (5p)

En cylindrisk stang av cirkulért tvérsnitt belastas av lika stora och motrik-
tade vridmoment M, vid dess dndar (se figur). Materialet kan beskrivas som
en linjér elastisk isotrop solid. Mantelytan &dr spanningsfri och inga volym-
krafter ar aktiva. Cylindern striacker sig fran z; = 0 till z; = £.

X2

Pa grund av rotationssymmetrin i problembeskrivningen ér det rimligt att
anta att forflyttningsfiltet kan beskrivas som u; = 0, us = —awxs, uz = axs.
I dessa uttryck tillater vi att rotationsvinkeln av = a(z1,t).

Ta fram den differentialekvation som a maste uppfylla for att den beskrivna
rorelsen ska vara majlig.



5. Stromningsproblem  (7p)

Betrakta fullt utvecklad, inkompressibel och stationér stromning mellan tva
parallella oéindliga plattor. Stromningen drivs av att den 6vre plattan ror sig
med hastighet U och tryckgradienten &r identisk med noll. Den 6vre plattan
halls vid temperatur 77 medan den nedre plattan halls vid en annan tempe-
ratur 7. Det finns ingen virmekilla i fluiden men diremot en viss paverkan
pa temperaturfiltet av dissipation fran stromningen. Temperaturprofilen &r
fullt utvecklad. Temperaturvariationen ér sa pass liten att hastighetsfiltet
kan antas vara identiskt med det som erhalles vid isoterma betingelser.

Utga fran Navier-Stokes ekvationer och ta fram ett uttryck for hastighetsfiltet.
Anviand sedan detta for att ta fram ett uttryck for temperaturprofilen fran
en energibalans.




6. Approximativa losningar: solider  (10p)

a) En ventil dr lagrad sa att den endast kan rora sig horisontellt. Den
ar infast med tva stédnger som har lingderna L respektive 2L. Bada
stdngerna har tvérsnittsyta A och ar tillverkade av ett linjart elastiskt
material med elasticitetsmodul F och termisk langdutvidgningskoefficient
«. Berdkna ventilens forskjutning §, da bada stdngerna ges en tem-
peraturhojning AT. Deformationer i grunden och hos ventilen kan

forsummas. (5p

A S
. o. L. EA
X
gi 0. 2L, FA &
N

b) En balk med bojstyvhet ET och langd 2L &r lagrad enligt figur nedan.
Balken belastas med de triangulért fordelade lasterna med lastinten-
sitet varierande fran noll till ¢ (N/m) i de bada balkspannen enligt
figuren. Bestam stodreaktionerna i samtliga stod. (5p)

9 g




7. Approximativa losningar: fluider  (7p)

a)

En fluid strémmar genom ett rér. Stromningen drivs av tryckskillnaden
mellan rorets bagge dndar. En ingenjor vill sénka flodet genom roret,
men kan tyvérr inte direkt paverka tryckskillnaden som driver flodet.
Finns det nagot hen kan gora med sjélva roret? Motivera ditt svar. (2p)

Tre likadana glas star bredvid varandra pa ett bord. Ett ar fyllt med
endast vatten (p = 1,000 kg/m?), det andra &r till hélften fyllt med
vatten och till resterande del med kvicksilver (p = 13,500 kg/m?), och
det sista &r till hélften fyllt med vatten och till resterande del med
matolja (p = 900 kg/m3). T vilket glas dr det hogst tryck pa botten
och i vilket &r det lagst? Ar trycket mitt i glaset detsamma i alla glas?
Motivera ditt svar. (2p)

For en fallskdrm med en diameter D = 16.8 m uppméts en form-
motstandskraft orsakad av den omstrommande luften pa F' = 4226 N i
ett vindtunnelexperiment dér lufthastigheten var V' = 5.36 m/s. I vind-
tunneln anvénds luft av rumstemperatur och atmosfarstryck, sa att p =
1.20 kg/m3 och p = 1.8 - 1075 Pa,s. Givet att F' = CppV?2D?, dir Cp
ar den dimensionslosa formmotstandskoefficienten, bestdm vid vilken
hastighet man ldmpligen testar en mindre modellfallskéirm med diame-
tern d = 1.7 m for att fa relevanta resultat. Vilken formmotstandskraft
(i Newton) forviantar du dig att man da kommer att uppméta? (3p)

10



Formelsamling

Matematik
s ar skaldr, v ar vektor, A dr andra ordningens tensor
Jacobis formel
A
idet A =det A tr d—A*1
dr dr
Symmetriska och antisymmetriska tensorer
A=AS+A*=1(A+AT)+;(A-AT)
AS symmetrisk: A = AT A;; = A

AA anti—symmetrisk: A = —AT, AZ] =-A A11 = A22 = A33 =0

jis
Deviatorisk (avvikande) tensor

A=A —11tr (A)

tr A’=10

Identitetstensor

1=

O O =

00
10
0 1
trA=A:1

Divergensteoremet

fﬁV-Adv:faﬁA-ﬁda
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Kinematik
Definitioner

X = xo(M), x = x(M), x = x4(X)
v M) Ov(M,1)

ot ot
o= $<M7 t) = QE(X, t) = é(xv t)

Materiederivatan och hastighetsgradienten

ain)

6t M = fix

Do _ M\

Dt ot X fx
0(x,t) -

D‘ gt +V¢-‘;

v v v
Sor e T VI VY
trL=V- v
LZZ—V=D+W,D=%(L+LT)7W:%(L_LT)

X

Forflyttning och deformation

u=x—X
po 9 _ oxi(X)
- 9X X
ou
H=5%

Mappning mellan referenskonfigurationen och nuvarande konfigurationen

J=det F = |F|

12



dx =F -dX
dan=F#JdA-N=JF T.dAN
dv = JdV
Tojning
F=R-U=V:-R
C=U2=FT.F
B=V2=F.FT

1

E:§(C—I)
e:%(I—Bl)

Spanningar

Spanningsvektorer
Af(n)
Aa
t=1t,, +t,s=(t-n)n+nx(txn)

tnn = (t . n)n, tnn =t-n= t,nz = Uijninj

tns =t - tnna ‘tns’ = Zfns Y ’t|2 - t%n

(tns)max = % ()‘max - Amin)

Vo
Vol

n=

13



Cauchys lemma
t(x,t,—n) = —t(x,t,n)
Cauchys spanningsformel

t(h) =010

ty 011 012 013 ny
to p = |021 022 0923 N9
te 031 032 033 ng

Cauchys spdnningstensor

o=0" 0,=0j

I =tr [o] =0y

L= 3 [(tr [0])? —tr ([0])] = $(0uoy; — 0305)
I3 = |o]

Piola-Kirchoffs spianningstensorer

TdA=P -NdA=tda=o0-1da

1
P:JU-F*T,U:t—]P-FT
dF =S -dA
1
S:F_I-P:JF_1~U~F_T,a:jF~SFT
Mekaniklagar
Massa

14



m= [gdm= [ pdV = [ pdv

Dm
Z )
Dt
po = pJ

Massbalans - integral form for referenskonfigurationen

D
= [ podV =0
Di Jra 0

Massbalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D

— dv =0

Di P2

Massbalans - lokal form for referenskonfigurationen

dpo o
8t—0

Massbalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dp
=r v=0
Dt—i—pV \%

Reynolds transportteorem

D 0 .
th“pF dv = aprF dv+ [, pFv-nda
Rérelsemdingd

P=[zdP = [ pvdv

H? = [31, x dP = [ 1, X pv dv

DP

“LoF
Dt

DH’
Dt

15



F=Fg+Fg4 :fmpb dv+f8nt da

M° =M% +Mg = [ r,xpbdv+ [, r,xtda

Roérelsemdingdsbalanser - integral form for referenskonfigurationen
0’u .

f"io pomdv = "/‘HO pob dV + f@/@o P-N dA

D

Ef"o r, X pvdV = fﬁo r, X pb dV+f8KO r, xtdA

Roérelsemdingdsbalanser - integral form fér nuvarande konfigurationen

%me=LWM+h;m
DﬂtfﬁroxdeU:erOXpb dv+ [, roxtda

Rorelsemdngdsbalanser - lokal form for referenskonfigurationen

J*u

Vo P+ pob = po oo
o F +po PO 5

P-FT=F.P"

Rorelsemdangdsbalanser - lokal form for nuvarande konfigurationen

Dv
AV b=,p—
S 7
ol =0
Energi
Dok ruy=w4q
Dt a "

K:%fnpv~vdv,U:fnedv

W=/[ pb-vdv+ [, t-vda, Q,=— [, n-qda+ [ prpdv

16



Energibalans - integral form for nuvarande konfigurationen

D
fn(pi—a:D+V~q—prh)dv—O

Energibalans - lokal form for nuvarande konfigurationen

De

pﬁt:a:D—V-quprh

Konstitutiva samband

Generalisering av Hookes lag till 3D

c=C:e€

{o} =[Cl{e}, {e} = [S]{c}, e=S:0,S=C"
Isotrop elastisk solid

o=2pne+ \tr (€) I=r tr e I+ 2uel

E vE (1-v)E

=S A T A=) P T T —w)
(011 ) 1 —v v v 0 0 0

099 v 1—v v 0 0 0

o33 | E v v 1—v 0 0 0

o (A4+v)(1-2v)| O 0 0 =2 0 0

013 0 0 0 0 =& 0
\012’ | 0 0 0 0 0 1?;
K=A+2u/3

€= %tr €l + el
Newtonsk fluid, inkompressibel strémmning

o=-pl+71

17
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T =2uD

D=1[Vv+(Vv)T]

R
at  dy T Py

Qwiskos eller stillastaende fluid, alternativt rotationsfri stréomning
o= —pl

Fouriers lag

q = —k - VT (anisotropt medium)

q = —kVT (isotropt medium)

Linjiriserade elasticitetsproblem
Linjdriserade beskrivningen
B~ L (H+HY)

()

Q

e

()

€

Tojning-forflyttning

e=1[Vu+ (Vu)T]

1
2

18



Oy 1 Oy n % 1 O, n ou,
Ox 2\ oy O 2\ 9z O
ou ou ou ou ou
_ |12y x i) 122y ad
=1 Ox + oy oy 2\ 0z * oy
1 Oy N ou, 1 % N Ou, Ou,
12\ 0z Oz ) ?*\ 0z Oy 0z ]
Rorelselagar
0*u
V.o +pf = ey
00yy 00y N 00, pofs = 9%u,
dr | oy | 0z PV T P
Doy, Doy, Doy, D%y
ox Jy + 0z *pofy = po ot?
D0, 0oy N 00, pof = 0%u,
ox oy 5. | )= T P
do,r 100, Oo,, 1 9%u,

ar +; 89 az +;(0-7‘T‘_0_99)+p0f1”:pow

dog,  100¢g Doy, = 09 — Or b opofs = 0%ug
or r 00 0z T Pote = Po ot?
0o, 100, 0o, n fo f ot f 0%u,
o ' r o0 | 0.  p  OTIETP0p

Kompatibilitet
Vx(Vxe) =0

Lamé-Naviers ekvationer

92
UV (VY 0) + pof = po
Michells ekvationer

L Yvtro)=-— o

Vo +
14+v —v

(V- £) 1= po [VE+ (V6)7]

Beltramis ekvationer

19



1
2 — t pu—
Vio + 1+VV[V( ro)=0
Plantdjningsproblem - jamuikt

O E 1—v v 0 €
= 1-— 0
Wl T Al -2) | o Y oy

Oy

€xz = €yz = €z = 0

004, Oogy

ox dy =0
0oy Ooy, B
ox dy =0

Planspinningsproblem - jimuvikt

Oz g |1V €xs

Oyy ¢ = v 1 0 Eyy
1—v? (1-v)

Oy 0 0 == 264y

=0
e 0 )
Oy Tyy _
g "oy THT
Stromningsproblem

Inkompressibel stromning, Newtonsk fluid

V-v=0
9 ov
uVv —=Vp+pf =p E—FV'VV
8vm+%+8vz_
oxr 0Oy 0z

82vz+82v$+32vm —@—i— £ = 8vz+vc%m+vavz+08vm
a oz PP\ e T ey T ey T,

20



062 00
avr_|_ %+%6vr_v_§+ %

p ot Ur or 00 r 0z
i 1 821]9 (%T 1 0

“5?&5ﬂ%0+_(am+2%)+aﬁ ~ g9 TPl

Ovg Ovg  vpOvg UV Ovg

= _— UT’_ _——

(10 [ Ov, N i@%z N 0%*v, op
I r2 002 022
B (802 ov, vy 0v, 81},9)

0 (10 1 (0%, 0 v, 0
1% _(__(TUT))+T_2( - _2ﬁ>+ - __f—f_pfr

o "ar T a0 T an
Hydrostatik
op _ Op 0 Op

Owy 0wy Oxs Y

Viarmetransportproblem

DT
Py = V- (kVT) + pry,

A2 AP AL a2T+32T+82T
ot or oy T %8z ) T\ 02 T 9z T 022

1D-problem

)‘i‘q)‘f‘/)?”h

2 2
p v P ov
e—l——+—+gz> (pQ) ot — <e+——|——+gz> (pQ);,
( P 2 out ‘ P 2 in
- shaft T Hnet

Dissipation, Newtonsk fluid
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c:D=—p(V-v)+7:Vv=—pV-v)+

v, 2 v, 2 ov, 2
q’”“[(@x) (&) (%)
avx+% 2+ 8@x+8vz 2+
dy ox 0z Ox

+ g

Boussinesq approximation
p=po— Bpo(T —Tp)
Termisk expansion

eerm = o AT

o
6:Emek_i_‘gterm: ——|-05AT
E

vy

0z

ov,
dy

)

Approximativa l6sningar: solider
Stang
N=P,é=0/L,c =FE¢, N=0A
A7 1A

Py L |—-1 1| |u§

Stangens differentialekvation

du du du
EZ%,U:E%,N:EA%

d du
-——|(FA— ) =K,A
dx ( dx)

Azel




My GK, |1 -1 o
M5 L -1 1 w5
K, = 27r3h (tunnviggigt tvirsnitt)
K, = n(b* — a)/2 (tjockviggigt tvirsnitt)

Axelns differentialekvation

d dy
—_ K,—/ v =
dz (G dx) te =9
Balk
dN dr dM d*M
—_— KZ.A:O,_ :Oj_:T7 =
dx + dx +a dx dx? T
dw 8”1: dzw d2w
@ T g d P = B M= -
L= [,2*dA

Balkens differentialekvation (Elastiska linjens ekvation)

%;(E@g%§2>=q@)

Approximativa l6sningar: fluider

Bernoullis ekvation

v? P

) + gz + = = constant (utan forluster)

U% y41 U% P2

— + 2+ — ==+ 2+ — + hy (med forluster)
29 pg 29 pg

Turbulens

23



Kolmogorovs skalor

3\ 1/4 1/2
P —

e e

Reynoldsdekomponering

v=v+V,p=p+yp

V= 2 vdt = (v)

ty—t /0

(Vy=(v—-v)=v—-v=0

Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) ekvationer

V-v=0

Dv

V- (=pI+2uD - p{v'@V)) =P 5

24
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