Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers tekniska hogskola

TENTAMEN I HALLFASTHETSLARA KF OCH F — MHA 081

2 JUNI 2017 .4 o
Tid och plats: 14.00—18.00 i M—-huset. Lirare besoker salen ca 15.00 samt 16.30

Hjalpmedel: 1. Larobok i hallfasthetsldra: Hans Lundh, Grundldggande hdllfasthetsldira,
Studentlitteratur.
2. Handbok och formelsamling i hallfasthetsldra, KTH, eller utdrag ur denna;
vid Inst. for tilldmpad mekanik utarbetad formelsamling.
3. Publicerade matematiska, fysiska och tekniska formelsamlingar.
Medtagna bocker far innehalla ‘normala’ marginalanteckningar, men inga 16s-
ningar till problemuppgifter. Losa anteckningar i 6vrigt dr inte tillatna. Vid
tveksamma fall: kontakta skrivningsvakten innan hjilpmedlet anvinds.
4. Typgodkéand minirdknare.

Larare: Peter Moller, tel (772) 1505

Loésningar: Anslas vid ingangen till institutionens lokaler, plan 3 i norra trapphuset, Nya
M-huset, 7/6. Se 4ven kurshemsidan.

Poiangbedomning: Varje uppgift kan ge maximalt 5 podng. Maxpodng pa tentan &r 25. Betygsgran-
ser: 10—14p ger betyg 3; 15—-19p ger betyg 4; for betyg 5 krdvs minst 20p. Ytterli-
gare 1 poang ges for varje korrekt 16st inlimningsuppgift under kursens gang

(Ip 4 2017) — dock kravs ovillkorligen minst 7 poing pa tentamen.

For att fa poang pa en uppgift ska losningsforslaget vara lasligt och
uppstallda ekvationer/samband motiveras (det ska vara mojligt att
folja tankegangen). Anvind entydiga beteckningar och rita tydliga
figurer. Kontrollera dimensioner och (dar sa dr mojligt) rimligheten i

svaren.

Resultatlista: Anslas senast 12/6 pa samma stille som 16sningarna. Resultaten séinds till

betygsexpeditionen senast 16/6.
Granskning: Tisdag 13/6 1290139 samt tisdag 29/8 12%9-13% p3 inst. (plan 3 i norra trapp-

huset, nya M-huset).

Uppgifterna ar inte ordnade i svarighetsgrad
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1. 2D,

En pelare med ett homogent cirkulédrt tvarsnitt har i spdnningsfritt tillstand — 0

langden L. Tvarsnittets diameter varierar lineért fran 2D, vid 6vre infést-
ningen, till D, nedre &nden. Materialet &r lineart elastiskt med elasticitets

modul E och densitet p. Pelaren monteras vertikalt mellan tva stela plan pa

avstandet L fran varandra enligt figuren. Berdkna normalkraften N(x) i pela- — L
<

ren. (5p) D, *

2.

Spanningarna i en elastisk kropp har i en punkt berdknats till

o, = —90 MPa 0, = —140 MPa 0, = 90 MPa
1,, = 40 MPa T,, = 40 MPa T, = -10 MPa

((x,y,z) ar ett Cartesiskt hogersystem).

a: Bestdm normal- och skjuvspédnning pa ytan, genom punkten, med normalen n = L [l 0— IJT

J2
(2p)
b: Bestiam det storsta trycket i punkten (3p)

3.
En balk med ldngd L och b6jstyvhet EI belastas med en utbredd last ¢(x) (kraft/lingd); ¢ varierar

lineart fran 0 i vianster dnde till ett maximum i hogra dnden. Kraftresultanten Q antas kind. En

rullagring A ar placerad pa avstandet oL fran vinster d4nde och langst till hoger ar balken fixerad

till ett fast stod B.

Tvirsnitt: B
z  Godstjocklek ¢ = 0
q(x)

(A B
B 2B
| X
[ [ !
0 al L
<>
B

a: Bestdm a (0<a<1)sa att de tva vertikala stodreaktionerna vV, och Vv, blir lika stora. (1p)

b: Beridkna det (till beloppet) storsta bojande momentet i balken for fallet o = % (2p)
c: Antag att balken har ett enkelsymmetriskt T-tvarsnitt enligt figuren; bredden 4r B, hojden 2B

och godstjockleken ¢ = % (tunnviggighet kan anvéindas). Berdkna den till beloppet storsta nor-

malspanningen o i ett snitt dir det b6jande momentet 4r M = %L (1-.2) — ange om detta &r

en tryck— eller dragspidnning, samt var i snittet den upptrader. (2p)
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4.

Ramen ACB bestar av tva balkar som bada har langd L och bgjstyv-
het EI. Den 4r momentfritt lagrad i fasta stod vid A och B, dér
avstandet mellan stodpunkterna dr L (ABC ar en liksidig triangel).
Bestam de horisontella stédreaktionerna som uppkommer d& ramen

belastas med en vertikal kraft P vid C. (5p)

L
5.
En lineért elastisk balk med konstant bojstyv-
het EI och langd L belastas med en axiellt El k§ P
tryckande kraft P. Balken &r fast inspand i | -
sin vinstra dnde, medan den pa sin andra 0 Il '

sida i transversal led stéds av en lineér fjader med styvhet k (se figur).
a: Bestdm en 6vre och undre gréns for den kritiska lasten P,, med avseende pa elastisk stabilitet.

(1p)

b: Satt k = T[2E—31 och hirled en kndckekvation, dvs en ekvation vars ldgsta positiva rot ger kritisk

L
last. (4p)

Losning 1: Vi berdknar den axiella férskjutningen u(x) genom att 16sa stangens differentialekva-

tion och far sedan normalkraften som N(x) = EA% (Formelsamlingen sid 2; Lundh ekv 3-6, 8).

2
7)) 2
Med D(x) = DO(Z -Z) har vi tvéarsnittsytan A(x) = TO(Z —9 , sa den styrande differentialekvatio-

nen blir
d di pgﬂD2 2
] of, X
BB s (2-3)

4CiL pel?

Integration 2 ggr ger u = C, + -t
T[EDO(Z - ﬁ

2
(2—9 , dar integrationskonstanterna C, och C,

2
—pgmlLD
kan bestdmmas ur randvillkoren «(0) = 0 samt (L) = 0. Man finner C, = # och sedan

2 2
du pngLDo( 33 _ PgTLD, ( 33
N = EAGE = €+ ——(2-3)" = = [2_- —3}

.
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-90 40 -10
Loésning 2a: Spanningstensorn (Lundh ekv 9-11) ar S = | 40 _140 40 | MPa. Spanningsvektorn pa

-10 40 -90
1 T 1 -80
ytan med normalen n = 72[1 0-1] &rda(Lundh ekv (9-28) s = Sn = 5| 0 MPa . Normalspén-
80

ningen pa ytan far som projektionen av s pa normalen (Lund 9-29): ¢ = n's = —80 MPa

Skjuvspdnningen fas nu ur Pythagoras sats (Lundh 9-31): 1 = Js?=a* =0

(Notera att 0 = -80 MPa &r en huvudspénning, eftersom skjuvspinningen pa ytan dr noll).

Losning 2b: Vi soker den minsta (storsta negativa) huvudspanningen; huvudspédnningarna fas

som egenvirdena till spAnningstensorn. det(S—ol) = 0 ger o° +3200° + 30.0000 + 864.000 = 0 (dér alla

numeriska virden satts in i MPa. Vi vet att en rot 4r 0 = —-80 MPa — faktorisering ger

(o+ 80)(02 +2400 + 10.800) = 0

-60 MPa

-240 . (_240)2
- —~180 MPa

Nollstallena till andragradspolynomet dr o = (T 5

- 10.800) MPa = {

Storsta trycket i punkten ar alltsa 180 MPa
T -

L
Losning 3a: Vi har att ¢(x) = %qmax, dar ¢, = g(L). Villkoret Q0 = f gdx geratt g . = %, savi
0

har att ¢(x) = g
L

For kraftjamvikt kravs v, + V; = Q, sa villkoret 0 L/3

. Frildgg nu strukturen med

VszBgerVszBzg

resultanten till den utbredda lasten placerad i fordel-

ningens tyngdpunkt (figur brevid). Momentjamvikt ‘ al ?Q/ 2 (1—a)L TQ/ 2

kring hogra stodet (B) kraver att

%E(I—G)L—Q[é = 0. Vifinnerda a = 1/3
R

Losning 3b: Snitta ndgonstans i intervallet 0 <x <L/3 och betrakta 20x

2
momentjamvikt for den vinstra (enklast) utsnittade biten (i figuren &r inte L ] )
)M (x)

3
tvarkraften utritad): jamvikt kring x ger M(x) - g [g D% =0; M(x) = Q_x2 |
L 3L

| |
| [
intervallet ar det béjande momentet striangt viaxande fran M(0) = 0 till ett 0 *

é) _ oL
max M(a 81
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Snitta nu i intervallet L/3 <x <L och betrakta momentjamvikt kring 20x

L2
ittt ) 225+ 9 {e-4) =010 = 2541 2 /ﬂ)
M(x)

Vi har som vintat M( 3) = Q—L och M(L) = 0. For att hitta lokala L/3

extremvirden i intervallet satter vi Z—I;I = 0; vi hittar punkten

il

X
L

(l—fz)QL _ (J2-1oL

som &r det till beloppet storsta béjande momentet. M|, c

och M(ﬁ)

Losning 3e¢: Den sokta spanningen berdknas enligt Lundh 7-26. Vi behover da z

berdkna areatroghetsmomentet I = I med avseende pa en y-—axel, ortogonal B¢

mot lastriktningen, genom tvarsnittets yt—tyngdpunkt. Vi bestammer forst

—

tyngdpunktens liage z_ relativt tviarsnittets underkant (figur). Statiskt moment 2B

tp

med avseende pa en hjilpaxel n ger Sy =z, (A = 2B [Bt+ B[2Bt, diar A = 3Bt ar Zip

wlg
=

tvérsnittsytan. Vi finner z, =

Areatroghetsmomentet fas nu med Steiners sats (Lundh 7-42):

I = % +Bt (2B - ) + t(21123 Y +2B1 Oz, - B)* (de tva forsta termeran &r flédnsens bidrag, de andra
28"
tva dr bidraget fran livet). Forsummas termen som &r kubisk i 7 har vi I, = =

Vi har da (Lundh 7-26) ¢ = 1112 SOL(1 - J2) [2)z . Den till beloppet storsta spanningen fas for den till
y 4B

— en dragspédnning (g >0) i tvar-

5(,/2-1)0L
3

beloppet storsta z koordinaten i tvirsnittet: 0(-z,) =
3B

snittets underkant (z = —z, )

Losning 4: Frildgg strukturen; av symmetriskél inses att
Vy=Vg = g (alternaivt erhalls resultatet med vertikal

kraftjamvikt samt momentjamvikt). Horisontell jamvikt

visar att H, = Hy.

Lat x vara en koordinat fran B mot C och snitta vid godtyck-

ligt x. Snittmomentet blir M(x) = Vyxcos8 - Hgxsin8 . Forskjut-

ningen 3; kan d& berdknas med Castiglianos 2a sats (Lundh

L
dar w, = 2I2E1dx (Lundh 15-52, med
0

ow,
15-96): 5, aH ,

enbart bgjdeformation beaktad). Med villkoret 5; = 0 har vi da
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L L
oM oM
6HB[J. 2EI ] I aHBaM[ZEJ " El Mmd =0
0 0

L
I(VBxcose — Hpxsin0)(—xsinB)dx = 0
0

Integration ger

3, . a2 3 .
H,L (sin® VoL cosBsinO V.
B (3 Y Y 3 =0,dvsHB=ﬁ.MedVB=§ochtan9=J§harvidé

Losning 5a: Med k = 0 respektive k — o har vi Eulers 1a respektive 3e knéckfall. D& k ar dndlig

P
maste kritisk last ligga mellan dessa: T[—b;l <P, < 205 El (alt, med nL = /FkIrL , g< nL <1,431)
4L L

Losning 5b: Losningen till den styrande differentialekvationen &r (Lundh 8-66)

w(x) = A+ Bx+ Ccos(nx) + Dsin(nx) (D)

dir n® = 1% Vid x = 0 har vi trivialt randvillkoren

w(0) = 0 w'(0) = 0 (2)
men vid x = L dr forskjutning och rotation obekanta; snitta ut en tunn kw(L)
lamell vid x = L och s6k randvillkor med jaimvikt. Momentjamvikt ger ‘ l

H=_-P
P
att M(L) = 0 och eftersom M = —EIw" har vi d& Q *7?‘
M(L) V(L w(L)
w'(L) =0 3) L
Kraftjamvikt kréaver att V(L) + kw(L) = 0. Vi har (Lundh 8-59) V = T+ Nw', ddr N=H = —P och
T = -EIw" (Lundh 8-62), sa ekvationen kan skrivas — EIw"(L) — Pw'(L) + kw(L) = 0; efter division
med -EI fas det 4e randvillkoret
2 e
w"(L) +n"w(L) - =w(L) = 0 4)
L

S}

n
JE

R . k
dar vi utnyttjat att T

Ekvationerna (2) och (3) insatta i (1) ger B = -Dn och A = —-C = Dtan(nL) . Ekv (1) kan da skrivas

w(x) = D(tan(nL) — nx — tan(nL)cos(nx) + sin(nx))

Deriveringar ger
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w'(x) = D(-n+ ntan(nL)sin(nx) + ncos(nx))

w"(x) = D(=n"tan(nL)sin(nx) - n° cos (nx))

Ekvation (4) ger da 23(— (nL)3 - thtan(nL) + nan) = 0.Med D = 0 fas den triviala 16sningen w=0.
L

Icke—triviala losningar kréaver att uttrycket inom parentesen dr noll, sa vi har knackekvationen

nL(1e = (nL)?) - tan(nL) = 0

(L&agsta positiva roten dr nL = 1, sa med k = th%l fas samma kritiska last som for Eulers 2a
L

2
knéickfall: P, = TE)
L
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