Mekanik och maritima vetenskaper, Chalmers

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021
13 JANUARI 2020

Tid och plats: 1490 _ 1890 SB multisal

Hjalpmedel: Typgodkénd ridknare.

Larare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 15% samt 1632,
Losningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen for dynamik, 14/1; se 4ven

kurshemsidan (Canvas).

Betygsittning: En fullstandig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poing enligt
vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till podngav-
drag. Ofullstandig l6sning (svar pa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nagot poing. Maximal podng &ar 20. Det
krivs 8 podng for betyg 3; 12 poiang ger betyg 4; for betyg 5 kravs 16
poing. Observera att ovanstaende ar betygssattning pa
enbart tentamen; for godkind examination kravs dessutom
godkinda inlamningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 29/1 pa samma stille som l6sningarna. Resultaten
sdnds till betygsexpeditionen senast 3/2 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid detta

tillfialle inrapporteras betyget U (underkind).

Granskning: fredag 31/1 kl 12.30-14.00, seminarierum Newton plan 3 i Nya M—
huset.
Tank pa:

¢ Skriv sa att den som ska ratta kan lidsa och forsta hur du tanker. Den som réattar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tanker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedomningen av en 16sning.

e Forklara/definiera inforda beteckningar.

¢ Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &dr positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

¢ Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och for-

klara dessa.
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Lat Q vara ett omrade i (x, y) —planet och beteckna dess rand med I ; n ar en utatriktad enhets-
normal till omréadet. Vidare later vi v = v(x,y) vara en (skalér) funktion och ¢ = |:qx(x, y) q,(x, y):|T

en vektorvird funktion, som bada &r definierade pa Q. Da giller

I divgdQ = qundF (divergensteoremet)
o) r

0 0q.,
dar divg = a—zx+£y , samt

_[vdiquQ = §vandI'— f(Dv)quQ (Green—Gauss sats)
Q r Q

dar (Ov)" = {G_M_V} .
Ox Oy

1

Visa hur Green—Gauss sats kan hérledas ur divergensteoremet. (1p)

2

En lineért elastisk stang med ldngd L och axialstyvhet EA(x) ligger inbdddad i ett elastiskt
medium med styvhet k(x), sa att en axiell forskjutning «(x) ger upphov till ett mothall (ku)(x)

(kraft/langd). Stangens ena énde halls fixerad, medan den andra sidan belastas med en kraft P.
Den axiella forskjutningen ges da av 16sningen till randvirdesproblemet

k(x)

d du
——[EA—J+ku=O 0<x<L

dx dx EA(x) P
u(0) =0 |

N

u  _ _P | | X
dx|._, ~ EA(L) . J

a: Hérled den svaga formen av (variationsformulera) randvardesproblemet och gor sedan en finit—
elementformulering med testfunktioner valda enligt Galerkins metod. (2p)

b: Harled elementstyvhetsmatrisen for ett lineért element med konstanta N (x) N ()
styvheter (EA och k) och ldngd & = x;, | —x;. Ledning: det gar bra att 2
1
satta x;, = 0 och x;, | = h iberdkningarna (eftersom styvheten hér inte ! x
1 |
beror pa var langs x—axeln elementet &ar placerat). (2p) x; X

c: Satt P = 10N EA = 1,00kN, k = 6,00 kPa samt L = 0,200 m och approximera l6sningen till rand-
vardesproblemet med tva lika langa element (med lineéara basfunktioner). (2p)

d: Axialkraften i stangen dr N = EA%. Anvind FE-approximationen for att berdkna axialkraften
X

i nagot av elementen — var tydlig med vilket av elementen dina beridkningar avser och ange
vid vilken x—koordinat du férvantar dig att det berdknade vardet bast approximerar det analy-
tiska (exakta). (1p)
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3

Betrakta virmeledningsproblemet

—div(kOu) =0 i Q
u=g pa I

int

—k(Ou)'n = a(u-uy)  paT

ext

Har ar u,, g, k>0 och a >0 givna konstanter, medan u = u(x,y)

ar den obekanta temperaturen. Omradet Q &ar enligt figuren till
och I,

nt

hoger; ar yttre respektive inre randen till Q, medan

ext

n &ar en normalvektor med ldngd 1 riktad ut fran Q.

a: Eftersom problemet dr symmetriskt med avseende pa
fyra axlar, kan man vélja att l6sa randvéardesproblemet
pa 1/8—del av omradet. Formulera randvéardesproblemet
sa att detta blir méjligt. (1p)

b: Variationsformulera problemet (dvs hirled den svaga for-
men av randvéardesproblemet). Gor sedan en FE—formule-
ring med testfunktioner (viktsfunktioner) enlig Galerkins
metod. (3p)

c: Antag att vi delar in omradet med lineéra element och
betrakta en elementsida med ldngd » utmed den konvek-

tiva randen I __, (se illustration). Infor en lokal koordinat

ext

s och berikna elementsidans bidrag till styvhetsmatrisen
och lastvektorn p.g.a det konvektiva randvillkoret. (2p)
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4

Betrakta aterigen omradet i uppgift 3. Vi vill nu
beridkna de spdnningar som uppkommer pga ett
tryck p painre randen . och utnyttjar tva av sym-

nt

beaktas. Enligt lineér elasticitetsteori &r da den
svaga formen av problemet

I (Ov) DOudq = jEVTtdr T T TTVTV -

q
q
a
metrilinjerna sa att ett omréde Q,,, enligt figuren, q
a
q
G

p
Q4 r —X
=
diar I nu betecknar det betraktade omradets rand B

och dar randvillkoren dnnu inte inforts. Vidare ar D
en given konstitutiv matris (symmetrisk och positivt

T T

definit), v = |:vx v)] ar en vektor med testfunktioner, u = [”x uyJ ar den obekanta forskjutnings-
0 0 0
~T 3 3
vektorn, ¢ = H = [c”nﬁ G”nf‘] ar traktionvektorn och 0 = |9 0¥
| |ogn+agn, b 00
dy 0x

a: Infor lampliga beteckningar pa de olika delrinderna och ange samtliga randvillkor. Utveckla
sedan randintegralen med hénsyn till randvillkoren samt med beaktande av eventuella villkor
pa testfunktionerna. (2p)

b: FE—formulera problemet — ta hdnsyn till randvillkoren. Av din l6sning ska det framga hur den
obekanta vektorn u approximeras. Visa ocksa hur B —matrisen ser ut. (2p)

c: Da vi hittat en FE—approximation «, till forskjutningen kan vi berdkna spénningarna enligt

o=0, =D O » - L vilket eller vilka omréden kan man forvéinta sig att felet (0 - o, ) &r som storst?

Motivera ditt svar. (1p)

d: Beakta nu situationen att vi skrivit en funktion som beriknar elementstyvhetsmatrisen for ett
4-nods isoparametriskt element for att 16sa ett virmeledningsproblem (likt det i uppgift 3
ovan). Vilka forandringar maéaste goras for att istéllet beréikna elementstyvhetsmatrisen for ett
2D elasticitetsproblem? (1p)

Losning 1: Lat v = v(x,y) vara en skalar funktion och bilda vektorfunktionen vg ; insattning i
divergensteoremet ger da

[divivgaQ = §vandr (1)
Q r

Vi har nu att
0q, ‘l‘l) dv dv

. 0 0 ) . T
div(vq) = a[vqx] +$[vqy] = v(a +6y) +Eq"+@qy = vdiv(q) + (Ov) ¢

Inséttning 1 ekv (1) ger Green—Gauss sats: Ivdiv(q)dQ = quTndI' - I (I]v)quQ
o) r o)
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Losning2a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera 6ver inter-
vallet

L
d du

J(— VE[EAE} + kvu)dx =0
0

Integrandens forsta term partialintegreras

L

du* ( dvdu ) _

—[VEA5}0+I EASLSE 4 kvu)dx = 0
0

L
och randtermen utvecklas: —[vEA%}O = - v(L)EA(L)% . Har kan vi sitta in

+ v(O)EA(O)%
x=0

x=L

randvillkoret vid x = L, men % ar obekant vid x = 0; begrinsa darfor valet av testfunktion till

L
sadana att v(0) = 0. Da fas —[vEA%}O = —Pv(L) och den svaga formen av det givna randvéardespro-

L

J.(EAd—V@+ kvu) dx = Pv(L)

dxd
blemet blir: Bestim u sa att {g e
u(0) =0

v(0) =0

FE—formulering: approximera u(x) med en linedrkombination av valda basfunktioner n,(x),

T
i=12,..,n.Med N = [Nl N, ... Nn:l ocha = ["1 a .. a”} kan vi skriva u=u, = Na, dér a &r de obe-
kanta nodvariablerna. Om FE—approximationen u, sétts in i variationsproblemet har vi n obe-

kanta (nodvariablerna «;); vi far n ekvationer genom att vilja testfunktionen v(x) pé n olika satt.

Med Galerkins metod véljs v(x) = N(x), i = 1,2, ...,n, vilket &r ekvivalent med att vélja v till en
godtycklig linedrkombination av basfunktionerna

T, T
v=Nic,+Nye,+...+N,c, = Nc =¢c N

dar ¢' = I:Cl Cy o Cn:l ar de godtyckligt valda koefficienterna i linedrkombinationen. Insidttning av

u;, och valt v i variationsproblemet ger

T
¢’ jLEA@’ AN | INTNdxa—PNT(L)} = 0
0 dx dx

Vektorn inom klammerparentesen ar alltsa ortogonal mot varje val av ¢ och maste alltsa vara

noll-vektorn. Med B = & - dNy dN,  dN,| har vi alltsa
dx dx T dx

[ éEABTB +kN"Ndxa = PN"(L)

eller Ka = f, dir K = ngABTB +kN"Ndx och f = PN'(L)
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Losning 2b: Vi betraktar vinsterledet i FE—formuleringen. Pa elementet har vi approximationen

u=uy = [Nj Nﬂ ai = N‘a” och alltsa
a

Xiv1 Xiv1
T e
dN dN e eT_ e e
xl'+1(EA(dNK)TdNe k Ne TNe)d e _ [ -[ EA(E E dx]a [ J k(N) N dx]a
Ix,» ) @ TEN) xa® =\ T
Kiae Kgae

s e dN® _ 1 5 .
Har ar N° = E[(xiﬂ_x) (X—xiﬂ och 7= = 71[_1 1] , s med EA och k konstanta fas

Xivl
EA |- EA - EA _
S ST I S

i

och
Xivi 2 3. %is1 3 2 Xiv1
K - k (x;,,—x) (x; 41— x)(x-x;) dy = k. 200, =X)L [(20 #3000, +x)x” =60, 0 X))y, |
253 5 ) . -
WG = 0G-x)  (x-x) 6h sym. 20T,

X

Alltsa fas K = K¢+ K5 = Z4] 1 1] Khj2 1
hil11] 612

Losning 2¢: Med tva element har vi / = % och

KO = ZEANT S KLY 11022990 03 Ny
L -1 1] 12{12] |-99102

for bada elementen. Om vi numrerar element och noder med stigande x har vi nodvariablerna «,

och a, pd element 1, samt a, och a; pé andra elementet. Assemblering ger da

10,2 -99 0

102 -990, [0 0 © ,
K =1991020/*[0102-99| = |-9,9 20,4 -9,9| 10" [N/m]
0 0 o0 [0-99102 0 -99 10,4
varefter
102 9,9 0 a; 0

Ka=PN'(L)=||_99 204 —9,9| 010’ [N/m] | |a,| = 10 [N1T]g
1

0 -99 104 a,

2020-01-13/PWM



Randpvillkoret vid x = 0 ger att 4, = 0; vidare maste forsta ekvationen strykas eftersom den erhal-

lits ur valet v = N; som inte uppfyller kravet v(0) = 0. Kvar ar da

{20,4 —9,9} a)| _ {0} (]
99 102)|a; |10

med losningen (a; = 0), a,=0,899 [mm], a; = 1,853 [mm]

d €
Losning 2d: Normalkraften i ett element blir N = EA—zh dN

= EA%Y ¢ = Eall
d “ {h

€
11191 _ EA, e e
ax } = T ema).

S T o € T
For element 1 harvia™ = [“1 az} och fir N, = 899 [N]; element 2, med a" = [az ‘13} , ger
N, = 9,54 [N].
For element med lineédra basfunktioner blir derivatorna bast approximerade i elementmitt, dvs

x = 0,05[m] och x = 0,15 [m] for element 1 respektive 2. (De berdknade normalkrafterna kan jamfo-
ras med den analytiska losningen, som ger N(0,05) = 8,98 [N] och N(0,15) = 9,52 [N])

Losning 3a: Lat I, beteckna symmetrirédnderna; derivatan av temperaturen tvérs dessa rédnder
méste vara noll. Vi har d&

“div(kOu) =0 iQ
u=g pal

int

—k(Ou)'n = a(u-uy)  paT

ext

T .
(Ou) n =0 pa Fsym

Losning 3b: Vi multiplicerar differentialekvationen med en nistan godtycklig testfunktion

v = v(x,y) och integrerar 6ver omradet: —f vdiv(kOu)dQ = 0. Green—Gauss sats ger da
Q

j(Dv)Tk(Du)dQ = {wk(Du)Tndr
Q r

utveckla nu randintegralen: ka(Du)Tndl' = f vk(l]u)TndF + f vk(Du)TndI' + _[ vk(Du)Tndr
r r r, r

ext int sym

Par,, arderivatan (I]u)Tn obekant, sa vi begréinsar valet av testfunktioner till sidana att v = 0

pa denna del av randen; pa I,,, kan vi sitta in randvillkoret s& att integranden blir —va(u -u,) ; pa

t

symmetrirdnderna blir integranden noll enligt symmetrivillkoret. Vi har da variationsproblemet:
hitta » sa att

f(Dv)Tk(Du)dQ+ [ avuar = [ avugar
Q r

ext ext

u=gv=>0 pd
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Infér nu approximationen u=u, = Na dér N = |:N1 (x,y) . N, (x, y)j| ar en radvektor med valda bas-

funktioner och a = [a anf dr obekanta nodvariabler. Insiattning i variationsproblemet ger

1 -

aN, oN,
U(DV)T"BdQJf I O‘VNdr]” = I avuydr, dér B = ON = Ox " 0x | yj véiljer sedan test funktionen
Q [ ext [ ext a_]Vl @’n

dy 0y

enligt Galerkins metod, dvs v = N|,N,, ..., N, , och far di lika ménga ekvationer som obekanta nod-

variabler; ekvationerna samlas radvis i ett ekvationssystem, varvid vi far

UBTdeQ + J. O(NTNdl']a = .[ o(NTu0 dr (alternativt: 14t v vara en godtycklig linedrkombination av
Q r

ext ext

de valda basfunktionerna v = ¢'N', dér ¢' = [c Cn:l véiljs godtyckligt), eller

1 €y -

Ka =f

dér K = | B kBdQ + | aN'Nar  f = | AN uydr .
r

ext

h—s
Losning 3c: Lat N° = h| peteckna basfunktionerna pa en elementrand. Bidraget till lastvek-
N
h
h h hih—s _
u
torn blir d& f° = '[a NCTMO ds = G”of Wds = au, I i’ ds = TO m (integralerna av basfunktionerna
0 0|Va o| 7

berdknas hir enklast som arean mellan s—axeln och respektive funktions graf). Bidraget till styv-
hetsmatrisen fas som

h h
jaNeTNedr = %f{(h‘s)z (hs—sz)]ds _ %{2 1}

0 h (hs—sz) s*

Losning 4a: Yttre randen &r obelastad: 7, = 1, = 0 par

ext

r [ ext
sl
Pa inre randen ar tractionvektorns komponent ortogonalt randen p — positiv i o
positiv koordinatriktning — medan komponenten lédngs randen &r noll r
P2
o rs2
t, =0 t,=p pa I'pl
t,=p 1, =0 pa rp2

Forskjutningen ar noll tviars symmetrilinjerna, medan traktionvektorns komponent &r noll 14ngs
med dessa linjer:

u =0 t, =0 parly,
t,=0 u, =0  pil,

Inséttning i randintegralen ger
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fthdr = vTHdF+ jvT H dr +rj vT@dr+rf vTHdr +rj yT Ej dr
2 sl s2

r r r, P ;

ext p

Pa pa symmetrirénderna I, och ';, &r 1, respektive 1, obekanta (stodreaktioner), sa vi maste

begrinsa valet av testfunktionerna till sddana som uppfyller v. = 0 pa I, samt v, =0 Ppar,;

kvar blir d& j'thdF = J - H ar + .[ - H dr
r, 0

r r,

u U

Z Nay;
Loésning 4b: Approximera u = [)‘]zuh = [x] = |i=1 ,dar N, = N(x,y) &r n valda bas-
u

Uy yh !
2 Nidyi
Li=1

funktioner och de 2n nodvariablerna har betecknats a;/ ay; - Om vi definierar

N_NIONZO"'NnO _ T
- 0 N] 0 N2 ... ON 4= |:aXl Ayp Ayp Gyp --- Ay ayn:|

n

kan vi kortare skriva u, = Na . Insittning i variationsproblemet ger da

[J(Iiv)TDﬁNdea = jvTHdn jvTHdr
Q r, @ r 0

P p2

som innehaller 2n obekanta nodvariabler. Testfunktionerna véiljs nu enligt Galerkin som

= LB - P

Varje val ger en ekvation och samlas dessa radvis fas

[E[(iN)TDIiNdQ}a - rj N' marnrj NT@dF

pl p2

eller Ka = f, med f = J.NTHdF+ J‘NTﬂdr och K = IBTDBdQ , dar

r, - 0 Q
ON, ON,,

L 0 .. L 0

- AN = oON oON

B = [N = 0 ! 0 —n

dy dy

ON, ON,  ON, 0N,
0y Ox "0y Ox |
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Losning 4c: Vid det inatvinda hornet, pa den belastade randen, har den analytiska 16sningen en
singularitet med spanningar (forstaderivator) som gar mot oéndligheten da man narmar sig hor-
net. Har blir den approximerade spinningen som samst.

Losning 4d: I varmeledningsproblemet har vi bara en obekant funktion u = u(x,y) s& approxima-

. o Py ~ — € ¢ . € — e e
tionen pé elementet &r u=u, = N'a= med basfunktionerna ¥ [Nl NS NS Nﬂ och motsvarande

0
nodvariabler samlade i «°, samt differentialoperatorn 0 = Zx (istallet for O ), s& vi har B® —matri-
0y
o o
sen: B® = ON° = |9* 0x | Basfunktionernas derivatorna beriknas som innan eftersom den iso-
ON] N,
&

parametriska avbildningen &r oférdndrad, men vi méste nu stéilla upp en annan B° —matris (se
uppgift 4b ovan).

Den konstitutiva matrisen D, som i det (2D) skaléara problemet &r en 2 x2 matris, ar i elasticitets-

problemet en 3 x 3 matris, sa elementstyvhetsmatrisen blir nu 8 x 8, jAmfort med 4 x 4 i fallet var-
meledning (eller, mer allmént, Poissonproblem).
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