Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

26 APRIL 2019 .
Tid och plats: 1490 _ 1800 § M—_huset 'Co (S‘

Hjilpmedel: Typgodkénd raknare.

Larare: Peter Méller, tel (772) 1505. Besoker sal 152 samt 1790, Q r

Loésningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen for dynamik.

Betygséattning: En fullstandig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poing enligt
vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till podngav-
drag. Ofullstandig l6sning (svar pa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nagot podang. Maximal poang &r 20. Det
kravs 8 poang for betyg 3; 12 poéang ger betyg 4; for betyg 5 kravs 16
poing. Observera att ovanstaende ar betygssattning pa
enbart tentamen; for godkind examination kriavs dessutom
godkinda inlamningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 9/5 pa samma stélle som losningarna. Resultaten
séands till betygsexpeditionen senast vecka 20 — for kursdelta-
gare som inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid

detta tillfidlle inrapporteras betyget U (underkind).
Granskning: Fredag 10/5 1290-13% rum Newton, plan 3 i Nya M—-huset.

Tank pa:

¢ Skriv sa att den som ska ratta kan liasa och forsta hur du téanker. Den som rittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tdnker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedémningen av en 16sning.

¢ Forklara/definiera inforda beteckningar.

¢ Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &ar positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

¢ Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1 DN
En pelare med axialstyvheten EA(x) och ldngden L &r upphingd i en fjider med X
styvheten k, medan andra &nden stoder mot ett stelt golv. Den belastas enbart
med sin egentyngd pgA(x) (kraft/lingdenhet). Den axiella forskjutningen u(x) T
ges da som lésningen till randvirdesproblemet pgA(x)
d du
—— EA— | = pgA L
5{[ dx} Pg O<xs< EA(x)
du
(EAE) xzo—ku(O) =0
u(L) =0 L
X
a: Variationsformulera randvirdesproblemet och ange regularitetskraven pa
ingdende funktioner. (2p)
b: FE—formulera problemet med testfunktioner (viktsfunktioner)
. , , . N (%) N(x)
enligt Galerkin. Harled elementstyvhetsmatrisen K- och element-
1 1
lastvektorn f° for ett element med ldngden h = x,, | —x,; och tv4 line- x
dra basfunktioner (se figur brevid), i fallet att EA och pgA &r X, A )Ic[ ‘1
"t

konstanta. (2p)

¢: Anviand numeriska virden E = A = pg =1, k = % samt L = 2 och 16s problemet med 2 lika

langa lineédra element. (2p)

d: Med numeriska vérden enligt ovan, &r energinormen av den exakta l6sningen |u], = [3 .

Berdkna energinormen |e|, av diskretiseringsfelet ¢ = u—u,, dér u, ar FE—approximationen

enligt foregaende deluppgift. (2p)

e: Antag att man genomfor en konvergensstudie genom att successivt halvera elementliangderna,
sa att problemet loses med 2, 4, 8, ..., 256 element, och sedan plottar |e|, mot . Vilken kurva

(figur nedan) forvantar du dig som resultat? Svaret ska tydligt motiveras. (1p)
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2

I franvaro av volymslast, kan den svaga formen av ett 2D elasticitetsproblem kan skrivas

| (Cv) DOudQ = pvlear
Q r

déar randvillkorens inverkan inte tagits med. Har ér u = [“x( x,y) u(x, y):|T den obekanta forskjut-

ningsvektorn, ¢ = [tx(xyy) 1,(x, y)}T = {oxxn" ¥ oxyny] belastningen léngs randen (kraft/yta),

nynx + nyny

T
v = |:Vx( x,y) vy (%, y):| en vektor med testfunktioner (viktsfunktioner) och D en konstitutiv matris

som dr symmetrisk och positivt definit. Tjockleken ¢ i z-led av det studerade omradet Q , med
rand I, har antagits vara konstant. Vidare &ar

0
ao

ad

0
ay
0
dy 0x

och n = [”x ”y}T ar en utatriktad enhetsnormal till Q. Givet forskjutningsfiltet « fas tojningarna

. T ~ . T
(deformationerna) som e = [sx g, yxj = Ou och sedan spdnningarna o= [Uxx o, %] = Dt.

Betrakta nu en rektangulér skiva i plan spanning i (x, y) —pla-
net. Skivan har héjd x bredd 2H x H och belastas med en for-
delad last med konstant intensitet ¢ (kraft/lingd) lings vanstra
kanten — se figur.

a: Problemet dr symmetriskt med avseende pa linjen y = 0 sa
vi ngjer oss med att studera den del av omradet for vilken
y=0. Teckna samtliga randvillkor och utveckla randintegra-
len (hogerledet i den svaga formen) sa langt som maojligt. (2p)

T
(\l

b: FE—formulera problemet med testfunktioner (viktsfunktio-

ner) enligt Galerkin och visa hur B® —matrisen ser ut for ett
element med 4 basfunktioner. (2p)

¢: FE—formuleringen leder till ett ekvationssystem Ka = f dér
K ar en symmetrisk och positivt definit matris, f en bekant

lastvektor och a en vektor med de s6kta nodvariablerna. Visa att 16sningen a = K'f minimerar
den kvadratiska funktionen

M(x) = %xTKx - fo
dvs visa att M(a) <M(x), med likhet endast om x = a (2p)

d: Ge tva exempel pa modelleringsfel som kan uppkomma i det skissade problemet. (1p)
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3

Figuren nedan visar en isoparametrisk avbildning av ett lineért triangel—-element, fran ett lokalt
koordinatsystem (&, n) till (x,y) = (x(§,n), (& n)). I det lokala koordinatsystemet ges basfunktio-
nerna av

Ny=1-8-n  Ny=& Nyj=n

€ €

ON.; ON.;
a: Visa hur derivatorna ﬁl och 51 (i = 1,2,3) kan beriknas. Beridkna ocksa dessa derivator for

nagon av basfunktionerna (i = 1, 2 eller 3); svaret ska ger i termer av hérn—koordinaterna
(x5 ;) - (3p)

b: Beridkna elementarean A° = I dA uttryckt i koordinaterna (x;y,), i = 1,2,3. (1p)
AC
n
X x =x(&n)
3 y =y(&n)
(xpyl)
y
0 1 2 &
0 1 (xz, )’2)

X (x3,y3)

Losning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera over
intervallet

L L
d du
—J VE[EAE}{X = vagAdx
0 0

Efter partialintegration av vinsterledet fas

L L
dutt pdv . du
- [vEAa}O + [LEAT dx = [vpgAds
0 0
Randtermen utvecklas nu enligt
du* du du du
[vEAa}O = v(L)(EAI) - v(O)(EAd—X) T v(L)(EAg() - kv (0)u(0)

Eftersom derivatan % ar obekant vid x = L begréansar vi valet av testfunktion till sddana att

v(L) = 0 for att bli av med den obekanta randtermen. Vidare maste ingdende funktioner vara kva-

dratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbar forsta derivata. Om vi definierar funktions-
rummet
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L L
2
V=<v:v(L)=0, J-vzdx<00, I(%) dx <o
0 0

L L
kan variationsproblemet skrivas: Bestdm « OV sa att I%EA%dx +kv(0)u(0) = vagAdx OvOVv

0 0

Losning 1b: Lat N = |:N1(x) Nn(xﬂ vara en radvektor med valda basfunktioner och
a= ["1 anJT vara en kolumnvektor med (obekanta) nodvariabler. Approximera den obekanta

du
funktionen genom u=u, = Na. Vi har da du T _ AN, _ Ba,daralltsa B = 9N = |dN, dN,
dx dx dx dx Ix dx
innehaller forstaderivatorna av basfunktionerna. Sétt in approximationen i variationsproblemet
och vilj sedan testfunktionen enligt Galerkins metod, d.v.s vilj basfunktionerna i tur och ordning;

om ekvationerna samlas radvis i ett ekvationssystem fas

dN,
Lldx N,(0) LIN,
[| ... |EABdxa+k| . |N(O)a = [| . |peAdx
0 dN, N,(0) 0|N,
dx
L L
eller Ka = f med K = | B EABdx + kN (0)N(0) och f = | N'pgAdx
0 0

Elementstyvhetsmatrisen och elementlastvektorn fas genom att integrera 6ver elementet

Xiv1 Xit1
K = j B EABSdx  f = j N pgAdx
X; X;

i i

dar N° = |n¢ a¢| dr basfunktionerna pé elementet och B = A Integralerna av basfunk-
Ny Ny dx h h

tionerna berdknas enklast som arean mellan x—axeln och respektive funktionsgraf:
Xis1 vl

j Nijdx = j N5dx = % . Inséttning ger

i i

Xiv1 Xiv1
T
K = jBeEABedx=E—;‘ 1 -1 Idx=E—A 1 -1
-1 1 hi|_1 1

i i

samt
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Losning 1c: Numrera noder och element med stigande x—koordinat; med tva lika langa element,
h = % = 1, konstant last pgA och konstant axialstyvhet EA, har vi tva lika elementstyvhetsmatri-
ser och elementlastvektorer enligt ovan. Vi far styvhetsmatrisen genom att summera de expande-

rade elementstyvhetsmatriserna och bidraget fran randtermen

kh
a a a Kh a
o - EA 1-10 1+@00 0 l+k100 I_E_AI+EA 10 1
= -1 1 0]|a, 7 01 -1||a, 000||ay = 7 -1 21 a,
0 00 a, 0-11 a, 000 as 0o -1 1!l%

och lastvektorn genom summation av expanderade elementlastvektorer

1 0 1/2
Ah Ah
f=png +png = pgAh| 1
0 1 1/2

Randvillkoren kraver att a; = 0 sa vi far ekvationssystemet

kh

pall 5 -1 0|4 172
T o _q]|% = pgAh| 1|
0 -11)L0 172

Vi ser att sista kolumnen i styvhetsmatrisen ‘forsvinner’ (multipliceras med noll); vidare kan vi
inte anvinda sista ekvationen eftersom de har fatts genom att anvénda v = N; — detta val av

testfunktion inte ar gilltigt eftersom N, har noll-skiljt funktionsvérde vid x = L. Kvar ar da
kh
EA — —1}|a
EA| 1+ g7 -1 H _ pgAh{l/Z}
a 1

med lésningen
2
{“1} _ _ bgh 2 lkh H _ _ bgh 3 Zkh ={
a, ( ﬂ>11+—1 ( &I) s 4=
E1+EA EA E1+EA 2 A

Losning 1d: Vi soker e, = Ja(e, ¢) . Energin i felet ar lika med felet i energi:

a(e,e) = a(u,u) —a(u,, u,) . Har ar a(u, u) = ||u||5

g givet; vi soker a(uy, u,) .

T . 172 3
a(uh,uh)=aKa=af=[110J 1|=3
1/2
DA f3 5 3 1
afas |ef, = Ja(e, e) = Ja(u, u) —a(uy, uy) = 375 = 76

Losning le: I franvaro av singulariteter i den exakta losningen ér felet i FE—approximationen

ch’*' om basfunktionerna 4r kompletta polynom av grad p . Energinormen ér ett matt pa forsta-
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derivatans storlek s vi har att ||, = ch’ och alltsé log lel, = logC + plogh. Har &r p = 1 konver-

gensgrafens lutning i log—log—diagrammet. Den 6versta kurvan visar alltsa konvergens for »—
metod och linedra element.

Losning 2a: Vid den fasta inspanningen &r alla forskjutningar forhin- r,
drade, dvs u, = u, = 0. P4 den fria obelastade hogra randen dr normal— N\

och tangentialspdnningen noll; med tractionvektorns komponenter defi-
nierade enlig tes har vi hér alltsa 7, = 7, = 0. P4 den belastade vénstra

o r
randen I, giller att 7, = ¢/ samt ¢, = 0. P4 symmetriranden har vi "
ingen forskjutning vinkelrédtt randen, u, = 0, och jimvikt i x-led kréver

————————— sym
att . = 0. Vi sammanstéller: [ oym

X y
_ 49, _ 8

tx—;,ty—O parl,,

ty=0,u,=0 pa rsym

Vi utvecklar nu randintegralen och for till att bérja med in naturliga randvillkor:

b v H e ] o] mdr ][] H o

r

sym

pra = [l

r My p 1

Par, &r och 1, obekanta (stodreaktioner) sa vi begrénsar oss till testfunktioner sddana att
v, =v,=0pa denna del av randen; analogt &dr tractionvektorns y —komponent obekant pa symme-
triranden sa vi infor ockséa villkoret v, =0 pd Cym - Variationsproblemet kan da skrivas: hitta u sa

att

~ T -~
[(Ov) DOudg = J‘vT{q/t}dF
Q Iz 0
u=v=90 pa rg

U, = v, = 0 pa Fsym

Z Nia;
Lésning 2b: Approximera u = [ux} =u, = [u"hl = |i=1 ,dar N; = N,(x,y) &r n valda basfunktio-
u

n
Z Niayi

=1

ner och de 2n nodvariablerna har betecknats a,;/a,;. Om vi definierar

N M ON 0 N, 0 B N
“|ON, ON,.. ON ‘= [“xl Ay1 Gxp Ayp - Gyp aer

n

kan vi kortare skriva u;, = Na . Insattning i variationsproblemet ger da
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(f(ﬁv)TDéNdea = IVT{‘W}N

Q (% 0

som innehaller 2n obekanta nodvariabler. Testfunktionerna viljs nu enligt Galerkin som

- (o o[ b

Varje val ger en ekvation och samlas dessa radvis fas

(I(EN)TDéNdQ]a = | NT{Q/ f}zr

Q th O

eller Ka = f, med f = J'NT{‘I/I}IF och K = IBTDBdQ, dir B = ON.
0
M Q

Pa ett element med fyra basfunktioner har vi u;, = N°a®, dir N° = ar de noll-skilda

N; O ..N; O
0 Nj .. O Ny

basfunktionerna pa elementet och 4 en kolumnvektor med motsvarande nodvariabler. Vi har da

ON¢ oN;
9, =0 =" o
ox 0x ox
Be _ ElNe _ 0 0 N? 0 .. Ni 0 _ aN? aNz
v 0 — ... 0 —
a? 0N .. 0N dy dy
3y x ON| ONy 0N, O,
0y O0x 0y Ox |

Losning 2c¢: Lat x vara en godtycklig vektor och a vara losningen till Ka = f — a &ar entydig
eftersom K &r positivt definit. Bilda v = x —a ; vi har da
1 T T
M(x) = N(a+v) = E(a+v) Ka+v)-(a+v) f =

(aTKa +v' Ka+a'Kv+ vTKv) - va— an

N —

T . . po o
Men a'Kv = (aTKv) = (Kv)Ta =v'K'a =v'Ka eftersom K &r symmetrisk. Vi far da

M(x) = %aTKa —an+ %VTKV +v'Ka —va = M(a) + %vTKv + vT(Ka -f)
Men Ka=f=v (Ka—f) =0 och K &r positivt definit s& v Kv>0 for v20,dvs da x #a , sa det fol-
jer att M(x)>M(a) for x#a

Losning 2d: Modelleringsfel dr saker som gor att den matematiska modellen bara dr en approxi-
mation av det verkliga (fysiska) problemet och vi kan hir tinka oss en méngd olika sadana, och
nojer oss med nagra exempel: skivans infdstningar &r inte helt stela utan har en viss flexibilitet;
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egentyngden ir inte medtagen i den matematiska modellen; belastningens intensitet ¢ ar inte
exakt konstant; problemet kan innehalla sma osymmetrier; etc.

Losning 3a: Isoparametriska element innebér att basfunktionerna Nf (&, n) anvéands som form-
3 3
funktioner — avbildningen gors da som x(&,n) = Z x,N; y(E,n) = Z y.N;, dér (x,y;) &r
i=1 i=1
koordinaten for nod i. Eftersom basfunktionerna &r polynom, beriknar vi enkelt derivatorna
3 3
ON; ON;
g_x = z xiﬁl =X,—x, g—; = z Xz = x;-x,; och motsvarande for derivatorna av y, dvs vi
i=1 i=1
. 0 )
far % = y,—y, och % = y;-,

Basfunktionernas derivator med avseende pa x och y fas med kedjeregeln:

3% | _ |ogax "ot
GN? dx 0. l+6y
on onox  dnady
o 3y
diir alltsa J' = |98 98] Med
0x 0y
on o
dy Oy
JT oL |on "9 _ 1 (v3=y1) = =y1)
detJ| v ac|  2=x)03=-y) = 0O =x)02 =y |~(x;-x)) (x,-x))
- on 0%
ON; ON;
fas da de sokta derivatorna som Ox | _ J_T 08 For t.ex i = 2 fas
ON; ON;
dy on
0N
x| | 1 Y3=¥1
6N§ 0 (xz—xl)(y3—yl)—(x3—x1)(y2—y1) X| — X3
Oy
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Losning 3b: Gor en variabelsubstitution och integrera i det lokala koordinatsystemet; eftersom
detJ = (x,—x;)(y3-y,) = (x3-x,)(y,—y;) &r konstant fér 3—nodselementet och elementarean &r % i

1(1-§)
det lokala systemet fés trivialt A° = I dA = I _[ detJdndt =
A° 0 0

(XZ_XI)(y3_y1)_(X3_X1)(YZ—Y1)
2
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