Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers tekniska hogskola

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

27 AUGUSTI 2014 £ .y
Tid och plats: 1499 _ 1890 M-huset OJ k

Hjalpmedel: Ordbécker, lexikon och typgodkind raknare.
Larare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. kl 15.00 samt 16.30° Q]"
Loésningar: Anslés pa kurshemsidan samt p4 institutionen (3 v&n. i M—huset)
senast 28/8.
Betygsittning: En fullstandig och korrekt lésning pa en uppgift ger posing enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smirre fel leder till poéingav-
drag. Ofullstandig 16sning (svar pa stillt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte négot podng. Maximal poéng dr 20. Det
krévs 8 poing for betyg 3; 12 poéing ger betyg 4; for betyg 5 krévs 16
podng. Observera att ovanstaende ir betygssiattning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkinda inlamningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 3/9 pa samma stélle som 16sningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast 10/9 — fér kursdeltagare
som inte har alla inlamningsuppgifter godkinda vid detta
tillfalle inrapporteras betyget U (underkind).

Granskning: Torsdag 4/9 12—13 samt mandag 8/9 12-13 i institutionens lokaler.

Tank pa:
* Skriv sa att den som ska ritta, kan ldsa och forst& hur du tinker. Den som réttar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen skrivs

har betydelse vid poéingsittningen.
* Forklara/definiera inférda beteckningar.

° Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (p4

t.ex forskjutningar och krafter).

* Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1

Betrakta varmeledning (1D) genom ett golv som &r upp-
byggt enligt figuren. Temperaturférdelningen u(x) ges av
l6sningen till randvirdesproblemet

—i[k@Jz 0 0<x<018m
dx| dx
u(0) = 0°C 1(0,18 m) = 20°C
dar
0,04 W/me°C 0<x<0,05m
k=417Wm°C 0,05 m<x<0,15m
0, 14 W/m°C 0,15m<x<0,18m

ar varmekonduktiviteten och ¢ = —k;l—l; ar virmeflodet (virmeenergi per tids— och areaenhet).

a: Variationsfromulera problemet. 2p)

b: FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkins N e
metod och hirled elementstyvhetsmatrisen for ett lineirt ele- ! 2
ment med ldngden i (2p) 1 1

I >k
X i+ 1
c: Berdkna temperaturen i de tva gransskikten (x = 0,05 m res- /71/ h=x,1-% /ljl/+

pektive x = 0,15 m) genom att l6sa problemet med 3 lineira
element. (3p)

d: Hur stor virme—effekt forsvinner per kvadratmeter golvyta? (2p)

Losning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(x) och integrera éver

0,18m
omréadet (intervallet): — .f v%[k%}dx = 0. Efter partialintegration fas
X X,
0
0,18m 0.18m
kﬂ@dx = l:kvﬂ] . Eftersom d ar obekant vid x = 0 och vid x = 0,18 m begrinsar vi
dxdx dxo dx

valet av testfunktioner till de som uppfyller v(0) = v(0,18 m) = 0. Variationsproblemet blir d4 att
hitta u si att

0,18m

_[kﬂﬂdx =0 v(0) = v(0,18m) = 0 u(0) = 0°C ©(0,18 m) = 20°C
dxdx
0

Losning 1b: Approximera den obekanta funktionen med en linesirkombination av basfunktioner:

u=u, = Na;hir&ar N = [Nl(x) N”(x):l en vektor med basfunktionerna och a = [al a;J ar
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obekanta nodvariabler. Testfunktionerna véljs enligt Galerkins metod: v = N {» ---» N, . Inséttning

0,18m
’ T
ger J k CI;—]:) —Z,—gdm = 0 med villkoren N(0)a = 0°C och N(0,18 m)a = 20°C
" ;

Ak e T e
Ett element pa intervallet (xj, X4 1) ger bidraget j k G_va ) Z—N dx till styvhetsmatrisen; hir inne-
% %
xj

e
héller radvektorn N° de tva basfunktionerna pé elementet. Vi har trivialt 3—1:7 = I:_]_] }J , sS4
7 1 n

) 1 -1
Ger |21 5
K® = jk h 1 gy = k(x. ,-x.) WRT| k1 - (om k dr konstant 6ver elementet).
1|7 & A
xj ﬁ 5 —2

Lésning 1c: Anviind ett element for varje material. Om element och nodvariabler numreras nedi-

fran och upp, far vi bidragen = 0,8 L -1 ,Kez =17/ 1 -1} och K°° = 14| 1 -11193
-1 1]|a, ~1 1]|a, 31-1 1]a,

till véinsterledet i FE—formuleringen. De fyra ekvationerna blir d&

08 -0,8 0 o |4

-0,8 17,8 -17 0 )
0 -17 21,6667 —4,6667 as
0 0 -4,6667 4,6667 a,

S O O O

Randpvillkoren ger att a; = 0 och a, = 20, savifar

08 0 0
178 -17 [|%| _ | o©
~17 21,6667||a, 93,333
0 —4,6667 93,333

Forsta och sista ekvationen har fatts genom att vélja testfunktionerna v = N | respektive v = N,

men eftersom dessa val inte uppfyller villkoren v(0) = v(0,18m) = 0 &r dessa ekvationer ogilltiga;
vi far da kvar [178  —17 [[%2] _ 0 , som har lgsningen “f _ 164 °C
-17 21,6667 aq 93,333 as 17,2

du
Losning 1d: Vid stationéra forhallanden blir virmeflédet q = —kah lika i alla element. Vi réknar

: duy, 20-17,2 2
har ut ¢ i det 6versta elementet: q = -k—"=-0,14 “— ~-13,1 W/m"~ (minustecknet anger

dx 0,18 -0,15
att flodet gar i negativ x—led). Forlusten 4r ca 13W per kvadratmeter golvyta.
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2

Figuren illustrerar ett elasticitetsproblem som &r symme-

triskt med avseende p& y—axeln. Strukturen &r belastad med |
en utbredd last ¢/ (kraft/yta), dar ¢ &r omradets tjocklek i MMM
z-led; ¢ ar konstant och det rader plant spanningstillstand.

Den svaga formen (variationsproblemet) av elasticitetsproble- ]
met kan skrivas l
[

S
9
ox
- T - n.+O. . y

[(V») DVwydq = §T "= T O Mlr g o 2

o I [Oxylty+ Oy n, dy .
99
10y a',d ‘‘‘‘‘‘

T T .
dar D &ar Hooke-matrisen, ¢ = [c” . Gr\] 4r spidnningarna, n = ["x n;l ar en utatriktad

T
enhetsnormal till omradet Q, v innehaller testfunktionerna (viktsfunktioner) och u = [”x u\] ar

den obekanta forskjutningsvektorn; I betecknar randen till Q.

a: Teckna de randvillkor som giller for det visade problemet och utveckla randintegralen i varia-
tionsproblemet. (2p)

b: FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkins metod. Det ska framga hur den
obekanta férskjutningsvektorn u approximeras samt hur man far tillrackligt manga ekvatio-

ner for att bestimma samtliga obekanta nodvariabler. Visa ocksa hur B® —matrisen ser ut for

ett element med »n noder. (3p)

¢: Antag att vi ska anvinda isoparametriska bi-lineéra element for att diskretisera problemet.

Visa hur de derivator som behévs for att etablera B® —matrisen berdknas. Du behéver inte ge
explicita uttryck for bas— och formfunktioner, men definiera alla beteckningar du infor. (2p)

d: Ivilket eller vilka omraden (markera i figur) ska man forvinta sig att de till storleken minsta
elementen uppkommer, om problemet l6ses med en adaptiv i —metod? Motivera ditt svar. (2p)

e: Givet att styvhetsmatrisen K #r positivt definit och symmetrisk, visa att FE—approximationen

minimerar den potentiella energin I1(x) = %xTKx —fo , dvs att I1(a) < I(x) Vx#a (2p)

Losning 2a: Med beteckningar enligt figuren sa &r alla férskjutningar T
forhindrade pa r., pa symmetriranden ", maste horisontalforskjut- B Ty

ningen och tangentialspénningen vara noll, pa I, &r normal- och tang- ‘s

entialspanningarna noll, och pa I';, ar tangentialspidnningen noll medan P

normalspanningen dr —¢/t. Lat Iy = Oy M+ G0, och Iy
vi kan da skriva /

1, = Ol + 0y

’ -
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Inséttning i randintegralen ger

c + 0O -
vT[ ol T Oy ‘Jdr = _[(v A Vyt)d] +J'(v te+v, - 0)dl + j(v “0+v,-0)dl"+ J'( 0+v, - tq)dr
r

O, RO +G
r.q rIz[ 1—‘h

Eftersom 7, #r obekant pa I, och I' méste testfunktionen v, véljas sd att v. = 0 pa dessa bada
delrander; vidare &r 1, obekant pa F sa v, méste viljas s& att v, =0 pé denna delrand. Vi far d&

kvar

T|O M+ O
, mdr:j@,ﬂ,ﬂo}dr
Oyyly + Oyl r, = |-q/t

h2

r
Loésning 2b: Approximera Ue=Upy = ANy +a,Ny+...+a,, N, och
Uy =y = a, Ny+a,N,+... ay,N,, . Om vi samlar de 2m nodvariablerna i en vektor @ och bas-
funktionerna i en matris N enligt

~ T N, ON, O ..N, 0
- ["xl Ayl Gy Ayp e Ay “.vm] V= 0N ON,.. 0N,

§ . u, ; s " .. 5 e .
kanviskrivau=~u, = | *" = Na. A roximationen sétts in i variationsproblemet, varefter vi
h .
{
yh

T
véljer v = [;x_ vv:, pd 2m olika sétt, for att {3 lika manga ekvationer som obekanta nodvariabler.

Med Galerkins metod gérs valen v = Ny 5 0 ; Ny yeres Non , 0 . Insattning ger nu
0 Nl 0 0 Nm

j(%N)TD(%N)dQ jN[ J
Q —q/t

For ett element med n noder, samlar vi de 2n nodvariablerna i en vektor
N; 0
0 N;

xm “yi

s 3
5\ <

T

& . o - e

a = [ae ' a 1 & & ] och motsvarande basfunktioner i en matris N° =
X ylb = 4 n

sé att approximationen pé elementet kan skrivas u h = N°@’. Vi har da att

Vu, = V(Na®) = B‘a’, dar alltsa
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5= 0 ..a—x_” 0

~ 24

B =VN=| o Wn
5 %

ONy ON]  ON, ON.

Losning 2¢: Elementen definieras i ett lokalt koordinatsystem (&, 1) s& att basfunktionerna

Nf (€,1) blir enkla polynom. Med isoparametrisk avbildning menas att basfunktionerna anvinds
4 4
som formfunktioner: x(&, 1) = X x,.Nf(é, n) y(&n) = > y,.Nf(é, n), dér (x;,y,) ér koordina-

i=1 i=1

4 4
. - A ; ox N i .
. —_— = X . — _— = X,— d
ten for nod /. Vi kan da berdkna derivatorna JE 2 X; 5% * am 2 X; 3 och motsvarande for

i=1 i=1

derivatorna av y(€, 7).

Basfunktionernas derivator med avseende pa x och y (som behovs for att etablera B®) fas sedan
med kedjeregeln:

a_Nfza_‘a_Aiay oK, dy I
JE ~ JEox '9Edy an 98
a_lvf— é&%fﬁ_f.al_i i i = _E g
n  dnodx Inady ) am 9L

Lésning 2d: Man forvintar sig flest element i omraden dér forsta derivator av 16s-
ningen &ndras snabbt, dvs dar andra derivator 4r stora. I ett elasticitetsproblem
intréffar detta t.ex dir man har spénningskoncentrationer. Vi har tre sadana
omraden i exemplet: det indtvianda hérnet, samt de tva overgangarna mellan fast

inspanning och fri kant.

Losning 2e: Lat x vara en godtycklig vektor och a vara losningen till Ka = f—
a ar entydig eftersom K #r positivt definit. Bilda v = x —a ; vi har d&

M(x) = M(a+v) = %(a+v)TK(a+v)—(a+v)Tf =

= %(aTKa + vTKa + aTKv + vTKv) - va—an

T
Men aTKv = (aTKv) = (Kv)Ta = vTKTa - v'Ka eftersom K 4r symmetrisk. Vi far da

6
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1

II(x) = Ea

TKa —an+ %vTKv + vTKa - va = Il(a) + %VTKV + vT(Ka -

Men Ka =f= vT(Ka —f) = 0 och K ar positivt definit s& v Kv>0 for v #0,dvs da x #a, s det 51-
jer att Tl(x) >Il(a) for x #a

— 2014-08-27/PWM




Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021
25 APRIL 2014

Tid och plats: 830 _ 1230 § M_huset *‘Cﬁ?
Hjalpmedel: Ordbicker, lexikon och typgodiénd réknare. i’ 7 F
Larare: Peter Méller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 932 samt ;131#‘ -y
Lésningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen for dynamik, 28/4.
Betygsittning: En fullsténdig och korrekt 16sning p& en uppgift ger poing enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till poéingav-
drag. Ofullsténdig lésning (svar pa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte ndgot poéing. Maximal poing 4r 20. Det
krévs 8 podng for betyg 3; 12 poing ger betyg 4; for betyg 5 krévs 16
poéng. Observera att ovanstaende ir betygssittning pa
enbart tentamen; fér godkind examination krivs dessutom
godkinda inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslés senast 12/5 p4 samma stélle som 16sningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast 15/5 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid detta

tillfille inrapporteras betyget U (underkind).

Granskning: tisdag 13/5 12301330 sgamt torsdag 15/5 12°0-13% Institutionen
for tillampad mekanik, plan 3 i Nya M-huset.

Tank pa:

° Skriv sa att den som ska rétta kan ldsa och forstd hur du tinker. Den som rittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tdnker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedémningen av en losning.

¢ Forklara/definiera inférda beteckningar.

° Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

® Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, s& ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1
Betrakta stationér virmeledning genom en sfirisk vigg. Om viiggens inner— och ytterradie ar Py
respektive r,, och temperaturen &r u; pd insidan och u, pa utsidan, sa ges temperaturen u(r) som

I6sningen till randvirdesproblemet

2du 3
dr[k dr} 0 r;<r<r,

u(r) = u;

u(r,) = u,

dér k dr viarmeledningskoefficienten (termisk konduktivitet).

a: Variationsfromulera problemet. Ledning: du behéver inte integrera 6ver viggens volym, utan
det ar tillrackligt med integration i radiell led. (2p)

b: FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkins N NE
metod och hirled elementstyvhetsmatrisen for ett element med ] 2
tv4 line#ira basfunktioner. (3p) 1 1

r[ ) o
i +
v hEramn g
A /

c¢: Betrakta en sfir med r;, = 1,5m och r, = 1,9m. Anvénd tva linedra element for att approxi-

mera temperaturen mitt i viggen, om u; = 0°C och u, = -20°C . (3p)

Losning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(r) och integrera éver

rﬂ

intervallet: jv l: 2d—“]dr = 0. Partiell integration ger J-k 2ﬂﬁa’ = [:k 2 erl:lr Eftersom % ar

N
i

obekant vid r = r; och vid r = r,, maste vi hir begransa vara val av testfunktion s& att

v(r;) = v(r,) = 0. Variationsproblemet blir di: Bestdm « s att
jk 2dv du = u(r) = uyu(r,) =u, v(r;) = v(r,) =0

Lésning 1b: Approximera u med en linesrkombination av basfunktioner N{(r): u=u, = Na, med

basfunktionerna N = |, N, ... N | och nodvariablerna a = |4, a, ... | . Approximation sétts in i
1°72 n 1 %2 n

variationsproblemet och testfunktionerna véljs enligt Galerkin, dvs v = N,, i = 1,2,...,n; vi far d&

" dN, du
Jl\ 2— —"dr- 0,i = 1,2,...,n — eller p4 matrisform: _[kr (dN) —dra =0.

T

For ett element med tva linedra basfunktioner N° = [NT N;] paintervallet r;<r<r; | harvi

dN® 1 o aNTaN®  1[1 -1 .
% - ﬁ[“l 1], dér = r, +1-1; ar elementets ldngd. Detta ger att ( = }?{ : IJ &r kon-

stant. Vi far d&:
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dr dr h

Ti1 T s T+ k(3 3)

. r; r. —F
K = J'krz(dN aN- . _ % 1 -1 jrzdr: k|1 -1 [rB]r{H _ J+12 i’ 1 -1
-1 1 3pE-1 1 : 3k -1 1

5 Tj

Loésning 1c: Med tva lika lAnga element har vi nodkoordinaterna r; = r; = 1,5m,
r, = 19 m; bada elementen har lingden # = 0,2m. Elementstyvhetsma-

ro4+r
r, = ‘2 °=17m och ry =
33 303
k(ry—r k(rz—r
triserna blir K] = (72 -~ i1 -] respektive K, = (3—22) 1 11 Assemblering ger da
3h -11 3h -1 1
3 3 3 03
(ry—=ry) —(r,—r7) 0
k(rg—r?) 1 -10j|% k(rg_"g)o 0 0} k 23 13 32 31 3 3 a .
7|71 1 0||ap| ¥ 7|0 1 1@ = 75|-(ry—r)) (r3-7)) ~(r3—13)| || = Ke
3h 0 00 h 0-1 1 3h ] s s
a - a 3 a
3 3 0 —(r3=r3) (r3—-ry) |73
Ekvationssystemet blir da
3
(rg—r?) —(rz—r?) 0 s £
k 3 3,3 3 303 .
32| 2= (=) ~(r3=rp)| %) = |0
a| |f3

3 3 3 3
0 —(r3—r3) (r3—r2)

dédr f; och f; beror av den okénda randtermen (se 16sning 1a); eftersom N, och N; inte uppfyller
kraven pa testfunktionerna (v(r,) = v(r,) = 0) maste vi stryka forsta och tredje ekvationen. Vidare

ger randvillkoren att a; = 0°C och a; = -20°C, s4 vi far

0°C

k 3 3,3 3,3 3 _
3h2{‘(r2"1) (=) ~(5-n)|| @ | =0
-20°C

3 3

—(ry—15)-20°C

ur vilket a, = —(—3—%-
("3“”1)

=-11,2°C

3
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2

Betrakta randvirdesproblemet

—div(Vo) = f  iQ \Q
d=0 pal )

N

T @
dar f &r en given konstant, V = [aiai] 4r gradientoperatorn, %
x oy

= ¢(x,y) den sokta funktionen och Q ett symmetriskt L—format omrédde med randen T".

a: Genom att utnyttja symmetrin i problemet, sa ricker det med att rdkna pa halva omradet nér
man t.ex vill approximera lésningen med finit—elementmetod. Ange hur problemet maste for-
muleras for att utnyttja symmetrin. (1p)

b: Anvidnd Green—Gauss sats, dvs '[ v div(g)dQ = cj‘\qundl"— _[(qu)quQ (déar y &r en skaldr funk-
Q r Q
tion, ¢ en vektorvard funktion och n en utatriktad normal till Q), for att variationsfourmulera
problemet. Det ska klart framgé vilka krav som stélls pa inblandade funktioner och hur rand-
villkoren paverkar formuleringen. (2p)

¢: Finit—-elementformulera problemet och visa hur B®-matrisen ser ut for ett element med 3 bas-

funktioner N;, i = 1,2,3. (2p)

d: Ange elementlastvektorn for ett element med 3 lineéira basfunktioner och elementarea A® (2p)

Losning 2a: Med beteckningar enligt figuren har vi I
sym

—div(Vo) = f 19,
o=0 pal'y,,

Q
(Vo)'n =0  pirl 172

sym

dvs problemet definieras pa halva omradet och pa symmetrilinjen géller

. Sl o T
att normalderivatan av 16sningen méste vara noll. 172

Losning 2b: Multiplicera bida sidor av differentialekvationen med en testfunktion v och inte-

grera 6ver omradet: — j vdiv(V$)dQ = J' vfdQ . Anvand Green—Gauss sats pa vinsterledet (sétt
QI/Z QI/Z
v = v och ¢ = V¢ ) och flytta randintegralen till hogerledet; da fas:

[ (V0 (V$)dQ = [ vao + jv(Vq;)Tndn _[V(Vq))TndF
Q1/2 QI/Z rl/Z rsym

Den sista randintegralen forsvinner pga (det naturliga) randvillkoret pa I’ ; for att bli av 4ven

med den andra randintegralen (dér V¢ &r obekant) stéller vi kravet att v = 0 p& T';,, — &ven ¢

méste uppfylla detta (visentligt randvillkor). Vidare méste alla inblandade funktioner vara kva-
dratiskt integrerbara, samt ha kvadratiskt integrerbara 1:a derivator. Definiera

V= {v: v=0piT,, [ vdQ<e, | (Vv)ZdQ<oo}
QI/Z Q]/Z
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Variationsformuleringen blir d&: Bestim ¢ e V s& att

[ veyQ = [vda  wev
QI/Z QI/Z

Losning 2¢: Approximera lgsningen som en linedrkombination av basfunktioner:

b=8y = YNa = Na; N = [W, N, . ]5a=[a ]
i

Lat v, = { v: V= ZN,.v,}, dvs rummet av alla funktioner som kan skrivas som en linesirkombi-
i

nation av basfunktionerna. Vidare bestdmmer vi nodvariablerna a; s att variationsproblemet &r

uppfyllt i V; — Galerkins metod (alt. formulering: basfunktionerna anvénds som testfunktioner);

varje val av testfunktion ger en ekvation, sa vi far lika méanga ekvationer som obekanta. FE—for-
muleringen blir alltsa: Bestdm ¢, € V,, sa att

| (V) (V§,)dQ = [vaq  wev,
Qin Qi

Detta ger ( _f (VN)T(VN)dQ]a = I NdeQ ,ddr VN = B . Pa ett element med 3 basfunktioner har vi
QI/Z QI/Z

T
1 1 P e ¢ — a2 _— 4 o .
FE-approximationen ¢, = N'a™ = [NT NS Nﬂ [ai as a'ﬂ , s& B—matrisen pé elementet blir

IN] ON; ON;
B =VN"= | 3% O
IN] N3 9N
dy dy 9y
Loésning 2d: Elementlastvektorn ges av integranden i FE—formuleringens higerled, integrerad

T
over elementet. Med f konstant fs f* = f J' [Ni NS Nﬂ dQ . Integralen av en basfunktion kan berék-

A
nas som volymen mellan (x,y)—planet och funktionens graf, dvs volymen av en tetraedar med bas-

ytan A® och héjden 1. Vi fas alltsa

f£=%1
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3

Med lamplig definition av skaldrprodukt (*#, *) och inre produkt a(*, *) kan variationsproblemet i
foregaende uppgift skrivas

Hitta ¢ e v sé att a(¢,v) = (v, /) Yve V
och FE—formuleringen med testfunktioner enligt Galerkin blir

Hitta ¢, e v, sd att a(¢,,v) = (v, /) Vve V,

dér v dr rummet av funktioner som uppfyller de krav problemet stéller (uppgift 2b) och FE—rum-
met antas vara ett underrum: V, c V. Hér ar den inre produkten och skalérprodukten bada sym-

metriska och linedra i bAda argumenten, sd man visar enkelt att diskretiseringsfelet e = ¢-¢, &r

a—ortogonalt mot FE—rummet: a(e,v) = 0 Yve V,.
a: Visa att energin i felet &r lika med felet i energi: a(e, e) = a(9, 0) —a(¢,, ¢,) (1p)

b: Visa att losningen till variationsproblemet minimerar den kvadratiska funktionalen
1
II(v) = 7a(v,v)=(v.)

d v s visa att I1(¢) <II(v) Vv e V, med likhet endast for v = ¢. (2p)

c: Av V, cV och minimeringsegenskapen hos ¢ foljer att I1(¢,) 2I1(¢) (med likhet endast om

¢, =¢),dvs %aTKa —an >TI(¢9), ddr K &r styvhetsmatrisen, f &r lastvektorn och a dr nodvari-

ablerna. Visa att detta kan tolkas som att FE—approximationen &dr ‘for styv’. (2p)
Losning 3a: Utnyttja att a(,,.) dr symmetrisk och lineér i bida argumenten:

a(e,e) = a(0—0,, 0-0,) = a($, o—¢,)—a(¢,, 0-9,) =
a(9, 9)—a(d, ¢,) —a(d;, ) + a9y, 0,) = a(9, ¢) +a(d, ¢,)—2a(d, ¢,) =
{anvind att ¢ = ¢, + e isistatermen} = a(d, §) +a(P,, ¢,)—2a(d, +e, ;) =

a(9, ) + a9y, 0,) —2a(dy, 9,) —2a(le, ¢;) =

{¢, € V}, sésistatermen ir 0 enligt Galerkinortogonalitet} =

a(9, 0) —a(dy, 9)

Losning 3b: Lat ve V vara godtycklig och definiera funktionen u = v—¢, ddr ¢ dr losningen till
variationsproblemet. Vi har da

I(v) = (¢ +u) = %a(¢+u,¢+u)—(¢+u,f) = {utnyttja linedritet} =
%(a(q), O)+ald, u)+au, ) +alu, u))—(d, /- (u,f) = {a( , ) drsymmetrisk} =
%a((p, 0)— (9, /) + %a(u, uw) +a(d, u)—(u,f) = {(a(9, u) = (u,f)) ty ¢ 16ser variationsproblemet} =

IT(¢) + %a(u, u) 2T1(¢)

dér den sista olikheten foljer av att a(u, u) >0, med likhet endast for « = 0, d vs for v = ¢; alltsa
II(v) 2T1(¢), ddr ¢ &r lésningen till variationsproblemet.
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Losning 3c: Vi har att TI(¢) < %aTKa —an ={Ka=f}=- %an , sa for en given lastvektor f kan olik-

heten II(¢) <II(¢p,) tolkas som att losningsvektorn a &r for liten 1 genomsnitt’, d v s att styvheten

K &r for stor.
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Institutionen for tillaAmpad mekanik, Chalmers

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

18 DECEMBER 2013 "
Tid och plats: 830 _ 1230 § M—huset 0 J
Hjslpmedel: Ordbicker, lexikon och typgodkind réknare. iz
Lérare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 930 gamt 1115,
Loésningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen for dynamik, 19/12.
Betygsattning: En fullstdndig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poidng enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till podngav-
drag. Ofullsténdig l6sning (svar pa stéllt problem saknas) eller

omfattande fel ger inte nagot poéng. Maximal podng 4r 20. Det

kravs 8 poang for betyg 3; 12 podng ger betyg 4; for betyg 5 krédvs 16

podng. Observera att ovanstaende ar betygssiattning pa

enbart tentamen; for godkidnd examination krivs dessutom

godkinda inlamningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 7/1 p4d samma stélle som losningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast 9/1 — for kursdeltagare
som inte har alla inlamningsuppgifter godkinda vid detta

tillfille inrapporteras betyget U (underkéind).

Granskning: tisdag 21/1 12-14 samt torsdag 23/1 12-13, Institutionen for tillam-

pad mekanik, plan 3 i Nya M—huset.

Tank pa:

e Skriv s& att den som ska réatta kan ldsa och forstd hur du tdnker. Den som réittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tdnker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedomningen av en 16sning.

¢ Forklara/definiera inférda beteckningar.

¢ Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

* Gor du antaganden utover de som anges 1 uppgiftstexten, s ange detta explicit och for-

klara dessa.
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En pelare med axialstyvheten EA och ldngden L &dr fast inspind i bada &ndar.
Den belastas enbart med sin egentyngd pgA (kraft/lingdenhet). Den axiella

forskjutningen u(x) ges som losningen till randvirdesproblemet peA

. EA
u
—Z\[EAd—x} =pgA  0<x<L

u(0) =0, u(L) =0

a: Variationsformulera randvérdesproblemet och ange regularitetskraven pa
ingdende funktioner. (1p)

b: FE—formulera problemet med testfunktioner (viktsfunktioner) M) )
x X

enligt Galerkin. Hirled elementstyvhetsmatrisen K° och element- I 2
lastvektorn f° for ett element med léngden h = x,, , -x,; och tva line- y x
dra basfunktioner (se figur brevid); antag att EA och pgA ar & h Xiv1
konstanta. (2p) 5 7

c: Satt EA = 1, pgA = 1 samt L = 3 och 16s problemet med 3 lika l4nga linedra element. (2p)

. : - ; " . du pgAL _ 3
d: Enligt den exakta losningen blir normalkraften ¢verst i pelaren N(0) = EAE e
“lx=0

Hur stor blir ~¥(0) enligt FE-16sningen? (1p)

e: Energinormen av den exakta losningen ar [lul, = Ja(u,u) = 1,5 % = 1,5. Berdkna energinor-

men |, av diskretiseringsfelet e = u-u,, ddr u, &r FE-approximationen. (2p)

f: Antag att man genomfor en konvergensstudie genom att successivt halvera elementlénderna,
sé att problemet loses med 3, 6, 12, ..., 384 element, och sedan plottar ||, mot 4. Vilken av de

tva kurvorna (figur nedan) forvéntar du dig da? Svaret ska tydligt motiveras. (1p)

Konvergensstudie

a

Energinorm av felet ||e]|

Elementstorlek h
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Lésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera éver
intervallet

L L
d du _ [,
—Iva[EAE:]dx = J.x pgAdx
0 0

Efter partialintegration av vénsterledet fas

L

du dv
p ] deAd—dx vpgAdx

0 0

[VEA

Eftersom derivatan % ér obekant vid x = 0 och x = L, begrinsar vi val at testfunktion till sddana

att v(0) = v(L) = 0 for att bli av med den obekanta randtermen. Vidare maste ingaende funktioner
vara kvadratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbar forsta derivata. Om vi definierar
funktionsrummet

L L
V = 4qv: v(0)=0, v(L) =0, lezdr<m, '[(Z—v 2d.7c<<>c

0 0
L L

kan variationsproblemet skrivas: Bestim ue V s att e EAZ”dr = J'vpgAdx Yve V
0 0

Loésning 1b: Lat N = [Nl(x) Nn(-")] vara en radvektor med valda basfunktioner och

a= [‘11 a,JT vara en kolumnvektor med (obekanta) nodvariabler. Approximera den obekanta

d
funktionen genom u=u, = Na. Vi har da W /PO = Ba, déralltsa B = 9 = |aV, N,

dx dx ax’? dx T T
innehdller forstaderivatorna av basfunktionerna. Sétt in approximationen i variationsproblemet
och vilj sedan testfunktionen enligt Galerkins metod, d.v.s vilj basfunktionerna i tur och ordning;
om ekvationerna samlas radvis i ett ekvationssystem fas

dN,
Lldx LN,
j . |EABdxa = j  |pgAdx
0 dNn 0 Nn
dx
L L
T T
eller Ka = f med K = jB EABdx och f = J'N pgAdx
0 0

Elementstyvhetsmatrisen och elementlastvektorn fis genom att integrera 6ver elementet

Tiv1 Fivl

j B EABCdx f= f NeTpgAdx
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dar N° = [NT N‘ﬂ #ar basfunktionerna p4 elementet och B® = 211_1;’ = [:hl %] . Integralerna av basfunk-

tionerna berdknas enklast som arean mellan x—axeln och respektive funktionsgraf:
Tivi ivd

j Nids = [ Nadx = ]—,)—}? . Insdttning ger

i i

X, X

Xivl i+l

T
K = jBeEABedx=E 1 =1 fdx=@ 1 -1
R l-1 1 h-1 1

X; X

samt

il

fe= J‘NeTpgAdx=#’:

]

.l,-
Losning 1e: Numrera noder och element med stigande x—koordinat; med lika ldnga element
h = 1, konstant last pgA och konstant axialstyvhet EA, har vi tre lika elementstyvhetsmatriser
och elementlastvektorer enligt ovan. Vi far styvhetsmatrisen genom att summera de expanderade
elementstyvhetsmatriserna

1 -100]|% 00 0o0% 000 Of|% 1-10 0fl%
Ka < FA|-1 100|192  EAl0 1 -10[|%|  EA|00 0 0|9 _ EA|-1 2 -1 0|4,

h1o 000[|asl " |0-110[las] 7[00 1 <1f{ay] 7|0 -1 2 -1||as
0 000, 00 00||g, 00-1 1]|q, 0 0 -1 1]|q,

och lastvektorn genom summation av expanderade elementlastvektorer

1 0 0 172
1

Fe pngh 1 +pg2{%h 1 +pg2Ah O = pguk
0 1 I
0 0 1 172

Randvillkoren kréver att a; = a, = 0 s vi fir ekvationssystemet

1-10 0[]0 172
EA|-1 2 -1 0|4 = il 1
hio-12 -1||a,

0 0-11]|g 1/2

Vi ser att forsta och sista kolumnen i styvhetsmatrisen ‘f6rsvinner’ (multipliceras med nollor);
vidare kan vi inte anvanda forsta och sista ekvationen eftersom de har fatts genom att anvénda
v = N, respektive v = N, — dessa val av testfunktion inte &r gilltiga eftersom de har noll-skilda

funktionsvarden vid x = 0 respektive x = L. Kvar 4r da

EAl2 -1]|92| _ 0gAh 1
h|-1 2]|a, 1
med losningen
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a| _ pgan®2 1|[1] _ peAn®[3] _
ay|  3EA |12f|1] T 3EA |3

Loésning 1d: Vi behover derivatan av FE—approximationen pa element 1:

]

1

dN® ¢ o1 1]|a1] _ 92— _ pgAh . s .2
i {7 E} Lj = =— = . Normalkraften enligt FE-16sningen blir da

€

N(O):EAZ—I:’ o BB 1

Loésning le: Vi soker ||, = Ja(e, ¢) . Energin i felet &r lika med felet i energi:

a(e, e) = a(u, u) —a(uy, u,) . Har 8r a(u, u) = (1,5)2 = 2,25 givet; vi soker a(u,, u,) .

1/2
T T
a(uh,uh)=aKa=af=|:OllO:| ; =2

1/2

Da fas |lell, = Ja(e,e) = a(u,u)—a(uy, u,) = +2,25-2 = %

Losning 1f: I frdnvaro av singulariteter i den exakta lgsningen &r felet i FE—approximationen
ch’*! om basfunktionerna dr kompletta polynom av grad p . Energinormen ér ett matt pé forsta-
derivatans storlek s& vi har att |le|, = Ch” och alltsd logle|, = logC +plogh. Hir &r p = 1 konver-

gensgrafens lutning i log-log—diagrammet. Den svarta kurvan visar alltsa konvergens for 7 —
metod och lineédra element.

—5— 2013-12-18/PWM




2

Den svaga formen av ett 2D elasticitetsproblem kan skrivas

= T =
[(V») DVuda = jvadQ+ yitdr
Q Q r

ddr randvillkorens inverkan inte tagits med. Har 4r u = [”x(-’f, ¥) uy(x, _y):|T den obekanta forskjut-
ningsvektorn, b = l:bx(x’ ¥) by(x, y)]T en given volymslast (kraft/volym), ¢ = [’x("" DENEA y):|T belast-

ningen ldngs randen (kraft/yta), v = |:vx(x, ») vy, y)}T en vektor med testfunktioner

(viktsfunktioner) och D en konstitutiv matris som 4r symmetrisk och positivt definit. Tjockleken ¢
i z—led av det studerade omradet Q, med rand I', har antagits vara konstant.

a: Betrakta omradet Q i figuren nedan. Det vertikala begrédnsningslinjerna Iy, &r symmetrilin-
jer, ovankanten T', &r belastad med en linjelast med intensitet ¢(x) (kraft/lingd), medan under-
kanten I', dr understodd i vertikalled. Ange samtliga randvillkor pa samtliga delrdnder och
utveckla randintegralen. (2p)

b: FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkin. Visa hur B —matrisen ser ut da vi
har » noder i FE—nétet. (2p)

c: Antag att vi anvinder isoparametriska bilinedra (4-nods) element i berédkningarna. Visa hur

€ e

ON; ON;
derivatorna av basfunktionerna (ﬁ‘ och 5;' )i B® —matrisen berdknas d& basfunktionerna &r

givna i (& m)—systemet. Du behéver inte teckna uttrycken for basfunktionerna, men visa hur
x(E,m) och y(€,n) konstrueras. (2p)

q(x)

A T 3

sym

x(&m)
y(& )
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Losning 2a: P4 symmetrirénderna géller att «, = 0 och 7, = 0 (eller o, = 0 eftersom
t, = Oy N, +0,n, ).

o : _ _ _ _ _ _ —q
Par, harvis, = o, n.+o,n, =0, =0o0chrs =c,n+0,n =0, = -

Randen I, &r fri och obelastad: r, =, = 0. PA I, géller att u, = 0 och ¢, = 0 (alt. o,, = 0).

Betrakta nu integranden i rand integralen: v's = [‘,x Vv:] [t‘} .PaT,,, érr obekant, sa vi maste

t
5
vélja testfunktions vektorer sddana att v, = 0 pd denna rand; pa I, &r r, obekant, sé vi véljer

ocksa v sd att v, = 0 pa I',. Infors randvillkoren och kraven p4 testfunktionerna fés alltsa

g food[ o)

r r,

Loésning 2b: Approximera den obekanta forskjutningsvektorn genom u = {u } Na dar
u !

N, ON, O ...N, 0
N = "
0N, ON,.. 0N,

innehaller valda basfunktioner, och
P
a = |:a_vl Ayp Gy Gyy -ee Ay a),”}

4r obekanta nodvariabler. Vi har d& Vu = Vu B = VNa = Ba dér

A o, W,
35 © ox 9%
B=VN= § _?_ N, 0O ..N, 0O =4 an, . N,
M0 N .. 0N, 5" 5
0 9d
PrE ONy ONy ON, N,
5 & ¥ x|

Satt in approximationen i den svaga formen och vilj testfunktioner enligt Galerkin

T3 - 1A

Om ekvationerna samlas radvis i ett ekvationssystem fas

.,
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Ny,
ox dy
AN, 9N, Ny 0 Ny 0
5 5 0N, 0 N,
e . |DBdQa = | |ba+ [| {O/Jdr
2\aN, o W 2IN, 0 LN, o |5
ox dy 0N, 0N,
N, AN,
dy ox

eller Ka = f med K = [B'DBAQ och f = [N'bdQ+ INT[ 0 Jdr
Q Q r, L4/t

Loésning 2c: Isoparametriska element innebar att basfunktionerna Nf(é‘;, 1) anvidnds som form-
4 4
funktioner — avbildningen gors d& som x(&,m) = z xiN? y(&,m) = Z yiN?, dar (x;,y,) &r
i=1 i=1
koordinaten for nod i . Eftersom basfunktionerna &r polynom, berdknar vi enkelt derivatorna
4 (<]
ox _ Z xa_Nf o _ ing%\]/i och motsvarande for derivatorna av y.

i= i=1

Basfunktionernas derivator med avseende p& x och y (som behovs for att stélla upp B®) fas med
kedjeregeln:

N} N}
aE | - = J7|ox
ON; N}
on dy
dx dy 9 9y
dar alltsa J7 = |95 9| Med T = EI‘J M 0 ey = g_xgl_ g_xg_y £i5 44 de sblta derivas
o 3 o o R PG
on d an 9
oN; ON;
torna som |9% JT 9§
ON; Ny
Jy on

—8— 2013-12-18/PWM




3

Betrakta randvardesproblemet

u=0pal

Har ar u = u(x,y) obekant, f = f(x, y) en given funktion, Q &r ett omrade i (x, y) —planet och T' dess
rand. Lat

a(u,v) = _[(Vv)TVudQ wf) = [vfaQ
Q Q

T
dar v ar en nastan godtycklig testfunktion (viktsfunktion) och vV = {ai ai} 4r gradientoperatorn.

X ay
Den inre produkten a(*, *) och skaldrprodukten (*, *) 4r bada symmetriska och lineédra i bada sina
argument. Det giller ocksa att a(v, v) 20, med a(v,v) =0 v=0. Variationsproblemet, den svaga
formen av randvérdesproblemet, kan d& skrivas: Bestdm ue V s att

a(u,v) = (v, f) VYve V
a: Definiera funktionsrummet V for detta problem (1p)
b: Visa att losningen till variationsproblemet minimerar den kvadratiska funktionalen
I(v) = %a(v, v)—(v,f), d.v.s visa att I1(u) <TI(v) Vve V, med likhet endast om v = u (2p)
c: Visa att variationsproblemet har en entydig lésning (1p)

d: Betrakta en konform FE—approximation. Med konform menas att FE-rummet V, &r ett under-
rum till V: v, c V. FE-formuleringen, med testfunktioner (viktsfunktioner) enligt Galerkin,

blir: Bestdm u;, € V, sd att a(u,,v) = (v,/) Yve V,.
Visa att diskretiseringsfelet ¢ = u-u, &r energiortogonalt mot V,: a(e,v) = 0 Vve V, (1p)

Loésning 3a: Ingaende funktioner (1 och v) maste uppfylla visentliga randvillkor, d.v.s vara noll
pé randen, vara kvadratiskt integrerbara samt ha kvadratiskt integrerbara forsta derivator.

V= {v: v=0parl, ‘[vde < oo, I(V\’)TVde < oo}
Q Q

Loésning 3b: Vilj godtycklig funktion ve V och bilda w = v—u dér « &r l6sningen till variations-
problemet. Vi har da

n(v) = t(u+w) = %a(u+w,a+w)—(u+w,j) = %(a(u, u+w)+aw, u+w))—(u,f)—(w,f)

= %(a(u, u)+a(u,w)+a(w, u)+a(lw,w))—(u,f)—(w,f) = n(u) + %a(w, w) + %(a(w, u)+a(u,w))—(w,f)

dar vi utnyttjat att a(*, *) och (¥, *) bada &r lineéra i sina argument. Vidare dr den inre produkten
symmetrisk, sa de tva sista termerna blir a(u, w) - (w, ) ; men a(u, w) = (w,f) eftersom u 4r en 16s-
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ning till variationsproblemet. Slutligen konstaterar vi att a(w, w) 20, med likhet endast om w = 0

d.v.sdé v = u. Vi har da att n(v) = w(u) + %a(w, w)20, med n(v) = n(u) endastdd v = u

Lésning 3c: Antag att «; och u, bada léser variationsproblemet:

a(u,v) = (v,f) YveV
a(uy,v) = (v,f) VveV

Subtrahera de tva ekvationerna fran varandra

a(u;,v)—a(uyv)=0 Vve V=a(u;—uy,v)=0 Vve V

dér sista ledet foljer fran linedritet. Valjnu v = u; —uy: a(u; —upyuy—uy) =0=>u;~uy = 0=>u; = u, —
d.v.s det finns bara en l6sning.

Loésning 3d: Vi har enligt variationsproblemet att a(u,v) = (v,f) Vve V och enligt FE—problemet
att a(uy, v) = (v,f) Vve V,cV.Subtraheras dess far vi a(u, v) -a(u;,, v) = 0 Vve V,. Utnyttja linedri-

tet i forsta argumentet: a(u-u;,v) = 0 Vve V, eller a(e,v) = 0 Vve V,
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