Institutionen f6r tillAmpad mekanik, Chalmers tekniska hdégskola

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021
28 AUGUSTI 2013

Tid och plats: 1490 _ 1800 § M_huset
Hjalpmedel: Ordbécker, lexikon och typgodkiind riknare. Q
Lérare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. kl 15.00 samt 16.30. 7'
Lésningar: Anslas pa kurshemsidan samt p4 institutionen (3 van. i M—huset)

senast 29/8.
Betygséttning: En fullsténdig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poiing enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till podngav-
drag. Ofullstédndig 16sning (svar p4 stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nagot poéing. Maximal poing dr 20. Det
kravs 8 poing for betyg 3; 12 podng ger betyg 4; for betyg 5 krivs 16
poéng. Observera att ovanstaende Ar betygssiattning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkinda inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 9/9 pa samma stélle som l6sningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast 13/9 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid detta
tillfille inrapporteras betyget U (underkind).

Granskning: Tisdag 10/9 12-13 samt torsdag 12/9 12-13 i institutionens lokaler.

Tank pa:

e Skriv sa att den som ska rétta, kan ldsa och forstd hur du tédnker. Den som riittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/téinker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid podngséttningen.

e Forklara/definiera inférda beteckningar.

° Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

¢ Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och for-

klara dessa.
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Formulera divergensteoremet (definiera inforda beteckningar) och visa hur Green—Gauss sats,

d.v.s j(])div(q)dQ = cf(l)andl"— _[(VQ))quQ , kan hirledas fran detta. (2p)
Q r Q

T
Losning 1: Lat n = |:n\_ n‘] (|n| = 1) vara en utatriktad normalvektor till randen I" av ett
T
omrade Q och g = [q_\.(x, y) q,(x _v):l en vektorvird. Forutsatt att funktionerna ar tillréckligt

reguljéra, sa har vi (divergens teoremet):

jdiv(q)dQ = chTndr
Q r

For att fran detta hérleda Green—Gauss sats, konstruerar vi vektorfiltet ¢g, ddr ¢ = ¢(x, y) &r
tillréckligt reguljér men i 6vrigt godtycklig. Vi berdknar sedan divergensen av ¢q :

, J J 99, 94, 9 9 :
Aiv(9q) = 310,14 5210g,] = 05+ 652+ Shg, + 5o, = odivig) +(V0)'g

Genom att sitta in ¢g i divergensteoremet och utnyttja likheten div(dg) = ¢div(g) + (V(D)Tq ;
erhalls det efterfragade resultatet.
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Ett ror med kvadratiskt tvarsnitt innehaller en fluid med temperaturen u r Om rorets yttre rand

har temperaturen u = 0 och viarmedvergangen mellan ror och fluid dr konvektiv med virmeover-

géngstalet o, s ges temperaturen i réret som lésningen u(x, y) till randvéardesproblemet

—div(kVu) = 0 iQ
u=20 pal

ut

~(kVu)Tn = o(u—uy) pa T,

mn

dir n dr en utatriktad enhetsnormal till omradet Q och k &r rérmaterialets virmeledningskoeffi-
cient.

a: Eftersom problemet har tvad symmetrilinjer, rdcker det att modellera 1/4 —del av omradet Q.
Formulera, med férklaring, randvillkoren pa de tva symmetrirdnderna. (1p)

b: Variationsformulera randvirdesproblemet och ange regularitetskrav pa ingdende funktioner.
Det ska klart framga hur randvillkoren kommer in i variationsproblemet. (2p)

c¢: FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkin. (2p)

d: Fran en elementsida pa den konvektiva randen T, fas bidrag till bade styvhetsmatrisen K och

lastvektorn f. Visa hur dessa bidrag ser ut i fallet att man anvinder isoparametriska bi-line-

dra element, sa att vi har tva lineédra basfunktioner pa varje elementsidan med léngden % . (3p)

e: FE—formuleringen enligt Galerkin leder till ett ekvationssystem Ka = f, dir styvhetsmatrisen
dr symmetrisk och positivt definit. Visa att Iosningen a entydigt minimerar den kvadratiska

funktionen I1(v) = %vTKv - va, dvs visa att I1(a) <I1(v) med likhet endast foér v = a. (2p)
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f: Antag att vi ska anvénda isoparametriska bi-lineédra element for att diskretisera problemet.

Visa hur de derivator som behovs for att stélla upp B® berdknas. Du behover inte ange explicita
uttryck for bas— eller formfunktioner, men tink pa att definiera alla beteckningar du infor. (2p)

X,V
(X o) (21

¢ . x=x(Em)
(.1 y=y¢&mn)

(X Vy)

(-1,-1)

Losning 2a: Symmetrivillkoret 4r att derivatan i riktning vinkelrstt mot
randen dr noll. Lat n beteckna en enhetsnormal till randen; d& kan rand-

villkoret skrivas (Vu)Tn = 0 pi Fsym

Losning 2b: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion

v = v(x, y) och integrera 6ver omradet: — J. vdiv(kVu)dQ = 0. Vi anvéander
Q

sedan Green—Gauss sats pa integralen i véinsterledet: J- (Vv)Tk(Vu)dQ = v(kVu)Tndl“. Utveckla

Q r
nu randintegralen

§v(kVu) ndl = [v(kVi)'ndT'+ [v(kVi)'ndT+ [ v(kVu) nar
T I T. I

ut in sym

= jv(kvu)Tndr— [va@u-updr+ [v-0dr
I T.

ut in rsyul

Vi ser att integranden &4r obekant pa T, sa vi begrénsar oss dérfor till testfunktioner sidana att

v = 0 pa denna del av randen. Insittning ger nu

J(V\*)Tk(Vu)d.Q+ Jvaudr = Jvau/dr
Q I“in rin .

som alltsa &r gilltig bara om v = 0 pa I'},. Vidare méste vi f4 med randvillkoret pa I, samt

endast betrakta funktioner som é&r tillréackligt reguljira si att integralerna dr begrinsade — inga-
ende funktioner maste vara kvadratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbara forsta deri-
vator. Om vi definierar funktionsrummet

o 2 T
V= {v: v=0paT, [yiaQ<es Jvw) Vde<oo}
Q Q

kan variationsproblemet skrivas: Hitta u € V s& att

[V k(Vuyde + [voudl = [voudl Vve v
Q T. ]

mn m
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Losning 2c: Vilj n basfunktioner N; = N;(x,y) ur V (konform metod) och 1at V, cV vara rum-

met av alla funktioner som kan skrivas som en linedrkombination av basfunktionerna. Vi approxi-
n

merar i =iy = Z N,a; och berdknar nodvariablerna a; genom att 16sa problemet i V, (Galerkins

i=1

metod). Alltsa: hitta u, € V, sa att

J.(VV)T/((Vuh)dQ+ J'vauhdr = J.v(xujdr Vre v,
Q T, I,

in

eller med basfunktionerna samlade i en radvektor N = [N | Ny . NIJ och de obekanta nodvariab-

T
lerna i en kolumnvektor a = [gl a ... ([’;' :

| ocNTNa'l"]a =
I i

n m

[ [(VN) k(VN)aQ + o, N dT
Q )

mentsidan. De tva basfunktionerna kan da (pa elementsidan) skrivas

Losning 2d: Infér en lokal koordinat som varierar fran 0 till 4 ldngs ele- N? NE
ey

€

T T
5 _h=s g . )
N = {N? Nj = ’:% f} . Inséttning i FE—formuleringens hégerled ger 0 p

h
1}

1

nu bidraget till lastvektorn

h
f 4T O!.ujh
= J‘O(ujN ds = 5

0

Bidraget till styvhetsmatrisen fas av randintegralen i vinsterledet

h h 5

K = jocNeTNeds _ gj (h=5)" s(h=s)| 4o = %h|21

¢ B 2 6112
0 olsth—s) s

Losning 2e: Lat a vara losningen till ekvationssystemet Ka = f sa att potentiella energin i FE-

approximationen blir I1(a) = %aTKa ~an . Betrakta nu en godtycklig vektor v och lat w = v —a.

Vi har da

Iy = LI(w + ) = %(w+a)TK<w Y L) =

T T T T
= %a Ka+la Kw+%w Ka+%w Kw—wa—anz

T T 1T T
={a Kw=w Katy K drsym.} = H(a)+3w Kw+w (Ka-f) =

T
= {Ka=f siKa—f=0}=Tl@)+ yw Kn
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Men w' Kw >0 (for w#0), ty K &r positivt definit; alltsa géller T1(v) > I1(a) med likhet endast da

w=0,dvsdav =a

Losning 2f: Isoparametriska element innebir att basfunktionerna Nf(c‘,, 1) anvénds som form-
4 4
funktioner — avbildningen gors da som x(§, ) = Z xl.Nl.c y(&,m) = Z _\'I.Nf, dér (x,y;) ar
i=1 i=1
koordinaten for nod /. Eftersom basfunktionerna &r polynom, berdknar vi enkelt derivatorna

4 .
. ON; 9x NS
g% - Z xiz’ , 8%1 = Z x"ﬁl och motsvarande fér derivatorna av y.

i=1 i=1

Basfunktionernas derivator med avseende pa x och y (som behévs for att stdlla upp B®) fis med

kedjeregeln:

N, ax ON; gy ON;  |an®

_[ R — +__ .
a& o0& dx  dE dy _, |9€
ON; _ax ON; gy ON; [N

M "omax Tmdy  |am

dér alltsa J =

_0xdy 0x 0y Lo qe " :
detJ = I I IE fas da de sokta derivatorna som
3
Utbgjningen w(x) av den i figuren visade konsolbalken ges av z p
losningen till randvirdesproblemet T
w(x)
4
d7| .. dw
—;[E! ,,ZI_O O<x<L X
dx” dx” {
) O L
w(0) =0 @ =0
dx
r=10
2 3
dw 0 dw _ P
2 - D T El
dx c=L dx s i

Om den svaga formen av randvirdesproblemet FE—formuleras med testfunktioner enligt Galer-
kin, fas ekvationssystemet Ka = f, dir

L
K= [EIB'Bdx  f=-N'(L)P
0

— 66— 2013-08-28/PWM




2
Har ar N = [Nl N, :l en vektor med basfunktioner och B = d ]:[
B dx”

a: Det vanligast anvédnda balkelementet ) »
. i . Balkelement med kubiska basfunktioner
har fyra kubiska basfunktioner enligt 12 : . : : . : ,

Ny(x) = 1_3(92+2(93
Ny(x) = ‘\-(1—2%4’(32)

2
x°(x
(hér betecknar L elementldngden). 02 ; I 53 i ; is Di nia oig )
Visa att elementet dr komplett. (3p) 0t ooz 0304 Dﬁ ¢ e ’

b: Om béjstyvheten EI dr konstant, s blir elementstyvhetsmatrisen for det kubiska elementet

12 6L —12 6L

e _ EIl6L 4L° 6L 2L’
L-12 -6L 12 -6L

2 2
6L 2L" -6L 4L~

K

Los konsolproblemet pa foregaende sida med ett element. (2p)

2.3
¢: Den potentiella energin i den exakta l6sningen kan visas vara [1(w) = — % Ar den potenti-

ella energin i FE-l6sningen i foregdende deluppgift stérre, mindre eller lika stor som IT(w) ?
Svaret ska motivers eller styrkas genom en berdkning. (1p)

4
Loésning 3a: Approximationen pa elementet, w, = Z a;N;(x) , ar komplett om vi kan vélja nodva-

i=1
2

dw dw
riabelvirden a; sa att (a) w; blir konstant, (b) ﬂh blir konstant och (c) —oh blir konstant.
- dx”

(a) — Vi ser att bara N; och N, har funktionsvarden skilda frén noll vid x = 0 respektive x = L.

Forsok dirfor med a, = a5 = ¢, dér ¢ ér en godtycklig konstant, samt a, = a, = 0. Man far d&

2 N3 N2 PN
wy = c¢(N;+N3) = c(l - 3(9 + 2(9 + 3(3 - 2(%) ) = ¢. Ansattsen kan alltsd beskriva en god-
tycklig konstant forskjutning.

(b) — N, och N, har derivatan 1 vid x = 0 respektive x = L, medan derivatorna av bade N, och

Nj érnoll i dessa punkter. For att ha en konstant derivata, ¢, p4 elementet méste skillnaden 1
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funktionsvérdenna i de bégge dndpunkterna vara cL . Forsok dérfor med a; = -a; = 711: och

a, = ay = c:

—c ¢ 2 2 2 x> x 3 Y 2
wy = 57 (N =N3)+c(Ny+Ny) = —[—L+3'— —2=+3—-2—+4+2x-4—+2= +2'——2'—j
1 2L 2 L L2 I LZ L L2 L2 L
T2

Approximationen kan alltsa beskriva en godtycklig derivata c,

(¢) — Vi har andraderivatorna

9 2 2 2
aNy _ 6, 12x 4Ny _ 4 6x 4N3_6 12x 4N, _
: s . S — 4=

7 3 .2 L 2 2 2 2 2
dx L L dx L dx L L dx

t~ |C7\
ol =
S~

och ser att icke—konstanta termer forekommer parvis i omvéaxlande positiva och negativa tecken.

For att bli av med dessa maste viha a; = a3 = ¢ och 4y = —a, = I_C:’ vilket ger

L

L ;2 42 E

[ R TR T )

2

d wy, 6 12x 6 12%) (-4 6x 6x 2\ -2¢
- = 5 +

dx” (2 F P E

dvs elementet kan aterge en godtycklig konstant andraderivata.

Lésning 3b: Eftersom vi bara har ett element si ér styvhetsmatrisen samma som elementstyv-
hetsmatrisen, K = K°, och elementldngden &r L. Randvillkoren x = 0 gorattvihar a; = a, = 0
sa de tva forsta kolumnerna i K multipliceras med nollor. Vi kan inte heller anvénda vare sig N,

eller N, som testfunktioner eftersom de inte satisfierar de tvé visentliga randvillkoren vid x = 0;

o o . o .. . + 70 El 12 '—6L ag 1
alltsa maste vi stryka de tva forsta ekvationerna. Kvar har vi da — | = -P|"|, med
L 0

3 2
—6L 4L7| |4

W~

. as|  pL’

l6sningen = ——
a El
4

D —

Loésning 3c: Den exakta losningen minimerar den potentiella energin i rummet V med alla funk-
tioner som uppfyller de visentliga randvillkoren och som ér tillrickligt reguljira (i detta fall: kva-
dratiskt integrerbara och med kvadratiskt integrerbara férsta— och andraderivator). FE—

l6sningen minimerar energin i FE—rummet V, ; eftersom detta &r ett underrum till V (V, c V), s
géller allmant att T1(w) <TI(w,) med likhet endast om w, =w. I detta fall har vi konstant bjstyv-

4

het s& den exakta 16sningen satisfierar d—i = 0, dvs w &r ett 3e—gradspolynom och kan uttryckas
dx

i basfunktionerna. Alltsd har vi att w e V, och séledes IT(w;) = IT(w)
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Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers tekniska hogskola

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

5 APRIL 2013 ,
Tid och plats: 1490 — 1890} V-huset Olf
Hjalpmedel: Ordbocker, lexikon och typgodkand raknare. ]Z
Lérare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 152 gamt 16°% Q]—v
Lésningar: Anslas pa anslagstavlan, avdelningen for dynamik, 8/4.
Betygsittning: En fullstdndig och korrekt l6sning pa en uppgift ger poédng enligt

vad som anges pa tesen. Smérre fel leder till podngavdrag. Ofull-
stdndig losning (svar pé stillt problem saknas) eller omfattande fel
ger inte nagot podng. Maximal podng ar 20. Det kréavs 8 poédng for
betyg 3; 12 poédng ger betyg 4; for betyg 5 kravs 16 podng. Obser-
vera att ovanstaende idr betygssittning pa enbart tentamen;
for godkand examination kriavs dessutom godkinda inldm-
ningsuppgifter.

Resultatlista: Anslds senast 17/4 pd samma stélle som losningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen vecka 17 — for kursdeltagare som
inte har alla inlamningsuppgifter godkéinda vid detta till-
fille inrapporteras betyget U (underkéind).

Granskning: Torsdag 18/4 12—-13 samt tisdag 23/4 12801330 Institutionen for
tillampad mekanik, plan 3 i Nya M-huset.

o

Téank pa:

e Skriv sa att den som ska rédtta, kan ldsa och forstd hur du tdnker. Den som réttar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tdnker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid bedomningen av en 16sning.

¢ Forklara/definiera inféorda beteckningar.

e Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

e Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, s ange detta explicit och for-

klara dessa.
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Betrakta stangproblemet som illustreras i figuren.

Stangens axiella forskjutning u(x) ges av losningen - P
till randvardesproblemet —>—+—L>—EX
o
[EAdu} =b(x)  O<x<L
Tdx d ’

u(0) =0

du Kk P

= +EAu(L) G

a: Variationsformulera problemet. Det ska framgd hur randvillkoren kommer in i variationspro-
blemet. Ange ocksé regularitetskrav pa ingaende funktioner. (2p)

b: Finit—elementformulera problemet med testfunktioner (viktsfunktioner) enligt Galerkin. (1p)

¢: Om axialstyvheten EA #r konstant fis elementstyvhetsmatrisen K° = %{ ! _1} for ett element
1

P

med ldngden /1 och linedra basfunktioner. Antag att fjaderstyvheten &r k = 1% och att b = 7

(konstant); stdll upp ekvationssystemet Ka = f for fallet att problemet 16ses med tva lika l&nga
sddana element. Det ska framga hur de tva randvillkoren paverkar ekvationssystemet. (3p)

Loésning 1a; Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera dver
intervallet

L L

d du _ :
J.lfa—r[EA o }d\ = [vbax
0 0

Partialintegration av vénsterledet ger

L L
jEA?ﬁd = I\bdvﬂ(L)[EAd"}

0 0

= v(O)[EAZul B

I den forsta randtermen kan vi sdtta in randvillkoret vid x = L, men % ar obekant vid x = 0 sa vi

begransar vara val av testfunktioner till de som uppfyller v(0) = 0. Funktionerna méaste vidare
vara kvadratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbar forsta derivata. Om vi definierar

L bt
V={u vw0)=0 J’(v%(%)“)dxo

0

L L
S4 kan variationsproblemet skrivas: Hitta u e V sa att J'EAd—‘? dvt kv(L)u(L) = 'fvbdx +Pv(L) Vve V.
0 0
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Losning 1b; Approximera x med en linedrkombination av basfunktioner: u=u, = ZNi(x)ai = Na,

dar N = [Nl(x) Ny(x) ... Nn(xﬂ 4r en radvektor med basfunktionerna och a = [“1 a ... a,JT innehal-

ler nodvariablerna. Insdttning i variationsproblemet ger

L L
[jEAﬂ@'dw kv(L)N(L)Ja - [vbdx~Py(L) = 0
dx dx

0 0

Testfunktionerna véiljs nu som basfunktionerna v = N, N, ..., N, , dvs Galerkins metod, vilket ger

n ekvationer som kan anvindas for att berdkna nodvariablerna a ; detta dr ekvivalent med att

sdtta v = ¢'N', dér ¢ ar godtycklig. Inséttning ger

L L
T dN\T N g g T _
c [IEA(E o= du kN (L)N(L)]a— jzv bdx—PN (L)+ =0

0 0

Fér att denna likhet ska vara uppfylld for godtyckligt vald vektor ¢, s& maste uttrycket innanfor

klammer—parentesen vara en nollvektor; med beteckningen B = 3_1,;, har vi alltsa

L L
[J'EABTde + kNT(L)N(L)]a = jNdex +PN'(L)

0 0

o . T N
Losning 1c: Med N = [Nl N, N3} ,a = [“1 a, “3} och den ! ) N
1 ><L >
givna elementindelningen far vi N(L) = [0 0 ﬂ , 54 med : : > x
” 0 ; L/2 N L
- : % h % v
k= ¥ har vi att = i —
00 O 0
(NT(NL) = |90 O och PNT(L) = |
EA
00 T P
. P ..
Vidare, med b = I blir
1 P
=-1-h -
L L|N, 2 4
T _ P P _|pP
ijdx_szﬂ,x_zi.l 2h) = |3
' "M Lyl |2
3 3

dar vi berdknade integralerna som arean mellan respektive basfunktions graf och x—axeln. Vi har
ocksa givet att
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L
1 -10 EAOOO EA2_20

T EA
[EAB'Bax = =211 1 o|+==|0 1 -1 = F|-2 4 -

0 000 0-11 0-22

8]

Vi far alltsa ekvationssystemet

_ a
_42 20 1_51
T |-2 4 2||ay| = 7|2

0 -2 3]|a, 5

Randvillkoret «(0) = 0 innebér att vi maste sétta a; = 0 varvid la kolumnen i styvhetsmatrisen

‘forsvinner’; vidare kan vi inte anvénda la ekvationen, eftersom den har fatts genom att vélja test-
funktion v = N, och N,(0)#0, dvs N, uppfyller inte randvillkoret vid x = 0 vilket vi kréver efter-

som vi strukit motsvarande randterm (se uppgift 1a). Ekvationssystemet reduceras allts till

2 Ty

Betrakta ett kvadratiskt membran med kantlédngden 4m som i

z—led belastas med en jamnt fordelad last g = 150 N/m’. Om
membranet dr forspint med kraften § = 1000 N/m sa ges utbdj-
ningen w(x,y) i z—led av losningen till randvérdesproblemet y Q8

|

{—div(Vw) = f—é iQ

4m

w=20 pa r,
T 5
(Vw)'n =0 pa Iy

dar vi utnyttjat symmetrin och formulerat problemet pa 1/8—del av kvadraten; vidare 4r » en utét-
riktad enhetsnormal till omradet Q.

a: Anvind Green—Gauss teorem, d v s J'\u div(g)dQ = Lf\qundI‘— _[ Vy'qdQ (dér v ér en skalir funk-
Q r Q
tion, ¢ en vektorvird funktion och » en utdtriktad normal till Q), for att harleda problemets
svaga form (variationsformulering). Regularitetskrav pa inblandade funktioner ska anges. Det
ska ocksé klart framgé hur randvillkoren beaktas i variationsproblemet. (2p)

b: Finit—elementformulera problemet med test—(vikts—)funktioner enligt Galerkins metod. (1p)

c: Betrakta ett 3—nodselement for att approximera losningen
till problemet. Om nodkoordinaterna betecknas (x;y,), : (X5, 1)

i =1,2,3, sa ges basfunktionerna av (X3, )

¢y = L g _ -
Nl('\’))_2A[x2y3 X3Yy + (¥ = ¥3)x + (x5 X5)y] Gepyy)

1
N;(X,_V) = ZK[-’C}Vl —xy3+ (3 =y )x+(x -x3)y]

1
N3(x,y) = ﬂ[-rl_vg—xz.v. + (¥ =y)x+ (x—x))yl
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% 1 5 . .
dér A = 5172+ Xoy3 + X3y) = X1 Y3~ Xp¥ —¥3y) AT elementets area. Visa hur uttrycken for basfunk-

tionerna N (x,y) kan tas fram med C-matrismetoden. Du behover inte explicit invertera matri-

sen C. (2p)

d: Antag att omradet Q delas in i fyra lika stora 3-
nodstrianglar enligt figuren. Strukturstyvhetsmatri-
sen K och strukturlastvektorn f blir da

_ - - N,
121000 0 1
-14-1-200 3 Ny
) - N
K=%0 12 0-10 F=L14 d 3\VwTndr
20020 420 403 N,
(I‘g+1",,)
00 -1-24 -1 3 N i
000 0-11] 1] N,

dér N, = Ni(x,y) betecknar basfunktionerna. Lés FE—ekvationerna Ka = f for denna elementin-

delning. (3p)

e: Stall upp (berdkna) elementstyvhetsmatrisen for elementet med noderna 1, 2 och 4 (se figuren
foregdende deluppgift). (2p)

Losning 2a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(x,y) och integrera 6ver
omradet; - f div(Vw)dQ = "f‘édQ' Tillampa Green—-Gauss sats pa vénsterledet:
Q Q

f(Vv Y (Vw)dQ = 'f v%dﬂ + cjv(Vw)TndI“. Betrakta nu randintegralen; fran randvillkoren vet vi att
Q Q r

integranden &r noll pa I, , men vi kdnner inte normalderivatan (Vw)'n pa T,. Det ér alltsa nod-

vandigt att begrinsa valet av testfunktioner till sddana som uppfyller v = 0 pa I',. Vi far dé

4v(Vw)TndI" = J.V(Vw)Tna'I“+ J.V(Vw)Tndl" = jO- (Vw)TndI'+ J'V'Odl" =0

r r, T; r, T

For att aterstdende integraler ska existera, maste inblandade funktioner vara tillrackligt regul-

jara: J'vde <oo I(V\I)T(V\')dﬂ <. Lat V beteckna rummet av funktioner som uppfyller dessa
Q Q
regularitetskrav och som forsvinner pd I', (v = 0 pé denna del av randen); d& kan variationspro-

blemet skrivas som

Hitta we v sa att I(V\' )T(Vw)dQ = .[vng Yve V
Q Q

Losning 2b: Approximera den obekanta med en linedrkombination av valda basfunktioner

Ni(xy): w=wy, = Y Na; = Na, dér radvektorn N = [Nl N, J innehaller basfunktionerna och
i

T . ¢ i ; ;
kolumnvektorn a = [al a, ] innehaller motsvarande nodvariabler. Satt in approximationen 1

variationsproblemet och vilj testfunktioner enligt Galerkin, d v s anvénd basfunktionerna, i tur
och ordning, som testfunktioner (alternativt vélj v som en godtycklig linedrkombination av bas-
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funktionerna: v = N¢). Om vi definierar FE-rummet V, som alla funktioner som kan skrivas som
en linedrkombination av basfunktionerna, kan FE—formuleringen enligt Galerkin skrivas

Hitta w, e V, sdatt [(W) (Vwpde = [viaa  wev,
Q Q

Alternativt: med w, = Na och med v = NT insatt, fas

[ B BdQa = jNngQ
Q Q

dir alltséa B = VN

Losning 2c¢: P3 ett element har vi en lineér ansatts, w, = o, +a,x+ 05y , och vi vill uttrycka
3
. as . . . € i 2 .
denna som en linedrkombination av basfunktioner, d.v.s w; = " a;N; , dér N antar virdet 1 i

i=1

3
nod i och virdet 0 i0ovriga noder. Vihar alltsd o +opx+03y = 3 N, . Om vi sitter in koordi-

i=1

naten (x,y,) fornod 1 fis ekvationen «,+o,x, +0yy, = a] ; pd samma sétt fas en ekvation for

€

Lx;yl|oy a,

var och en av de andra 2 nodekoordinaterna. De 3 ekvationerna kan skrivas |1 x, y,||o,| = [4S
1 x3 y3/|03 e

3 V3| % a

T o - . 5
eller Co = a°, dér o = I:onl 0, ch . Alltsé fas o = ¢ 'a°. Vi har w, = [1 xy|o = N%" som dé ger

[1xy ¢ 'a® = N°a® . Basfunktionerna fas alltsi som N° = [| y ] !

Lésning 2d: Det visentliga randvillkoret, w = 0 pa T, gor att a; = a5 = ag = 0 sa ekvationssyste-

met reduceras till

2 g . —Nl—

1 =10 1

14 2f, 3 Ny
1o -10]] 111 N T
Z - a| = —=| |+ r{ 3\ Vw ndl
200 =2 4] % 403 N,

a, T+ |4
00 -2 3 N,
[0 0 0] N Ny

(dvs kolumn 3, 5 och 6 multipliceras med noll). Betrakta nu randintegralen: langs I', &r

(Vw)'n = 0 s& det rdcker med att integrera lings delen r,; léangs denna del av randen &r det bara

N;, N5 och Ny som antar funktionsvéarde skilda fran noll. Vi har da
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1 -10 1 0
=1 4 =3[, 3 0
1lo -1 0 1_11 N3VTF
50—24a2_ﬂ)3+j0 w nd
0 0 -2|% 3 FINs
L0 0 0] L1] Ng

Vi har alltsd 6 ekvationer, men bara 3 obekanta. Dock dr (Vw)Tn obekant langs Ly s& vi kan inte
utnyttja ekvationerna 3, 5 och 6 for att berékna nodvariablerna; stryks dessa ekvationer far vi

ffr-ro 4 n
31-1 4 -2|492 = 7913
0 -2 4]|q, 3
| 1-1 0% 1 1
For att losa systemet adderar vi forsta ekvationen till den andra: 510 3 -2||as] = 75]4|- Multipli-
0-2 4 a, 3
1 1-101(|% | 1
cera nu den (nya) andra ekvationen med 2 och addera till tredje: 510 3 -2/ |as| = 7514
04 0]l|q, 11
. . 11 ° 11 : . 1 1 %
Sista ekvationen ger 2a, = 00 S8 4y = g5 = 01375, Den forsta ekvationen ger da 54 = 530

3a
varur a; = 116 = 0,1875, medan den andra ekvationen ger -a, = ;6 - Tz vilket ger

0,10625

Q
N

|

1l

Loésning 2e: Med (x;,y,) = (0,0), (x5,¥,) = (1,0), (x3,53) = (1,1) samt A = 1/2, fas (se tes delupp-
gift ¢)

Ny =1-x  Nyxy)=x-y  Njxy) =y

0-11

muleringen (se 1osningsforslag till 2c) blir d&

Med N° = [N? N NﬂT har vi da B® = VN® = {—1 ! 0} . Elementets bidrag till vansterledet i FE—for-

1 =10

T T
K = jBe B°dQ = A-B° Be=%_1 2 1
QC 0_1 ]
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3 FZ sy.[m

Man ¢nskar berdkna spdnningarna

som uppkommer pa grund av ett T,
overtryck p irortvarsnitt enligt figu-
ren. Eftersom problemet har tva sym-
metrilinjer, nojer man sig med att \
diskretisera nedre vénstra fjardede- If\ . |
len av omradet. Elasticitetsekvatio- Iy 2 | 3
nerna pé svag form blir d& ' \
F i
j(Vv)TDVudA = J'thdI’ /

A T

c

med ldmpliga restriktioner pa de obe-

T
kanta forskjutningarna u = |:ux uy:|

och testfunktionerna v = [\r’\_ VJT . Har

ar D en symmetrisk positivt definit konstitutiv matris och traktionvektorn ¢ p4 I', ges

av {t‘} = {_p n"] ,déar n, och n, &r komponenterna till en utatriktad enhetsnormalvektor pa randen.
_pn)’ -

Vidare ges differentialoperatorn av

a: Ange randvillkoren pa de bdda symmetrilinjerna I'; och I',, samt pa de yttre, fria obelastade,

begransningslinjerna I'; och I',. (2p)

b: Finit-elementformulera problemet med testfunktioner enligt Galerkin och visa hur B® ser ut
for ett 3—nods triangelelement. Definiera inforda beteckningar. (2p)

Lésning 3a: De bada yttre begransningslinjerna, I'; och T, &r fria och obelastade s4 normal- och
tangentialspanningarna méste vara 0 pa dessa. Med beteckningarna 1, = o, n +0,n, och

t, = o n +0,.n, kan detta uttryckas som 1, =1, = 0.

For en symmetrirand giller att tangentialspdnningen och forskjutningen ortogonalt mot randen &r
0.

u,=0,1,=0 pd I,
Sammanfattningsvis: |7, = 0,u, =0 pd I,
t,=01,=0  pa([yuUTy)

Lésning 3b: Approximera de obekanta forskjutningarna, u, =u,, = > a;N; och u,=u,, = 3 a;,N;,
i i

dér a;, och g, &r obekanta nodvariabler, medan N, = N,(x,y) &r valda basfunktioner. Om vi definie-

rar

—8— 2013-04-05/PWM




P

Ny O ...N, 0 T
N = " a= [alx By e By am]
0N, .. 0N

n

kan vi skriva u=u, = Na. Vidare ska testfunktionerna enligt Galerkin vara en godtycklig lineér-
kombination av basfunktionerna (alternativt: véljs i tur och ordning som

901

{O} );lat ¢ = [CI €y e Cop_y C2n:|T vara en kolumnvektor med 2n godtyckligt
valda koefficienter. Vi har d4 v = Nc. Insdttning i den svaga formen ger nu

n

j(%Nc)Tué(Na)dA— I(Nc)TtdF = cTUNN)TDﬁNdAa— jNTtdr =0
A T, A T

¢

Eftersom ¢ &r en godtycklig vektor maste uttrycket inom parentes vara en nollvektor, s& med

B = VN fas alltsa jBTDBdAa = NTtdr eller Ka = f.
A r,

e INCON 0NO . . . } .
Lat N° = | Ny 3 vara de basfunktioner som antar fran noll skilda funktionsvérden pa

0 Ny O N; 0N

ett element. Elementets bidrag till B—matrisen blir da

3 aNTOaN‘;OaNgo
S0 % ‘% Um
Be=§N°=0iNTON§0N§O= OaNT NS N
Mo N 0 M 0N d W
22 INT ONS NS AN NS AN
’ dy ox dy odx dy ox |
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