Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers tekniska hogskola

Tid och plats:
Hjalpmedel:
Larare:

Losningar:

Betygsattning:

Resultatlista:

Granskning:

Tank pa:

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021

19 DECEMBER 2012

1490 _ 1890 V_huset
Ordbocker, lexikon och typgodkéand raknare.

OJ}ZZ]Z

Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 152 samt 1639,
Anslas pa anslagstavlan, avdelningen foér dynamik, 20/12.

En fullstandig och korrekt 16sning pé en uppgift ger poéng enligt
vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till podngav-
drag. Ofullsténdig lésning (svar péa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte négot poéng. Maximal podng ar 20. Det
kravs 8 podng for betyg 3; 12 poing ger betyg 4; for betyg 5 krévs 16
podng. Observera att ovanstaende ér betygssittning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkinda inlamningsuppgifter.

Anslas senast 7/1 p4 samma stélle som lésningarna. Resultaten
sands till betygsexpeditionen senast 9/1 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkéinda vid detta
tillfille inrapporteras betyget U (underkénd).

tisdag 22/1 12-14 samt torsdag 24/1 12-13, Institutionen for tillam-
pad mekanik, plan 3 i Nya M-huset.

e Skriv s& att den som ska ritta, kan ldsa och forstd hur du tédnker. Den som réttar tenta-

men gissar inte eller antar inte vad du menar/ténker — endast vad som verkligen skrivs

har betydelse vid bedémningen av en losning.

o TForklara/definiera infoérda beteckningar.

* Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa

t.ex forskjutningar och krafter).

e Gér du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, sé ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1
Betrakta ett tjockviggigt rér med radien b och hélets radie a. Om roret
ar belastat med ett inre tryck p; och ett yttre tryck p , och om plant

spanningstillstdnd antas, s4 kan den radiella férskjutningen u beréknas
genom att 1osa randvirdesproblemet

drld _
- E[;E[ru]}— 0
c.(a) = -p;

0,(b) = -p,

(1)

Nir u 4r kénd, kan radiella och tangentiella spénningar berdknas som

LB () g L E(u, 0
’_1_V3 dr ' r VA dr

(o)

a: Lat v = v(r) vara en testfunktion (viktsfunktion) och hérled den svaga formen av randvérdes-
problemet (variationsproblemet). Observera att integrationen bor géras 6ver en volym:

b
...rd0drdz= 27rLj...rdr

2n

(;[)

R e

a

L(
:
dédr L &r rorets lingd och 6 en vinkelkoordinat i det visade snittet. (2p)

b: Antag att problemet FE—diskretiseras med linedra element s& att u=u, = Nja} + N3a; pa ett ele-

ment, samt att testfunktionerna valjs enligt Galerkin. Visa att elementstyvhetsmatrisen for ett

element med nodkoordinater r; och Tiv blir

2 2 3
. (N)) (dNT  (dN] NN, NedN§+ chN‘;+ dN{dN5
K- E ' r e T \ar i TNar Tar ar 4
= r
o
=i 2 2
VN v 0h) s (o
i T Tar ar r g T ar

om a<r;<r;,<b.(2p)

Lésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(r) och integrera dver voly-

Lib/2n b
men: —J{[[ J' s [] d [ru]}rd@}dr] dz =0=-2nL v—i[lr%[ru]:'rdr = 0, Partialintegration ger:

v | 2L
drlrdr dr
0NaNO

a

b b
j(vr)%[lr%[ru]}dr = [&’%[ru]}i— E%[rv]%[ru]dr =

a
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Vi méaste utveckla randtermerna for att identifiera hur randvillkoren kommer in:

] = oo = o0 = [t -
B I—EVZ[W _E Z(Vg""%*'(l —V)g)}b = l_Evz[vr(O'r+ (ITE\/)g)]i =

= [bv(b)o )+ o E RONOREIGLAGEC )u(a)v(a)}

= [1 _Evh[av(a)P,- —bv(b)p, + (‘lf_\,)(“(b)v(b) - u(a)v(d))}]

1-v~
b
E E
:J [rv] [ru] r— ]—+—V(u(b)v(b) —u(a)v(a)) = av(a)p,-—bv(b)p_‘,
T

Losning 1b: Lat N° = {err Ni} och a° = [a&; a:} vara basfunktionerna respektive nodvariablerna
pé ett element, s& att approximationen (pa elementet) kan skrivas u), = N°a®. Vi sétter in detta i
den svaga formen (variationsproblemet) och véljer testfunktionen enligt Galerkin,d vs v = N] och
v = N; — man far da:

b Tis1
L L vy 1 ratar = —E [ L0 1w dra’ = Koo'

dN® _

Vi har att [r(N%)] = N° 4~
dr dr

T
L)1 = V) +rd(N ) {NcHﬁVT s dNZ} . Integranden blir alltsa

T
dN¢ dN; dN; dNS| -
N+r——lNe+r 2 NT+r—1Ni+r—2 -

1d e T
_B_r[r(N) ]-—[ (N =
dr « dr

2
(N“')2 dNS  (dN NIN; dNe dzv'c chqu
oo — - 2+NE Ny—
Ydr dr r “dr dr dr

TR A e - v

NN NG NS dNSANS ) dng [dwaz
+r

varur det efterfragade resultatet foljer.
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2 /[\y

Betrakta ett kvadratiskt membran med kantldngden 4m som i

AT
z—led belastas med en jimnt fordelad last ¢ = 150 N/m®. Om |8
membranet dr forspant med kraften S = 1000 N/m sé& ges uthdj-
ningen i z-led av lgsningen till randvardesproblemet 0 .

e b
<t
~div(Vw) = ¢ iQ
S (2)
w=0 pa I,
4m
a: Genom att utnyttja symmetrin i problemet, rédcker det med att
betrakta 1/8—del av omréadet; i figuren ligger origo, (x,y) = (0,0), 1
membranets centrumpunkt. Formulera randvirdesproblemet sé att 71
symmetrin beaktas pa detta satt. (1p) y
=
N
e Vi
e A &

b: Anvénd Green—Gauss teorem, d v s jw div(g)dQ = cf\qundI“— J'VqudQ (dar v ar en skalir funk-
Q r Q
tion, ¢ en vektorvird funktion och » en utétriktad normal till Q), for att hirleda problemets
svaga form (variationsformulering). Regularitetskrav pa inblandade funktioner ska anges. Det
ska ocksé klart framgé hur randvillkoren beaktas i variationsproblemet. (2p)

¢: Finit-elementformulera problemet med test—(vikts—)funktioner enligt Galerkins metod. Visa

B —matrisens utseende for ett element med 3 basfunktioner. (2p)

d: Antag att omridet diskretiseras med en enda 3-nods triangel. Med
nodnumrering enligt vidstdende figur blir basfunktionerna y

N, = ,%(2—3‘), N, = %(x—y), samt N; = % Beridkna nodvariabelvar-

dena genom att losa FE—ekvationerna Ka = f. (3p)

Loésning 2a; Normalderivatan av den obekanta funktionen (w(x, y))
maste vara noll pd symmetrirdnderna. Randvéardesproblemet blir alltsa

—diviyw) =4 inQ T,
w=20 onT,

(Vw)Tn =0 on Iy

dir n 4r en utatriktad enhetsnormal till randen.

Losning 2b: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(x,y) och integrera dver

omradet: - j" div(Vw)dQ = J' v%dQ. Tillampa Green—Gauss sats pé vansterledet:
QI/S QI/B
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J‘ (W) (Vw)dQ = j vf—édQ + Efv(Vw)Tndl" . Betrakta nu randintegralen; fran randvillkoren vet vi att
QI/H QI/E r

integranden &r noll pa I, , men vi kénner inte normalderivatan ( Vw)'n pa T,. Det &r alltsa nod-

vandigt att begransa valet av testfunktioner till sddana som uppfyller v = 0 pa T,. Vi far da

qv(vw)Tndr = jv(vw)Tndn jv(vw)Tndr = j0~ (Vw) ndl’ + jv-Oa’r =0
r r T, L r,

g

For att aterstdende integraler ska existera, méste inblandade funktioner vara tillrackligt regul-

jéra: J' V2 dQ < oo J (V) (Vv)dQ < . L&t V beteckna rummet av funktioner som uppfyller
Ql/s QI/B
dessa regularitetskrav och som forsvinner pA I', (v = 0 pa denna del av randen); d& kan varia-

tionsproblemet skrivas som

Hitta we V s att j (W) (Vw)dQ = j v%a’Q Yye V
QI"K QI/K

Lésning 2¢; Approximera den obekanta med en linedrkombination av valda basfunktioner

Ni(x,y): w=wy = 3 Na; = Na, dér radvektorn N = [Nl N, ] innehaller basfunktionerna och
i

T
kolumnvektorn a = [a] a, } innehaller motsvarande nodvariabler. Sétt in approximationen i

variationsproblemet och vilj testfunktioner enligt Galerkin, d v s anvénd basfunktionerna, i tur
och ordning, som testfunktioner (alternativt vélj v som en godtycklig linedrkombination av bas-
funktionerna: v = N¢). Om vi definierar FE-rummet V, som alla funktioner som kan skrivas som

en linedrkombination av basfunktionerna, kan FE-formuleringen enligt Galerkin skrivas

Hitta w,e V, sdatt [ (W) (Vw)d@ = [vlaa  wvev,
Q8 Q4

Samla de basfunktioner som ar noll-skiljda pa ett element i en radvektor N° = [NT N Nﬂ och mot-

T
svarande nodvariabler i kolumnvektorn a° = ["T a5 ai , s& att FE—approximationen pa elementet

kan skrivas w, = N°a®. P4 elementet har vi d& Vw, = V(N°a%) = (VN*)a® = B%a® dér alltsa

3 IN° DN AN

e onf _ |Ox _|ox ox ox
BvNs a[NTN;Nﬂ_ NS AN ONE
y INla3

! dy dy Jy

Loésning 2d: Fran FE—formuleringen har vi att I (W )T(VN)an = J' v%dQ med valet v = N, ;
Ql/x QI/H
v = N, och v = N, kan inte anvéndas eftersom dessa tva basfunktioner inte uppfyller kravet v = 0

par,. Vidare kréaver randvillkoret pa I', att a, = a3 = 0, sa vi far

[ (VN (VNaQa, = [ N faQ
QI/S QI/K
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Har &r VN, = [‘1/2] ,sa J (VNI)T(VNl)dQ = al, J. dQ = 4—11272 = %,medan integralen i hogerledet
0 QI/B QI/X
242
. q q 150 13 Vi far alltsa . _ T
blir J' N, GdQ = _" NdQ = 1o —5— = 01. Viféra tsd ja; = 0,1 och lésningen a = [0,2 00 -

3

Betrakta bagkonstruktionen i figuren. Om
den enbart belastas av sin egentyngd pg
(kraft/volym i negativ y —led) och tjockleken
i z-led &ar konstant, s4 kan den svaga for-

men av de styrande differentialekvatio-
nerna enligt 2D—elasticitetsteori skrivas

_[(%v)TD%udQ . jvadQHj'thdr (3)
Q Q r

Har betecknar Q och I' omradet respektive randen. Vidare ar f = [g - " den givna volymslas-
0 -pg

T T
ten, v = [Vx v)] dr en vektor med testfunktioner, u = [u"_ u}] ar den obekanta forskjutningsvek-

torn,

Y : observera att i (3) har vi inte infort randvillkoren och att

0
-T |32
ar traktionvektorn och V. = dx
0

o o
|

Q)|
Q|

y 0x

randintegralen dr liangs hela omradets rand.

a: Eftersom problemet #r symmetriskt med avseende pé y—axeln ricker det med att studera
halva omréadet. Ange for detta fall samtliga randvillkor och utveckla randintegralen i (3). (2p)

b: FE-formulera problemet (3) — ta hénsyn till randvillkoren. Av din 16sning ska det framga

hur den obekanta vektorn » approximeras. Visa ocksa hur B®-matrisen ser ut for ett 3-
nods triangel-element. (3p)

¢: Antag att problemet loses med ett adaptivt FE—-program. I vilka omraden forvéintar du dig att
programmet kommer att generera de minsta elementen? Motivera svaret. (1p)

~ T =~
d: Om vi definierar a(v, w) = I(Vw) DVvdQ och (v,f) = J'vadQ, samt inte utnyttjar symmetrin, sa
Q Q
kan den abstrakta formuleringen av variationsproblemet (den svaga formen) skrivas:

Sok ue [V)? sd att a(u,v) = (0 f) Wre [V
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for lampligt val av funktionsrum V. Betrakta nu en konform FE—formulering av problemet,
d.v.s ett FE-rum V, som &r ett underrum till V. Visa att diskretiseringsfelet e = u -u, &r

energi—ortogonalt till v, (d.v.s bevisa Galerkinortogonalitet), samt visa att energin i felet &ar

lika med felet i energi: a(e, e) = a(u,u)-a(u, u,). (2p)

Losning 3a: Vid den fasta inspdnningen dr forskjutning i x— och
y-led forhindrade; pa de fria obelastade randerna ar normal- och
tangentialspianningarna noll; p4 symmetriranden har vi ingen for-
skjutning i x—led och ingen tangentialspénning. Med . och ¢, defi-

nierade enligt tes, hav vi alltsa

u= H péa Ty, = H pa 'y, u, = 0,1, =0pi Tgym
0 0 :
Randintegralen blir

§p'tar = [v'tar+ | vTHa’F+ [v' Hdr = [uae+vyt)dr+ vl
r Crix T L Cyym 0 i - Uiy

P& Iy, #r 1, och 1, obekanta (stodreaktioner) och p& 'y, &r 1, obekant; vi maste dé begréansa valet
av testfunktioner till sddana att v, = 0 pd I'y, VT, och v, = 0 pa Iy, . Hela randintegralen blir

da noll (vilket dr en foljd av att vi inte har ndgon (bekant) randlast).

u

Losning 3b: Approximera forskjutningsvektorn u = u, = [ *h = Na,déra = [a,'\_ ay, ay, ayy Gz }

”_vh

N, O Ny O ..N, 0

ar nodvariabler (nodférskjutningar) och N =
0N ONy,.. ON

] ar en matris med de » valda
n

basfunktionerna. Inséttning i variationsproblemet (3) ger I(@v)TDﬁ(Na)dQ = J'vadQ dér vi utnytt-
Q Q

jat att randintegralen forsvinner om vi véljer bort basfunktioner som inte satisfierar de vésentliga

randvillkoren. Med beteckningen B = VN kan vi skriva J.(%v)TDBan = IvadQ . Vi viljer sedan

Q Q
N, N,
0 0

,,,,, N" B}
0

T
N, 0 N, 0

0
N

0
Nl

0

testfunktioner enligt Galerkin, dvs v = N

} ; varje val ger en ekvation

n

och om dessa samlas radvis fas

eller kortare: J'BTDBan = 'fNdeQ.
Q Q

—7— 2012-12-19/PWM




Ny O N; 0 Nj O

For en 3-nods triangel har vi N° = (de basfunktioner som antar nollskilda vér-

0 N; 0 Ny 0 N
aNEl 0 0T
den pa elementet), s& B = VN® = 0 a_Ng a_Ng
a)’ o a)Y
NC ONS AN
9y ox " 9x |

Lésning 3c: Man forvintar sig att till storleken minsta element bildas i omraden ddr andra—deri-
vator av de obekanta funktionerna dr stora; detta fs i omraden nérmast singuldra punkter. I
exemplet har vi tva sddana omraden: vid 6vergdngarna fran fast inspénning till fri rand (inring-
ade i figuren pé foregdende sida).

Loésning 3d; Med givna beteckningar kan FE—problemet skrivas:

Sok uy e (v,)° sd att a(u,v) = [l wve (v,]
r

Om detta subtraheras fran variationsproblemet fas a(x,v)-a(u,,v) = 0, som géller i den del av

2

funktionsrummen som dr gemensam, d v s for testfunktioner v e [V,]”. Eftersom a(,,.) &r lineér i

sitt forsta argument fs a(u -u;,v) = a(e,v) = 0 vye [V,]° vilket ar Galerkinortogonalitet.

For att visa att energin i felet #r lika med felet i energi utnyttjas att a(.,.) ar symmetrisk och
linedr i bada argumenten:

a(e,e) = a(u—up,u—uy) = a(u,u—uy)—a(up,u—uy) =
a(u,u)—a(u,uh)—a(uh,u)+a(uh,uh) = a(u,u) +a(uy, uy)—2a(u,uy) =
{siitt u = u, +e isistatermen} = a(w,u)+a(uy, uy) —2a(u, +e,uy) =
a(u, u)+a(uy, uy) - 2a(uy, u,) - 2ale, uy) =
{u, € [Vh]2 s4 sista termen ir noll enligt Galerkinorthogonalitet} =

a(u,u)—aluy, uy)

alltsd a(e,e) = a(u, u)-a(u,, uy,)
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Institutionen fér tillampad mekanik, Chalmers tekniska hogskola

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021
25 AUGUSTI 2012 «C

Tid och plats: 1490 _ 18903 V_huset
Hjilpmedel: Ordbécker, lexikon och typgodkénd raknare. Q
Léarare: Peter Méller, tel (772) 1505. Bestker sal ca. kl 15.00 samt 16.30. f
Loésningar: Anslas pa kurshemsidan samt p4 institutionen (3 van. i M—-huset)

senast 27/8.
Betygsattning: En fullsténdig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poing enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Sméirre fel leder till podngav-
drag. Ofullsténdig 16sning (svar pa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nigot poing. Maximal podng &r 20. Det
krivs 8 poéng for betyg 3; 12 podng ger betyg 4; for betyg 5 kréivs 16
poing. Observera att ovanstaende ér betygssittning pa
enbart tentamen; fér godkind examination krivs dessutom
godkinda inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 3/9 pA samma stélle som 16sningarna. Resultaten
sénds till betygsexpeditionen senast 7/9 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkénda vid detta
tillfille inrapporteras betyget U (underkénd).

Granskning: Tisdag 4/9 12—-13 samt torsdag 6/9 12-13 i institutionens lokaler.

Tink pa:

e Skriv s& att den som ska rétta, kan l4sa och forstd hur du tédnker. Den som rattar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/ténker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid podngséttningen.

e TForklara/definiera inférda beteckningar.

* Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

e Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, s ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1

Betrakta ett kvadratiskt membran med kantlangden 2L som i z—led belastas med en jamnt forde-

lad last ¢ (konstant). Om membranet &r forspant med S (kraft/ldngd) s& ges utbdjningen i z—led
av lésningen till randvérdesproblemet

~div(Vw) = g, iQ
w=20 pa Fg

(Vw)'n=0  paT,

om vi utnyttjar symmetrin och bara betraktar 1/8—del av omradet; hér &r Iy membranets kant,

medan T, betecknar symmetrilinjerna.

a: Anviand Green—Gauss teorem, d v s

I\y div(g)dQ = cJ-\Vandl“— I( Vlu)quQ (dér v &r en skalédr funktion,
Q r Q

g en vektorvird funktion och n en utatriktad enhetsnormal till Q), 1, \f rg
for att harleda problemets variationsformuleringen. Regularitets-
krav pa inblandade funktioner ska anges. Det ska ocksa klart framga
hur randvillkoren beaktas i variationsproblemet. (2p) L y X

b: Finit—elementformulera problemet med test—(vikts—)funktioner

enligt Galerkins metod. Visa B° — matrisens utseende for ett element med N, basfunktioner.

(2p)

c: Betrakta ett 3—nodselement for att approximera lgsningen till

problemet. Om nodkoordinaterna betecknas (x;,y,),i = 1,2,3, Y (x4, 7,)
sa ges basfunktionerna av (X3 73)
1
NT(X,Y) = ﬂ[sz’Q; —X3y, t (v, —y3)x + (x3 _xz)J’] (xl’yl)

1
N;(X:J’) = ﬂ[x:;h —Xy3t (J’3 —ypx+ (x4 —x3)y]

1
Ng(x,y) = ﬂ[ﬁyz_xzyl +()’1 _J’z)x+(xz“x1)J’]

diar 4 = %(xly2 +X,p3 T X3Y] —X|V3— X, —X3¥,) Ar elementets area. Visa hur uttrycken for bas-

funktionerna Nf(x, y) kan tas fram med C-matrismetoden. Du behover inte explicit invertera

matrisen C. (2p)
d: Visa att elementet &r komplett. (2p)

e: Los problemet med ett triangulért element. (3p) y

i

o9

—2— 2012-08-25/PWM




Lésning 1a: Multiplicera bada sidor av differentialekvationen med en testfunktion v = v(x, y)

och integrera 6ver omradet: —}/ div(Vw)dQ = Iv%dﬂ . Anvind Green—Gauss sats pé véansterledet:
Q Q
J( W )T( Vw)dQ = Iv%dQ + va(Vw)Tndl". Betrakta nu randintegralen; villkoret p4 I', séger att
Q Q r
integranden hér dr noll, men vi vet inget om véardet pa (Vw)Tn pa Fg . Eftersom det &r nédvandigt

att kunna berikna randintegralen, véljer vi bara testfunktioner sddana att v = 0 pa Ly Alltsa,

cj.v(Vw)TndI‘ = J-v(Vw)Tndl“+ Jv(Vw)TndF = I0~(VW)Tlldr+ Jv- 0dl’ = 0

r r, T, T, I

For att integralerna ska existera, krévs att alla funktioner &r tillrackligt reguljéra:

J.vde <o I(VV)T(VV)({Q < oo, LAt V beteckna rummet av alla funktioner som uppfyller regu-

Q Q
laritetskarvet och som uppfyller villkoret v = 0 pa r,. Variationsproblemet kan d& skrivas

Stk we V sa att _[(Vv)T(Vw)dQ = J'vgdg Ve V
Q Q

Lésning 1b: Approximera den obekanta funktionen med en linedrkombination av valda basfunk-
. T . L
tioner Ny(x,y): w=w, = ZNiai = Na (N = [Nl N, ] ,a = [al a, J ) och sétt in denna i vari-

i
ationsproblemet. Vilj sedan testfunktioner v enligt Galerkins metod, d.v.s som basfunktionerna i

tur och ordning; variationsproblemet kommer dérmed att vara satisfierat for varje lineérkombina-
tion av basfunktioner. Om vi definierar FE—rummet 7} som rummet av alla funktioner som kan

skrivas som en linedrkombination av basfunktionerna, s& kan FE—formuleringen enligt Galerkin
skrivas:

Stk w, e ¥, s&att _[(Vv)T(th)dQ = jvgdg Yve 7,
Q Q

Om de N, basfunktioner som &r skilda frén noll pa ett element samlas i en radvektor
T
N = [N? N;:v } , och motsvarande nodvariabler i en kolumnvektor a = [a? a]ev] , sa blir

approximationen pé elementet w; = N°a®. Vihar da Vw, = V(Neae) = (VNe)a'3 = B%", dar

alltsa

3 avy My,
Be — VNB — 0x [N? N]ev:| = ox ox
5 ° s v,
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Losning 1c: Vi har en lineér ansatts pa elementet: w, = o, +0,x + 0,y . Vi vill uttrycka denna
3
som en linedrkombination av basfunktioner, d.v.s w, = > a?Nie , dar Nl.e antar viardet 1 inod i
i=1
3
och vérdet 0 i 6vriga noder. Vi har alltsé o +a,x + oy = 3 afNie . Om vi sétter in koordinaten
i=1

(x;,¥;) fornod 1 fas ekvationen o +o,x; + 03y = a? ; P4 samma sétt fas en ekvation for var och

€

1x v oy a;
en av de andra 2 nodekoordinaterna. De 3 ekvationerna kan skrivas |1 Xy Yol 0] = a; eller
1 x3 33| |03 o

Co = a°. Alltsa fas o = € 'a°. Vihar wy = |:1 xy:la = N°a® som da ger |:1 xy:IC_lae = N%".

Basfunktionerna fas alltsa som N° = [1 x y:| c'

Loésning 1d: Elementet 4r komplett om det gar att vélja nodvariabelvirden af sé att ansattsen

3
wp = Y, a?Nl.e pé elementet blir en konstant, samt vilja vérden sa att gradienten Vw, blir kon-
i=1

stant. Det senare villkoret &r trivialt uppfyllt eftersom de lineéra basfunktionerna har konstanta

gradienter: VN? = li(yz ~73) , ete. For att visa att det forsta villkoret &r uppfyllt valjer vi nodvari-
(x3—x,)
ablerna till en och samma godtyckliga konstant ¢ — vi har da

(4 (6]
wy, = c(Nj + Ny +N3) = T Fo¥3—XaYy XY~ X Y3 TRy —Xpyy) = 5224 = c

Losning 1e: Fran FE—formuleringen har vi att I(Vv )T(VN)an = Iv%dﬁ med v = N;; valen
Q Q
v = N, och v = N, arinte gilltiga eftersom N, och N; inte satisfierar villkoret pa Fg . Det vésent-

liga randvillkoret kréver ocksé att @, = a; = 0, s& vi far bara kvar

~1
[evn) (vNndga, = [N, 240, Trivialt finner viatt VN, = | T |, s4 vihar izjdgal =1 [vda.
L
Q Q 0 Q Q

2
Integralen i vinsterledet dr storleken pa omradet, d.v.s % , och integralen i hogerledet &r volymen

: a4 qu
. Alltsa fas slutligen & = =

av en tetraeder med basytan Q och héjden 1:

NI
W —
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2

Figuren visar ett 2D elasticitetsproblem vars

16sning man vill approximera med en konform o, = 0,5MPa T 7\
finit— elementmetod. Antag att man utgar fran
en ganska grov diskretisering med lineéra 3—
nods element och anvénder en adaptiv A—metod
for att approximera 16sningen.

1m/3

E = 196 GPa
v = 0.31 >

Plan spénning

a: Redogor for vad som menas med adaptivitet
och forklara vad A-metod betyder. (2p)

1m/3

b: Ivilket eller vilka omraden forvéntar du dig
att ett adaptivt FE—programmet ska gene-

rera de till storleken minsta elementen? &&\\W\N

Motivera svaret. (2p) m
E .
c: En konform FE-diskretisering av problemet =~ N\
leder till ekvationssystemet Ka = f, dar N\
styvhetsmatrisen K #r symmetrisk och posi- 1m/3 1 m/3 1 m/3
tivt definit. Visa att 16sningen a = K f
T
minimerar den potentiella energin IT(v) = lv Ky - va, d v s visa att Il(a) <II(v), med

2
[1(a) = TI(v) endast om a=v. (2p)

Losning 2a: Ett adaptivt FE—program uppskattar diskretiseringsfelets storlek. Om felet &r storre
4n nagon angiven tolerans, dndrar programmet FE-diskretiseringen; med % —metod menas att fler
(till storleken mindre) element anvinds. Processen fortgar till dess att den énskade noggrannhe-
ten uppnatts.

Losning 2b: Med en adaptiv 2 —-metod férvéntar man sig de till storleken

minsta elementen i omraden dér forstaderivatorna i I6sningen varierar som )
mest (d.v.s i omraden dir andraderivator 4r stora). I ett elasticitetsproblem

far man singuléra punkter — dér spanningarna (férstaderivator) dndras @
snabbt 6ver korta striackor — vid t.ex indtvinda horn, och vid abrupta for-

andringar i randvillkor. I det givna problemet finns 5 sddana punkter, som O)—)

visas i figuren hér brevid. O

Losning 2¢: Lat a vara losningen till ekvationssystemet Ka = f sa att

potentiella energin i FE—approximationen blir II(a) = %aTK a-— an . Betrakta nu en godtycklig

vektor v ochlat w = v—a. Vi har da

_1 T Ty
I(v) = (w+a) = §(w+a) Kw+a)—-(w+a) f=

T T T T
= ltl Ka+la Kw-i-lw Ka+lw Kw—wa—an=
2 2 2 2
_ o T . _ 1 T T _
={a Kw=w Katy Kirsym.} = ]'I(a)+§w Kw+w (Ka—f) =

T
= {Ka=f si Ka—f=0}=Ti(a) + 3w Kw

Men w' Kw> 0 (for w=0), ty K &r positivt definit; alltsa géller T1(v) 2 I1(a) med likhet endast da

w=0,dvsdadv=a
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Vid numerisk integration approximeras integralen av en funktion f(x) enligt _[ fx)de= %" H, f;,
-1 i=1
dar H, ar en integrationsvikt, f; = f(x,) ar funktionsvérdet i integrationspunkten med koordina-

ten x; och n &r antalet integrationspunkter.

a: Hérled integrationspunkternas ldge vid Gauss—integration med » = 2. (2p)

1
b: Hur ménga (Gauss)integrationspunkter krivs for att berdkna _[ (2,4 + P 2x7)dx exakt? Moti-
-1
vera ditt svar. (1p)

Lo6sning 8a: Lat / } (x) och l;(x) vara de tva linedra Lagrangepolynom som antar funktionsvérdet

1 i ena integrationspunkten samt virdet 0 i den andra punkten. Konstruera andragradspolyno-
met P(x) = (x—x,)(x—x,) som antar vardet 0 i baggepunkterna. Taylorserieutvecklingen av f(x)

kan da skrivas f(x) = flli (x) +leé(x) + P(x) Z Bixi, sa vi kan skriva
i=0

1 1 =) n 1 o

[fadx = [|AL@ +ALE + P Y Ba'lde = S Hf+ [| PG) Y, B |dx

-1 -1 i=0 i=1 -1 i=0

Vid Gauss—integration med » punkter, viljs integrationspunkterna sa att sé att integralen av de
1

forsta n termerna i sista integranden forsvinner; héar fas J'(xiP(x))dx =0,i=0,1.Fosta ekvatio-
-1

nen ger % +2x,x, = 0, som med symmetrivillkoret x; = —x, ger losningen x, = —x; = %

Losning 3b: Vid Gaussintegration med » punkter, integreras polynom upp till grad p = 2n—1
exakt, sa for ett givet p krévs n Zp%l integrationspunkter. Eftersom termer med udda gradtal

inte ger nagot bidrag till integralen, har vi hér p = 4, s vi behover n = 3 integrationspunkter.
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Betygséattning: En fullsténdig och korrekt losning pa en uppgift ger poéng enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smirre fel leder till podngav-
drag. Ofullsténdig losning (svar pé stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte ndgot poidng. Maximal podng &r 20. Det
krévs 8 podng for betyg 3; 12 poéng ger betyg 4; for betyg 5 krévs 16
poing. Observera att ovanstaende dr betygssittning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkinda inlamningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 23/4 pa samma stélle som losningarna. Resultaten
sinds till betygsexpeditionen vecka 18 — for kursdeltagare som
inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid detta till-
fille inrapporteras betyget U (underkénd).
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t.ex forskjutningar och krafter).

e Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, s ange detta explicit och for-

klara dessa.
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Betrakta virmeledning (1D) genom ett golv som &r upp-
byggt enligt figuren. Temperaturfordelningen u(x) ges av
Iosningen till randvérdesproblemet

du
dx[ dJ_ 0  0<x<0,18m

u(0) = 5°C 1(0,18 m) = 20°C

dar
0,04 W/m°C 0<x<0,05m

k=41,7Wm°C 0,05m<x<0,15m
0, 14 W/m°C 0,155m<x<0,18m

ar varmekonduktiviteten.

a: Variationsfromulera problemet. (2p)

b: FE-formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkins N N
metod och hirled elementstyvhetsmatrisen for ett lineédrt ele- ! 8
ment med langden # (2p) 1’><¥1

» "Jj+ 1 x
¢: Berikna temperaturen i de tva gréansskikten (x = 0,05m res- /j}/ h=x,1-% ¥

pektive x = 0,15m ) genom att l6sa problemet med 3 lineéra
element. (3p)

Lésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(x) och integrera over

0,18m 0,18m
du dvdu dy)18m
omradet (intervallet): — _f g [kd—]dx = 0. Efter partialintegration fis Il\ ——(L = I:In T }0
0 0

0 och vid x = 0,18 m begrinsar vi valet av testfunktioner till de

1

Eftersom Z—Z ar obekant vid x

0. Variationsproblemet blir da att hitta « s& att

som uppfyller v(0) = v(0,18 m)

0,18m
j'k v du s 4 y(0) = v(0,18m) = 0 u(0) = 5°C (0,18 m) = 20°C

Lésning 1b: Approximera den obekanta funktionen med en linedrkombination av basfunktioner:
u=u, = Na;hérr N = [Nl(x) Nn(x):| en vektor med basfunktionerna och a = |:a1 an} ar obe-

kanta nodvariabler. Testfunktionerna viljs enligt Galerkins metod: v = Ny, ..., N, . Inséttning ger

0,18m
jk QN) dxa = 0 med villkoren N(0)a = 5°C och N(0,18 m)a = 20°C

J +1
Ett element pé intervallet (x; x;, ) ger bidraget Ik QN s dx till styvhetsmatrisen; hér inne-

%

€
haller radvektorn N® de tva basfunktionerna pé elementet. Vi har trivialt j—lj = {‘71 111] ,sa
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:;al’_‘
Sl
S}

= Il_;[ 11 _11] (om k &r konstant over elementet).

| =
|

|
ol L

=
>
N

1

e _ e |71 1 gy =

K= [k 1 {7 ;;|dx—k(xj+1—xj)
h

Loésning 1c: Anvind ett element for varje material. Om element och nodvariabler numreras nedi-
fran och upp, far vi bidragen K’ = 0,8[1 _1} M k= 17| 1| och k2 = 21 119 gl
-1 1]|a, -1 1]|ay 311 1]lay

véansterledet i FE-formuleringen. De fyra ekvationerna blir da

08 -08 0 0o ||%
-08 178 -17 0 |9
0 —17 21,6667 —4,6667||as
0 0 -46667 46667]|qg,

===l

Randvillkoren ger att a, = 5 och a, = 20, sa vi far

-08 0 -4
178 -17 ||9| _ | 4

-17 21,6667|as| | 93333
0 —4,6667 93,333

Férsta och sista ekvationen har fatts genom att vélja testfunktionerna v = N, respektive v = Ny,

0 #r dessa ekvationer ogilltiga; vi

1730
17,9

1

men eftersom dessa val inte uppfyller villkoren v(0) = v(0,18m)

far da kvar [178 17 ||*2| = | # |, som har losningen %
-17 21,6667] |a; 93,333 as

1

2

En konsolbalk med lingden L och konstant bojstyvheten EI &r belastad med en kraft P enligt
figuren. Balkens utbdjning w(x) fas som losningen till randvéardesproblemet

4
B — 0 P
dx4 2
w(x)
w(0) = 0 Z—W(O) =0 ?T iy
; Y, 2 Bl
dw dw P fan) [ ¢
=0 )= |
a’x2 dx3 El T'J L

a: Hirled den svaga formen av randvirdesproblemet. Det ska framgé hur randvillkoren paverkar
variationsproblemet. Ange ocksa krav pa ing&ende funktioner. (2p)

b: Finit—elementformulera problemet med testfunktioner enligt Galerkin och visa hur B —matri-
sen ser ut. (2p)
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¢: Det vanligaste balkelementet har 4 kubiska basfunktioner och nodvariablerna representerar
forskjutningar och rotationer i de 2 noderna. For detta element blir elementstyvhetsmatrisen
(med konstant bojstyvhet)

26 12 6]
Li L, Li L,
6 4 6 4
K = Bl Le L
Le| 12 6 12 6
2 L2 L
6 6
= T e 4
LLe L, |

dar L, 4r elementets langd. Los problemet med 1 element. (2p)

Loésning 2a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera Gver

L 4 L 2 2 2 4L 3 4L
intervallet: J.Elvﬂgdx = 0. Tva partialintegreringar ger J'EI ‘—1—‘;‘1 Y dx= g dw | grdv
dx dx” dx” dx gy dx’
o N 0 0

Anvind nu randvillkoren for att utveckla randtermerna:

d2 L d3 E d2 3
[Z—VEI_V;] {vm_‘;’} = O—Z—VEI 5 - Pv(L)—vEld‘:
X dxlo dx” o X dx |- dx b

2

3
Eftersom vi inte kénner virdena pa é—"; och d—v; vid x = 0, begréansar vi valen av testfunktioner
dx dx

till sadana som uppfyller v(0) = 0 och %(0) = 0 for att bli av med obekanta randtermer. Dessutom

maste integralen existera, sa vi méste ocksa begrinsa oss till funktioner som har kvadratiskt inte-
grerbara andra derivator. Om vi definierar

‘ d2 2 d
c V oo — ——v =
V =<v(x): ;ri] dx <, v(0) =0, dx(o) 0
sa kan den svaga formen skrivas:
; d2 d2
Hitta we V si att IEI—‘; _‘;—’dx= _Pv(L) Yve V
dx” dx

0

Losning 2b: Approximera w med en linearkombination av n valda basfunktioner

w=wy = Y Ni(¥e och vilj testfunktionerna som basfunktionerna i tur och ordning (Galerkin) sa

i=1
att vi far lika manga ekvationer som obekanta nodvariabler a;. Lat Vv, vara rummet av funktioner

som kan skrivas som en linedrkombination av basfunktionerna — FE—formuleringen kan d& skri-
vas
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. dw
Hitta w, € V, sdatt I dy zh x= Vve V,

n
Om vi satter in w, = 3" Na; = Na, dér N = [Nl Wy s Nn] ocha = ["1 a ... a"] , 1integralen samt

i=1
L

samlar ekvationerna som fis for valen v = N;, i = 1,2,...,n, 84 far vi IEIBTde a = -P N{L), dér
0

2 2
5o AN |dh a4V,
dx dx2 dx2 dx2

Losning 2¢: Eftersom vi bara har ett element sé dr styvhetsmatrisen samma som elementstyv-
hetsmatrisen, K = K°, och elementlingden &r L. Randvillkoren x = 0 gor att vi har a; = a, = 0 sa
de tva forsta kolumnerna i K multipliceras med nollor. Vi kan inte heller anvénda vare sig N, eller

N, som testfunktioner eftersom de inte satisfierar de tvé vésentliga randvillkoren vid x = 0; allts&

12 6
2
maste vi stryka de tva forsta ekvationerna. Kvar har vi d& Al [ﬂ = —%‘ H , med losningen
0

6 a,
2 2
a3 __L 4 6/L H _pL? [L/ﬂ
a, 2l6/L 12712 B0 El'l172

_Z4
3

~T T
Jamvikt i ett 2D elasticitetsproblem kriver att -V (ot) = bt dér o = [Gx o, Txy] 4r spannings-

¥

T ~T
vektorn, b = [bx by] en given volymslast, ¢ dr tjocklekeniz-ledoch V. = . Hookes lag

°’|°J«3J|°J

0
i
8

T
relaterar spinningarna med tojningarna € = I:gx & YW:] enligt 6 = De, och kinematik ger att

~ T
e =Vu,déru = [”x ”y:] ar forskjutningsvektorn. Kombineras de tre ekvationerna fas tva andra

ordningens partiella differentialekvationer, vars l16sning ger den primért obekanta forskjutnings-
vektorn. Om b = 0 s& kan den svaga formen av problemet skrivas

a(u,v) = gthtdF (1)
r
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.. . . . T . T
dar vi infort randlasten ¢ = [’x t;l , testfunktionerna v = ["x v}:l , samt den bi-linedra symme-

triska formen a(u,v) = j.(Vv)TD(Vu)tdQ D)
Q

a: Ange randvillkoren som krévs for att 16sa elasticitetsproblemet som illustreras av figuren ovan
(2p)

b: Utga fran ekv (1) for att finit—elementformulera det givna problemet med testfunktioner enligt
Galerkin. Det ska framgé hur randvillkoren paverkar formuleringen. Ange ocksé den integral
som ger styvhetsmatrisen for ett element med N, basfunktioner — B® —matrisens utseende ska
visas. (2p)

¢: 1vilket eller vilka omraden ska man forvénta sig att de till storleken minsta elementen kom-
mer att skapas, om en adaptiv h—metod anvinds for att approximera losningen till ekv (1)?
Motivera ditt svar. (1p)

d: Antag att vi ska anvéinda isoparametriska bi—linesra element for att diskretisera problemet.

Visa hur de derivator som behovs for att stilla upp B® beriaknas. Du behover inte ange explicita
uttryck for bas— eller formfunktioner, men ténk pa att definiera alla beteckningar du infor. (2p)

(x2’ y2) (xy, y1)
1 . x = %, M)
L1 y = &)
& y
(x3, )’3) (e y4)

(-1,-1)

Lésning 3a: Problemet innehéller tva andra ordningens partiella differentialekvationer, sa vi
behéver tva randvillkor pa varje del av randen. Med beteckningar enligt figuren nedan har vi

u, =0 t, = ogy/H t.=0
¥ }pal“g ! }pal"hl X_O}pal"hz.

uy=0 ty=0 1

r
2
Ty h

T
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Hogerledet i variationsproblemet blir d& (j'thtdl" = I y' {ooy /H} tdl", eftersom testfunktionerna
r T, 0
maste uppfylla de vésentliga randvillkoren: v, = v, = 0 pdT,.

s ® . T N, ON, O ..N
Losning 3b; Approximera u =u, = [“hx ”h»] =Na,dar N = | ! 2 » %1 4r valda bas-
x 0N, O0Ny... 0N

n

; T . . o
funktioner och a = [u“ Hyy teg Uyy oo Uy uwj ar obekanta nodvariabler. Lat v, vara rummet av
funktioner som kan skrivas som en linearkombination av de valda basfunktionerna; dessa har

valtssd att N; = 0paTl,. Vilj nu testfunktioner enligt Galerkin: v = [Nl}[ojHNZ}{O
1

; vi har da
0] M o0

n

. . T o
formuleringen: Hitta u, = [uhx th s Upp Upy € V), sB att auy,v) = J‘vT[GOy/H}dF Vv, v, €V,
! 0 )
1—‘hl

Pa ett element har vi approximationen u, = N°a®, dér a° innehaller nodvariablerna pa elementet

N; O N, O ..N,, O

ne 4r basfunktionerna pé elementet. Bidraget till vansterledet i FE-

0N ONy... 0N,

formuleringen, fran elementet, blir

och N° =

j(%N)TD(ﬁNa)de = j(%Ne)TD(ﬁN”):ane = | B DB 1dQa’ = K'a®, dir alltsa

QZ Ql‘ Qf
W o o,
BE=VN=|, M M ONy,
ay ay ay
aN; V] aNG aNG Ny, Ny,
Oy 3x 9y ax Tay ox |

Lésning 3c: Man forvéntar sig flest element i omra-
den dir forstaderivator av den exakta 16sningen énd-
ras snabbt, dvs dir man har stora andraderivator. Tett
elasticitetsproblem intréffar detta dér man har span- O
ningskoncentrationer; vi har tre sddana omraden i det w
givna problemet: det inatviinda skarpa hornet, samt de (/
tva overgangarna fran fast inspidnning till fri rand.

Lésning 3d: Isoparametriska element innebar att basfunktionerna N;(§,n) anvinds som form-
4 4
funktioner — avbildningen gors da som x(§,n) = Z x,-Nf yE,m) = Z y,.Nf , ddr (x,y;) &r koordi-
i=1 i=1
naten for nod i . Eftersom basfunktionerna ar polynom, beraknar vi enkelt derivatorna
4 4
ox _ N ox _ oN; . :
F z Yi3E 1 m " Z Xy 2 och motsvarande for derivatorna av y.

i=1 i=1

e
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Basfunktionernas derivator med avseende pa x och y (som behovs for att stélla upp B®) fis med

a_N? = a_xa_Nf _ala_Nf ON; N; ox dy dy dy
kedjeregeln: 8§ a&_, ox a& 3}’ = aE_, =7 ox dar alltsa J = BE, aE_, . Med J—l = ﬁl a'l'] 0 -

ON; ax ON; gy ON; |aN; oN® ax 9y U ax ax

an “amex ‘omdy |m] (& an 3 on 9t

aN; oN;
detJ = a_xa_y_aigl, fas da de sokta derivatorna som (9% | = J7' 9%
SEan” o |~ fon
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