Institutionen fér tillampad mekanik, Chalmers tekniska hégskola

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021
16 DECEMBER 2009
Tid och plats: 830 _ 1930 § V_huset
Hjialpmedel: Ordbécker, lexikon och typgodkénd réknare.
Lérare: .£ vy Peter Moller, tel (772) 1505. Bestker sal ca. 930 samt 1132,
S slas pzuanslagstavlan vid ingéngen till institutionens lokaler
ﬁ dven kursens www—sidor pa http:/www.am.chal-
/~fMo

/3 3 _gk.html
ﬁ pA en uppgift ger podng enligt

. Smairre fel leder till podngav-

Loésninga

Betygséttning: En fullsténdi
vad som anges pé uppgiftsla
drag. Ofullstandig 16sning (svar pa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nagot poing. Maximal podng &r 20. Det
kriivs 8 poing for betyg 3; 12 poéng ger betyg 4; for betyg 5 krivs 16
poing. Observera att ovanstiende ar betygssittning pa
enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom
godkinda inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 29/12 p4 samma stille som losningarna. Resultaten
sinds till betygsexpeditionen senast 4/1 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkinda vid detta
tillfille inrapporteras betyget U (underkénd).

Granskning: Mandag 4/1 13—-15 samt tisdag 22/11 12-14.

Tank pa:
o Skriv s att den som ska riitta, kan ldsa och forstd hur du tédnker. Den som réttar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen skrivs

har betydelse vid podngséttningen.
o TForklara/definiera inférda beteckningar.

* Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

» Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1

Betrakta det rotationssymetriska randvéirdesproblemet

fo

1d dii
—;E[k er 0  0<r<b ;
u(b) = u,

dar k, Q, och 1, &r givna konstanter, medan u = u(r) &r den obekanta funktionen.

a: Variationsformulera problemet. Du behover hir inte ange regularitetskrav pa ingédeende funk-
tioner, med det méste klart framgéa hur randvillkoret kommer in i den svaga formen. (Obser-

vera att integrationen méste géras éver en volym: J' ...dvV = J. J' J‘ ...rd0drdz (med lampliga
1%
integrationsgrinser)). (2p)

b: FE—formulera problemet med testfunktioner (viktsfunktioner) enligt Galerkin. (2p)

c: Tag fram ett uttryck for en lumpad elementlastvektor for ett lineédrt N A
element med léngden / = r,—r, . (2p) ! 2
1 1
‘ > < ’ .
d: LAt det numeriska vérdet pa alla ingdende variabler vara 1, rl )

k=b=0Q=uy=1,ochlds problemet med 2 lika linga lineéira ele-
ment. Lastvektorn far lumpas. For det linedira elementet &r elementstyvhetsmatrisen

e_k(r1+r2) 1 -1
K —TI: 1:I-(3P)

Lésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(r) och integrera over
volymen

Lb2w b
[[] <Q+—— Ard”D rdodrdz = 0= 2nL [v (Qr+— d”Dd - 0.
000 0

Efter division med 2nL och partialintegration av den andra termen i integranden,
b b

du du dvdu dvdu du? ;
= )KVr— & bl
J‘ ( kr— Ddr vkr ] J.k 7 dr J-krd dr [xkrdr]o + J.verr Randtermen blir
0 0
[vkr%]o (b)bk% —0 och eftersom % #r obekant vid r = b begrinsar vi valet av testfunk-
r=»b

tioner till sddana som uppfyller villkoret v(b) = 0. Vi har allts& variationsproblemet

b b

dvdu _
.[krdrd dr = J.verr u(b) = v(b) =0
0 0

Lésning 1b: Approximera den obekanta funktionen med en lineérkombination av basfunktioner
u=u, = Nya,+Nya,+...+N,a, = Na,ddr N &r en radvektor med basfunktionerna och a &r en

kolumnvektor med nodvariablerna. Sitt in approximationen i variationsproblemet och 1t
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b
du
= —d—[Na] = d—Na = [d_Nl d_N2 dNnila = Ba: J'kr%Bdra = J‘verr.Véilj nu basfunktionerna

dr dr ' dr
0 0

som testfunktioner i tur och ordning (Galerkins metod); varje val ger upphov till en ekvation och

dr ~ dr dr

dN,
N, dr
dn,
ekvationerna samlas radvis, sa v — s och % =g | = BT . Vi far alltsa
N
% dN

n

dr |

b b
_[krBTBdra = J.NTerr. Nodvariabeln vid » = b (a, om vi numrerar fran vinster mot hioger) ska

0 0
foreskrivas till u, och motsvarande basfunktion kan inte anvindas som testfunktion.

3

T
Lésning 1c: Den konsistenta elementlastvektorn ges av fE = J. (N°) rQdr, dar radvektorn N°
T
innehaller de basfunktioner som antar fran noll skilda virden pa elementet. Eftersom summan av

basfunktionerna ér 1, blir lastresultanten

’ " ” r2 2 (ry+7r)(ry—r;) Q(ry+r)h
_ e _ TN v I\ =¥ ) 2.0 )
Y = j'(N‘;‘ +NS)rQdr = erdr =02 -t=0 . = 21" . Enlumpadlast
i=1 r r
O(ry+ry)h
vektor fas om lasten fordelas lika p& de tva noderna: f= —(—24—1— H
1

Lésning 1d: Numrera element och noder med véxande r. Vi far da nodekoordinaterna r; = 0,
r, = 1/2 och ry = 1. Elementstyvhetsmatriserna blir da K= %[1 ‘1} K2 = %{33 '?j och

-1 1
elementlastvektorerna (lumpade enligt foregdende deluppgift) f° =1 sz f=2= %@ . Med

=1 a =2 a ° .

= = L 1] ocha®™" = [ 21 , s& ger assembleringen

a a
2 3

Sl -0l Joo offjr [y |0 1 -1 o)|4 |t
5l (-1 10|+ |03 -3|||aa| = 7g| |1 T [3||= |1 4 -3||%| = 5[4
0 00 [0-33])|a o 3 0 -3 3]|a, 3

col —

1 -1 1 0 1
Vi infor nu det visentliga randvillkoret u(b) = a; = 1 ochfarda |1 4 [ﬂl} = |4 —a5|-3| = é 28

0 -3l |3 3 x5
Den sista av dessa 8 ekvationer har erhéllits genom att vilja testfunktion v = N3, vilken inte upp-

fyller villkoret v(b) = 0 och alltsé &r ogiltig; vi har da
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-4l =30 -

2 —
Figuren illustrerar ett elasticitetsproblem som &ar symmetriskt med
avseende pa y—axeln. Strukturen belastas med en utbredd last ¢/ WMW%
(kraft/yta), dar ¢+ dr omrédets tjocklek 1 z-led; ¢ antas konstant och ;

det rader plant spinningstillstand. Den svaga formen (variations- [
problemet) av elasticitetsproblemet kan skrivas

I
2 2l |
-~ T =~ - — 0 =—
j(Vv) D(Vu)dA = gv'r{cxxnw nyny}dr v = ox  dy
A r [Cxyxt Oyylly 029
dy dx

dar D ar Hooke—matrisen, ¢ = [Gxx Oy ny] 4r spinningarna, n = [”r ”yJ ar en utatriktad

T
enhetsnormal till omradet A, v innehaller testfunktionerna (viktsfunktionerna), och u = l};x ”y:l
4r de obekanta forskjutningarna i respektive koordinatriktning; I betecknar omrédets rand.

a: Teckna de randvillkor som giller for det visade problemet och utveckla randintegralen. (2p)
b: FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkins metod. Det ska framga hur den
obekanta forskjutningsvektorn u approximeras samt hur man far tillrickligt manga ekvatio-

ner for att bestimma samtliga obekanta nodvariabler. Visa ocksa hur B® —matrisen ser ur for

ett element med n noder. (3p)

¢: Antag att vi ska anvidnda isoparametriska bi-linedra element for att diskretisera problemet.

Visa hur de derivator som behovs for att stélla upp B® beriiknas. Du behover inte ange explicita
uttryck for bas— eller formfunktioner, men tank pa att definiera alla beteckningar du infor. (2p)

(x9 ¥2) (xl’yl)

x(& M)
y(&m)

(x4 }’4)

(—17'—1)

d: Antag att problemet loses med en adaptiv FE—metod som anvinder i —forfining. I vilket eller
vilka omraden forvintar man sig da att de till storleken minsta elementen kommer att skapas?

Motivera svaret. (2p)

e: Givet att styvhetsmatrisen K &r positivt definit och symmetrisk, visa att FE-approximationen

minimerar den potentiella energin Il(x) = %xTKx -fo , dvs att I(a) <TI(x) Vx#a.(2p)
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Losning 2a: Med beteckningar enligt figuren sa &r alla forskjut-

ningar férhindrade pa I', , pa symmetriranden T'; maste horisontalfor- Ty,
skjutningen och tangentialspdnningen vara noll, p4 I, dr normal och
T
tangentialspanningen noll, och pa I, dr tangentialspAnningen noll $
g p g pa ly, g p g f\rhl
medan normalspinningen ar —¢/t. Lat ¢, = o, n +0,n, och / \
1, = Oy + 0y 3 vi kan da skriva: y
B
I,

Insdttning i randintegralen ger

s

G, . N +0 N, _
cjvT{ s x.v”}] dr = [(vet,+vyt)dl + [yt v, - 0)dT + [(e- 04, 0)dr + [ (v_r 0+, (T‘I))cﬂ“
r  [Cx™ +0yyfty Iy T, Ty Ty

Eftersom ¢, &r obekant pa I', och I', méste testfunktionen v, viljas s att v, = 0 pd dessa bada

delrénder; vidare &r 1, obekantpd T, sa viméaste vilja v, sdatt v, = 0 pa denna delrand. Vi far d&

. G N +C -
randintegralen nj.vT[ allx xyn% dr = —t‘l J'vydl"
r

Oyt + Oyt r,
Loésning 2b: Approximera u, =i, = a Ny+a,Ny+...+ a,,,N,, och
y = Uy, = alel + a_yZNZ + ..+ aymNm. Om vi samlar de 2m nodvariablerna i en vektor a och bas-
funktionerna i en matris N enligt
T N, 0 N, 0..N, O
a= I:a | Gyp Gyp Gyy o Oy ayrr;l =
X 2
0N ON,.. 0N,

kan vi skriva u=u;, = xh| = Na . Approximationen sitts in 1 variationsproblemet och vi viljer

”yh

T
sedan v = l:vx Vy] pa 2m olika sitt, s& att vi far lika ménga ekvationer som obekanta nodvariab-

ler. Galerkins metod: vilj v = Ny s 0 s B oo N . . . Insdttning ger nu
ol [Ny |o 0] [Nm

f(%N)TD(%N)dAa - J'NT{ 0 }{r
—q/t
A Thna
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For ett element med n noder, samlar vi de 2n nodvariablerna i en vektor

e T e [N O ..N .
a = |8 4° e | ochmotsvarande basfunktioner i matrisen N~ = , 54

| ayl e Gyp ayn
0N ..ON

att approximationen pa elementet kan skrivas u, = N°a®.Vihar da 6uh = é(Neae) = B%°, dar

alltsa

N} oN.,
— 0 .= 0
0x 0x
BS = VN = 5 Ny " oN,,
3}‘ e '5;
NS ON; 0N, N,
0y ox 9y 9x |

Losning 2c: Isoparametriska element innebér att basfunktionerna N?(E,, 1) anvinds som form-
4 4
funktioner — avbildningen gérs da som x(§,n) = Z xl.N? yE,m) = Z yiNf, dar (x;y,) &r
i=1 i=1
koordinaten for nod i . Eftersom basfunktionerna ér polynom, berédknar vi enkelt derivatorna
4
g_x = Z xi—a—&- , % = Z xig%f och motsvarande for derivatorna av y.

i=1 i=1

Basfunktionernas derivator med avseende pa x och y (som behdvs for att stilla upp B®) fas med

kedjeregeln:

& e

e £
Wi al gy i) o 3 > 2
& T 0%ax 9Cdy _IGE | _ ;0% | garamtes J = |95 95 . Med S = d—lﬁ on dg)

ON; gy Vi gy N lawi| AN 3 dy o ax
it TEe TR e B A2 =

ON; ON;
det] = g_zgl_g—tgyf’ fas da de s6kta derivatorna som dx | _ ! 9% |

moen oN° aN®

ay an
Lésning 2d: Man forviintar sig flest element i omraden dir foérstaderivator
av 16sningen dndras snabbt, dvs dar andraderivator &r stora. I ett elastici-
tetsproblem intréiffar detta t.ex dar man har spanningskoncentrationer. Vi
har 8 sidana omraden i exemplet: vid det inatvinda hérnet, samt vid de 2
pvergangarna mellan fast inspénning och fri rand.

y
15
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Lésning 2e: Lat x vara en godtycklig vektor och a vara lésningen till Ka = f (a 4r entydig efter-
som K &r positivt definit). Bilda v = x—-a —vihar da:

I(x) =T(a+v) = %(a + v)TK(a +v)-(a+ v)Tf =
= %(aTKa + vTKa +aTKv + vTKv) —an— va
T
Men a Ky = (aTKv) = (Kv)Ta = 'K a = v'Ka , eftersom K #r symmetrisk; vi har da

M(x) = %aTKa —a'f+ %vTKv +v Ka—v'f = I(a) + %VTKV +v' (Ka—f)

Men Ka =f= vT(Ka —f) = 0 och K &r positivt definit s& v Kv>0 da v=0,dvs di x #a, s& det foljer
att [I(x)>TIl(a) for x=a.
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Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers tekniska hégskola

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021
22 AUGUSTI 2009

Tid och plats: 1490 _ 1890 ; V_huset

Hjalpmedel: Ordbécker, lexikon och typgodkind raknare.

Lirare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. kl 15 samt 17.

Losningar: Anslas pa kurshemsidan samt pa institutionen (3 van. i M-huset)
senast 24/8.

Betygsittning: En fullsténdig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poidng enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smarre fel leder till poédngav-
drag. Ofullstéindig 16sning (svar pa stillt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nigot poing. Maximal poéng &r 20. Det
kravs 8 poing for betyg 3; 12 poing ger betyg 4; for betyg 5 kréavs 16
poiang. Observera att ovanstaende ir betygssittning pa
enbart tentamen; fér godkind examination kriavs dessutom
godkinda inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 31/8 pA samma stélle som lgsningarna. Resultaten
sands till betygsexpeditionen senast 8/9 — for kursdeltagare

ve

som inte har alla inlimningsuppgifter godkéinda vid detta
S plie 'glrapporteras betyget U (underkind).
. Zﬁ3 orsdag 3/9 12-13 i institutionens lokaler.

Granskning:

Tank pa:

e Skriv sa att den som ska ritta, kan ldsa och forsta hur du tinker. Den som rattar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid podngséttningen.

e Forklara/definiera inforda beteckningar.

e Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

e Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, s& ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1

p(x)
Betrakta en lina med langden L som har j_w
w(x)

strackts med en kraft S och sedan belastas med

en transversal last med intensiteten p(x). Om I |
problemet dr symmetriskt, sa &r utbgjningen _L/2 0
w(x) lésningen till randvardesproblemet

2
2 S ’
- (1)

wW(-H=0 oy=o0

a: Héarled den svaga formen (variationsformuleringen) av (1), och gor en finit—elementformulering
med testfunktioner (viktsfunktioner) enligt Galerkins metod. Det ska klar framgé hur randvill-
koren paverkar formuleringen. Ange ocksa regularitetskrav pa funktionerna. (3p)

b: Elementstyvhetsmatrisen for ett lineart element blir K = ]l|:1 _]} ,dar h dr elementldngden.
-1 1

Anvind 2 lika langa element med lineéira basfunktioner for att approximera lésningen till (1),
for fallet da lastintensiteten p ar konstant. (3p)

Loésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera éver
0 2 0
intervallet: — J‘ v(x) d—‘:dx = I v(x)gdx. Partialintegration av vinsterledet ger
dx”
-L/2 -L/2
0 0

dv dw dx —( (O)@(O)— ( L)@(_—L)) = I v(x)i—)dx. Den forsta ranttermen foérsvinner efter-
dx dx dx\ 2 S

-L/2 -L/2
som w'(0) = 0; den andra randtermen &r obekant, sa for att bli av med den begrénsar vi valet av

testfunktion till sddana att v(-L/2) = 0. Om vi definierar

0 0
2
V =<v: v(-L/2)=0 J. (%) dx < oo, I y2dx < oo , kan da variationsproblemet
-L/2 -L/2
0 0
dv dw D,
skrivas: Hitta w e V sa att J.—— dx vgd.x Yve V.
-L/2 -L/2

FE—formulering: vil en uppséttning basfunktioner N; och lat V, vara rummet av funktioner som
kan skrivas som en lineirkombination av basfunktionerna. Approximera w = w;, = ZN .«a. = Na
i

T
(daralltsi N = |N, N, ...| ocha = |a, a, ...| ). Ersitt den obekanta (w ) med approximationen
1 V2 1 %

och anvind basfunktionerna som testfunktioner (dvs Galerkins metod); vi far da:
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0 0 0 0

. . dv A P dN\Tan Tp

Hitta w, e V, sa att S dr Ydx = v dx Vve V, (eller J. (d—ID dea = j N gdx ).
-L/2 -L/2 -L/2 -L/2

Loésning 1b: Med tva lika stora element fas elementlang- N, N, N,
den h = IZ: och allsti elementstyvhetsmatrisen ][><[><]

e _ 41 -1 . . . ! l I x
K = I . Vansterledet i FE—formuleringen blir da -L/2 _L/4 0

-1 1

1 2 - a; a B a
P L e g1 to 4|00 0 410
T | * ol TL|71 1 O3 TE|0 1 1)y = Fi-1 2 114

a a 0 0 0|a, 0-1 1]|a, 0 -1 1]|as

Hér betecknar K°' och o' elementstyvhetsmatrisen for element nummer i, respektive nodvaria-
j P

T
bel j pa element i; |a, a, a,| &r nodvariablerna med global numrering.
1 4 93

Hogerledet fas som

0 0 N| 1 1
TPge = B -ze(.é.%) o B
J.N Sd.x 5 .f N,|dx Sl i 2 5|2
-L/2 -L/2|N, 1 1

dar vi utnyttjat att g ar konstant. Ekvationssystemet blir alltsa

. a,
4|1 -10 _le
7|-1 2 -1]|%2| = g5|2

0 -1 1]|ay 1

Hé#rnast observerar vi att N, inte &r en tillaten testfunktion eftersom den inte uppfyller villkoret

att testfunktionerna méaste vara 0 vid x = _7L . Forsta ekvationen maste dirfor strykas. Vidare har

vi att wh(_o—L) = 0, sa vi sétter a, = 0 varvid forsta kolumnen i styvhetsmatrisen multipliceras

med 0. Kvar ar da
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2

Lat Q c R? vara ett omrade i (x,y)—planet och T" dess rand. Potentialfunktionen ¢ = ¢(x, y) &r 16s-
ningen till randvardesproblemet

(—div(DV(b) =f iQ
o =0 pall

Hér &r f = f(x, y) en given funktion och D en symmetrisk och positivt definit konstitutiv matris.

a: Anviand Green—Gauss sats, Ivdiv(q) dQ = (:{v andF— J. ( Vv)quQ , for att variationsformulera
Q

Q r
problemet; det méste framga hur randvillkoret paverkar formuleringen. Redogér ocksé fér
vilka krav som stills pa testfunktionerna (viktsfunktionerna). (2p)

b: Finit—elementformulera variationsproblemet och visa hur B® —matrisen for ett element med »
basfunktioner ser ut. (2p)

Lésning 2a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v och integrera éver omra-

det: — jvdiv(DV(b)dQ = _[ vfdQ . Anvind nu Green—Gauss sats (identifiera vektorn DV¢ med ¢ ); vi
Q Q
far: j(v\»)TD(Vq))dQ = {v(DV¢) ndl' + [vfaQ
Q § Q

Ing&ende funktioner méaste vara tillrackligt reguljéra for att detta uttryck ska ha nagon mening —
funktionerna maste vara kvadratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbara forsta deriva-

tor. Dartill maste testfunktionerna uppfylla v = 0 pa T, eftersom integranden i randintegralen &r
obekant (V¢ #r okénd). Testfunktionen méste alltsé satisfiera homogena vésentliga randvillkor.
Lat V vara rummet av funktioner som uppfyller dessa villkor. Variationsproblemet kan da skrivas:

Hitta o c V s att [(Vv) D(V§)dQ = [vfdQ  Wve V
Q Q

Losning 2b: Vilj N basfunktioner N; ur V (konform metod) och lat V; c V vara rummet av alla

funktioner som kan uttryckas som en lineirkombination av basfunktionerna. Speciellt approxime-
N

rarvi ¢=¢, = Y Ng; och beriknar nodvariablerna a; si att variationsproblemet satisfierasiV,
i=1
(Galerkins metod). Alltsa har vi: Hitta ¢, € V, sdatt [(Vv)'D(Vo)dQ = [vfd@  Vve V,
Q Q

For ett element med n basfunktioner, dvs ett pa vilket bara n av de N basfunktionerna har noll—-
skilda funktionsvirden, kan FE—approximationen skrivas

T
0= [V 0 ][ 5 ] = N shat Vo, = V)

(VN®)a® = B%a®, dar alltsa

NS AN,

_ VNe _ _aj ‘a_x‘ oo
N 9N,
a_y ‘5} e =

€

B
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3

Betrakta en isoparametrisk avbildning av ett bi-lineért element

v (x41 )'4)
som har basfunktionerna

(x5 ¥7)

N(r,s) = %(l —-r)(1=ys) Ny(r,s) = 411(1 +r)(1-y)

Ny(r,s) = %(1 +r)(1+s) Ny(r,s) = l(1 -r)(1+s)

4 X3y )'3)

i ett lokalt koordinatsystem (r, s) . P4 ett element approximerar vi
4

en obekant funktion u(x, y) med u,(x(r, s), y(r,5)) = Y w;Ni(r,5),
i=1

dar u; &r nodvariablerna pa elementet.

ox dy

dinaterna (x,, y,) och nodvariablerna &r kénda (4p)

T
a: Harled ett uttryck for gradienten {%h ?ﬁt} , givet att nodkoor-

b: I ett temperaturledningsproblem har man beriknat nodtempe- {=1=I) (1,-1)
raturerna u; = 70°C, u, = 10°C, uy = 30°C och uy =70°C,

for ett element med nodkoordinaterna (x, y;) = (3,4) m, (x5, y,) = (2,1) m, (x3,y3) = (4,2) m

och (x4, y4) = (4,4) m (se figur). Berdkna temperaturgradienten i elementets mittpunkt. (3p)

Losning 3a: Isoparametriska element innebér att basfunktionerna N,(r, s) anvinds som form-
4 4
funktioner — avbildningen gérs d& som x(r, s) = Z XN, y(r,s) = Z y;N;, dér (x,y;) ar
i=1 i=1
koordinaten for nod i . Eftersom basfunktionerna &r polynom, berdknar vi enkelt derivatorna

4
ox _ ON; 9y oN; . ;
- = Z Xz 5o = Z Xize och motsvarande for derivatorna av y.

i=1 i=1

Med kedjeregeln kan vi nu berdkna

- %3
r rox rey a& :Jax dar alltsa J = =%] * ’
duy, _ axa"h+ dy du, duy, duy § 5 s
2, In - - ds dr
duy, duy,
detJ = i@_iﬂ, fas da den s¢kta gradienten som i i
drds dsor d J
up Uy
3y ds
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Losning 3b: Vi behover derivatorna av basfunktionerna i elementets mitt, dvs i punkten

0_9N1 Lot haNl 1 . OV, 1 haNIOO 1
(r,s) = (0, )E __Z( -s) oc = ——Z(l—r),saa—r (O,O)_—Z och =~ (0, )__Z' A

samma sitt fas

N, 1 0N, 1 9N, 1 9N; 1 N, 1 9N, 1
g (0,0) = Z’E_s (0,0) :—Z’—é—r (0,0) = Z’é—s (0,0) = Z’E (0,0) ——Z,m (0,0) = 4_1
4
Vi har da & - N 1 NP S
ihar aﬁ = inm = Z(—.x1+x2+x3—x4) = _Z,m oc
i=1

4
ox _ _aNi_l P = 3. pa stt FAr vi
= z 'X"E = Z(—xl—xZ X3+ x,) = Zm. a samma sétt far vi

i=1
dy 1 5 ody 1 1
a—i = Z(‘."] +Yy+tY3—Yy) = e a—; = Z{(—.Vl—}'g +y3+yy) = 7™
oup | . dup | o gl
3 = 4—1(_“1 +uy+uy—uy) = -25°C samta = Z(_”‘ — 1y +uy+u,) = 5°C. Inséttning 1
uttrycket for gradienten ger da
duy, 1 5
ax - 1 4 4 —'25 [oc/m] — Z 1 5 =25 [oc/m] =, g 0 [oc/m] =
duy, (_l)l_i(_é) 3 11LS T-3-1]| 5 7170
— 4) 4 4 \4)|7171
dy
= | 9|rec/m)
20

—f—
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4

FE—formuleringen av de randvirdesproblem som behandlats i kursen leder fram till ett ekvations-
system Ka = f, dar styvhetsmatrisen blir symmetrisk om testfunktionerna viljs enligt Galerkins
metod; vasentliga och/eller konvektiva randvillkor gor att matrisen ocksa blir positivt definit.

1 T

a: Visa att FE—approximationen minimerar den potentiella energin IT(x) = 5% Kx —fo , dvs att

[1(a) <TI(x) Vx #a.(2p)

b: Visa att 16sningen &r unik, dvs att I1 bara har ett minimum. (1p)

Losning 4a: Den potentiella energin i FE—approximationen ar Il(a) = %aTKa - an .Latv varaen

godtycklig vektor och € « 1 vara ett litet reellt tal, och beridkna potentiella energin efter en liten

godtycklig variation ev:

M(a+ev) = %(a+£v)TK(a+ev)—(a+8v)Tf =

= %(aTKa +ev Ka+ea Kv+ eszKv) —an_ gva
x TenT _ kT = v Tk = vTK . L .
Mena Kv = (a Kv) = (Kv) a =v K a = v Ka, eftersom K 4r symmetrisk; vi har d&

2 2
Ma +ev) = %aTKa —a'f+ %vTKv +ev Ka—ev' f = T(a) + %vTKv +ev (Ka—f)

Forindringen i potentiell energi ar ddrmed
dll(a) = M(a+¢ev)-TIl(a) = %vTKv + evT(Ka -f) = evT(Ka —f), dér vi forsummar e’ —termen efter-

som € « 1. Eftersom Ka = f= Ka—f = 0, ser vi att dl1(a) = 0, dvs FE—approximationen gor
potentiella energin stationir. Fér att se att den stationira punkten &r ett minimum berdknar vi

andra—variationen: azl'l(a) = dll(a +ev) —0dll(a) = evT(K(a +£v)—f)—8vT(Ka -f) = eszKv>0,

dar den sista olikheten féljer av att K &r positivt definit. Av azl'l(a) >0 foljer att den stationéra
punkten dr ett minimum.

Losning 4b: Antag att a; och a, minimerar I1. Vi har da att

dll(a,) = svT(Ka1 -f) = 0=Ka, = f och pa samma sitt att Ka, = f. Subtraktion ger
Ka,-Ka, = 0, eller K(a, —a,) = 0. Eftersom K &r positivt definit ar enda lésningen @, —-a, = 0,

varvid vi har att @, = @, —dvs I1 har bara ett minimum.
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Institutionen fér tillampad mekanik, Chalmers tekniska hégskola

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD — MHA 021
17 APRIL 2009

Tid och plats: 830 _ 19230 V_huset

Hjalpmedel: Ordbécker, lexikon och typgodkénd riaknare.

Larare: Peter Moller, tel (772) 1505. Besoker sal ca. 930 samt 1115,
Losningar: Anslis pa anslagstavlan avdelningen for dynamik senast 20/4.
Betygsattning: En fullstandig och korrekt 16sning p4 en uppgift ger poang enligt

vad som anges pa uppgiftslappen. Smérre fel leder till poéngav-
drag. Ofullstindig l6sning (svar péa stéllt problem saknas) eller
omfattande fel ger inte nigot poing. Maximal poéng &r 20. Det
kravs 8 poing for betyg 3; 12 poéng ger betyg 4; for betyg 5 kréavs 16
poing. Observera att ovanstaende ir betygssiattning pa
enbart tentamen; for godkind examination kriavs dessutom
godkinda inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 29/4 p4 samma stélle som lésningarna. Resultaten
sands till betygsexpeditionen senast 6/5 — for kursdeltagare
som inte har alla inlimningsuppgifter godkéinda vid detta

tillfiille inrapporteras betyget U (underkand).
Granskning: méndag 4/5 12-13 samt tisdag 5/5 12301330

Losnin ar

ey

Tank pa:

e Skriv s& att den som ska ritta, kan ldsa och forstd hur du téanker. Den som réttar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tdnker — endast vad som verkligen skrivs
har betydelse vid podngséattningen.

e TForklara/definiera inférda beteckningar.

* Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar (pa
t.ex forskjutningar och krafter).

e Gir du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och for-

klara dessa.
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1

Betrakta stangproblemet som illustreras i figuren. 5
X

Stangens axiella férskjutning u(x) ges av losningen k
till randvirdesproblemet —b——b—\-s_Ez
15,
d du
—E[EAaJ— b 0<x<L
u(0) =0
P
(L) 7 (L) A

a: Variationsformulera problemet. Det ska framga hur randvillkoren kommer in i variationspro-
blemet. Ange ocksi regularitetskrav pa ingdende funktioner. (2p)

b: Finit—elementformulera problemet med testfunktioner (viktsfunktioner) enligt Galerkin. (1p)

Loésning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera éver
intervallet

L L
d du )
J'VE\—[EA ] = [vbdx
0 0
Partialintegration av vinsterledet ger
L L
jEAd‘ A = [vbdx+v (L)[EAd”J v(O)[EAd”}
d = dxlx=0
0

I den forsta randtermen kan vi sitta in randvillkoret vid x = L, men % ar obekant vid x = 0 sa

vi begrinsar vara val av testfunktioner till de som uppfyller v(0) = 0. Funktionerna maste vidare
vara kvadratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbar forstaderivata. Om vi definierar

L

V=<v:v0)=0 J.(vz + (d‘) )dx< 0
dx
0
L L
S& kan variationsproblemet skrivas: Hitta u € V sa att J‘EAil‘—@ dxt+ kv(L)u(L) = Ivbdx + Pv(L)
0 0

Vve V.

Losning 1b: Approximera u med en linedrkombination av basfunktioner:
u=u, =y Nix)a; = Na, dar N = [Nl (%) Ny(x) ... Nn(x)] ar en radvektor med basfunktionerna
i

T
ocha = [a a’;l innehaller nodvariablerna. Inséttning i variationsproblemet ger

1 9o ---
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L L
dv dN

J'EA——— dx+ kv(L)N(L) |a — jvbdx—Pv(L) =0
dxdx
0 0
Testfunktionerna viljs nu som basfunktionerna v = Ny, N,, ..., N, , dvs Galerkins metod, vilket ger

n ekvationer som kan anvindas for att berikna nodvariablerna a ; detta ar ekvivalent med att

satta v = cTNT, dér ¢ 4ar godtycklig. Insdttning ger

L L
T
e’ fEA(d_ N e kNT(LIN(L) |a - jNdex—PNT(L) =0
dx/ dx
0 0

For att denna likhet ska vara uppfylld for godtyckligt vald vektor ¢, s méaste uttrycket innanfor

klammer—parentesen vara en nollvektor; med beteckningen B = %:’ har vi alltsa
L L
[EAB"Bdx+ kN"(L)N(L) |a = [N"bdx+PN'(L)
0 0

2

Figuren visar ett 2D elasticitetsproblem vars

16sning man vill approximera med en konform 6, = 0,5MPa T 7\
finit— elementmetod. Antag att man utgar fran
en ganska grov diskretisering med linedra 3—
nods element och anvinder en adaptiv A-metod
for att approximera lgsningen.

1m/3

E = 196 GPa
v = 0.31 >

Plan spinning

a: Redogér for vad som menas med adaptivitet
och forklara vad A-metod betyder. (2p)

Im/3

b: I vilket eller vilka omraden férvantar du dig
att ett adaptivt FE—programmet ska gene-
rera de till storleken minsta elementen?
Motivera svaret. (1p)

24

AN

Im/3 N

¢: En konform FE-diskretisering av problemet
leder till ekvationssystemet Ka = f, dar

AN

1m/3 1m/3 1m/3

styvhetsmatrisen K dr symmetrisk och posi-
tivt definit. Visa att lésningen a = K_lf
minimerar den potentiella energin I1(v) = %VTKV - va, d v s visa att I1(a) <I1(v), med
I1(a) = TI(v) endast om a=v. (2p)
Losning 2a: Ett adaptivt FE—program uppskattar diskretiseringsfelets storlek. Om felet ar stérre
#n nagon angiven tolerans, dndrar programmet FE—diskretiseringen; med % —metod menas att fler

(till storleken mindre) element anviinds. Processen fortgar till dess att den 6nskade noggrannhe-
ten uppnatts.
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Losning 2b: Med en adaptiv & —metod forviantar man sig de till storleken

minsta elementen i omraden dér forstaderivatorna i 16sningen varierar som )
mest (d.v.s 1 omraden dir andraderivator dr stora). I ett elasticitetsproblem

far man singulédra punkter — déir spdnningarna (forstaderivator) dndras ()
snabbt éver korta strackor — vid t.ex indtvinda horn, och vid abrupta for-

andringar i randvillkor. I det givna problemet finns 5 sddana punkter, som OO

visas i figuren hir brevid.

Losning 2¢: Lat a vara lésningen till ekvationssystemet Ka = f sa att
potentiella energin i FE—approximationen blir I1(a) = %aTKa - an . Betrakta nu en godtycklig

vektor v ochldt w = v—a. Vi har da

M(y) = T(w +a) = %(w+a)TK(w +ra)y-(w+a)'f =

T T i T
= %a Ka+%a Kw+%w Ka+%w Kw—wa—anz

T T . 1T T
= {a Kw=w Katy Kirsym.} = H(a)+§w Kw+w (Ka-f) =
1 T
= {Ka=f sé’tKa—f:O}:I"[(a)+§w Kw

Men w Kw >0 (for w#0), ty K ar positivt definit; alltsa géller I1(v) >I1(a) med likhet endast da

w=0,dvsdav =a.

3

Betrakta ett kvadratiskt membran med kantlidngden 2L som i z-led belastas med en jamnt forde-

lad last g (konstant). Om membranet &r forspint med S (kraft/lingd) sa ges utbojningen i z -led
av lésningen till randvéardesproblemet

—div(Vw) = g iQ

w=20 pa Fg

a: Genom att utnyttja symmetrin i problemet, racker det med att
betrakta 1/8—del av omradet. Formulera randvirdesproblemet sa att y
symmetrin beaktas pa detta sétt. (1p)

b: Anvind Green—Gauss teorem, d v s I

.f‘lf divig)dQ = (j.\qundF— J (Vy)'gdQ  (dér v ér en skalar IV

Q r Q L : X

funktion, ¢ en vektorvird funktion och n en utatriktad enhetsnor-

mal till Q, o), for att hiirleda problemets variationsformuleringen.

Regularitetskrav pa inblandade funktioner ska anges. Det ska ocksa klart framga hur randvill-
koren beaktas i variationsproblemet. (2p)

c: Finit—elementformulera problemet med test—(vikts—)funktioner enligt Galerkins metod. Visa

B® — matrisens utseende for ett element med N, basfunktioner. (2p)
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d: Betrakta ett 3-nodselement for att approximera lésningen till

problemet. Om nodkoordinaterna betecknas (x; y,), i = 1,2, 3, y (%5 ¥5)
sa ges basfunktionerna av (X3 ¥3)
1
NT(X’ y) = ﬂ[xz.% =X3Y5 + (¥ = ¥3)x + (X3 = x5)y] (xpyy)

1
N3, y) = 5zlxgyy —xp3 + (3= ypx + (1 = x3)y]

1
N3(x,y) = ﬁ[xlh“xzh + (= yp)x + (x—xp)yl

dar A = %(-’Cl)’z +X,)3 +X3Y| —X Y3 — X, —X3),) &r elementets area. Visa hur uttrycken for bas-

funktionerna Nle (x,y) kan tas fram med C —-matrismetoden. Du behéver inte explicit invertera

matrisen C. (2p)
e: Visa att elementet ar komplett. (2p)
f: Antagatt Q, ; diskretiseras med ett enda 3-nodselement. Visa att

detta leder till ekvationen Ka = f ,med K = [1 /2], a= [al:l och

7= |y @

Losning 3a: Normalderivatan méaste vara noll utmed symmetririn-
derna. Randvirdesproblemet blir alltsa

—div(Vw) = inQ, ¢ I,

q
S r
w=20 on Fg

T
(Vw) mn =20 on Iy

dar n ar en utatriktad enhetsnormal till randen.

Losning 3b: Multiplicera bada sidor av differentialekvationen med en testfunktion v = v(x, y)

och integrera éver omradet: — J-v div(Vw)dQ = I v%dﬂ . Anvind Green—Gauss sats pa vinster-
Q5 Q5
ledet: J‘ W )T(Vw)dQ = J. v%dQ + 4v(Vw)Tnd1“. Betrakta nu randintegralen; villkoret pa T',
(o B Q4 r
séger att integranden hir &r noll, men vi vet inget om virdet pa (V w)Tn pa Fg . Eftersom det ar
nodvandigt att kunna berdkna randintegralen, viljer vi bara testfunktioner sddana att v = 0 pa

T, . Alltsd, va(Vw)TndI" = jv(vw)Tndn J'v(vw)Tndr - JO-(VW)TndT+ v-0dT = 0
I

r r, r, s T,
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For att integralerna ska existera, krivs att alla funktioner &r tillrackligt reguljara:

j V2 dQ < oo j (Vv)T(Vv)dQ < oo, Lat V beteckna rummet av alla funktioner som uppfyller

Ql/ 8 QI/S
regularitetskarvet och som uppfyller villkoret v = 0 pa r,. Variationsproblemet kan da skrivas

Sok we V sa att j W) (Vw)dQ = J' v%dﬂ Yve V
Ql/g QI/X

Losning 3c: Approximera den obekanta funktionen med en linedrkombination av valda basfunk-

T
tioner N;(x,y): w=w, = ZN,-ai = Na (N = [Nl N, :I , a= [al a, ] ) och sétt in denna i
i
variationsproblemet. VAlj sedan testfunktioner v enligt Galerkins metod, d.v.s som basfunktio-
nerna i tur och ordning; variationsproblemet kommer didrmed att vara satisfierat for varje lineér-

kombination av basfunktioner. Om vi definierar FE-rummet V, som rummet av alla funktioner

som kan skrivas som en lineirkombination av basfunktionerna, s kan FE—formuleringen enligt
Galerkin skrivas:

Sok wye V sdatt [ (W) (Vwpaa = [+vlaa  wew,
QI/X QI/S

Om de N, basfunktioner som é&r skilda fran noll p4 ett element samlas i en radvektor

T
N® = [N? va il , och motsvarande nodvariabler i en kolumnvektor a° = {ai afv:l , sa blir

¢

approximationen pé elementet w, = N .Viharda Vw, = V(N°a®) = (VN%)a® = B%a®, dar

alltsa

Losning 3d: Vi har en linedr ansatts pa elementet: w;, = o, + a,,x + a3y . Vi vill uttrycka denna
3
som en linedrkombination av basfunktioner, d.v.s w, = > a:?Nie , dar Nl.e antar viardet 1 inod i
i=1
3
och virdet 0 i8vriga noder. Vi har allts o; + oyx+ 03y = 3’ a?N [e . Om vi sétter in koordinaten
i=1

(x1,y;) for nod 1 fis ekvationen o, + o,x; + 03y, = a? ; pA samma sétt fas en ekvation for var och

1 x; yq| |0y a;
en av de andra 2 nodekoordinaterna. De 3 ekvationerna kan skrivas |1 x, y,||0,| = a eller
1 x5 y5| |0
3 73] (%3 as
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Co = a°. Alltsa fas o = € 'a®. Vi har wy = [1 x y|o = N°a® som da ger [] Xy Cc'a = N%".

Basfunktionerna fas alltsa som N° = I:l ¥ ‘Z|C_1

Lésning 3e: Elementet dr komplett om det gar att vilja nodvariabelviarden a? sa att ansattsen
3
wp =y a?N l.e pé elementet blir en konstant, samt vélja vdrden sé att gradienten Vw, blir kon-
i=1

stant. Det senare villkoret dr trivialt uppfyllt eftersom de lineéra basfunktionerna har konstanta

gradienter: VN? = {(yz =73 , etc. For att visa att det forsta villkoret dr uppfyllt viljer vi nodvari-
(x3—x,)
ablerna till en och samma godtyckliga konstant ¢ — vi har da

c c
wy = c(Ni+N§_+N§) = ﬁ(xzy3—x3y2+x3y1 —XY3 F XYy —Xp¥) = ﬂZA =c

Losning 3f: Fran FE—formuleringen har vi att J. W )T(VN)an = v%dQ med v = N, ;valen
QI/S Ql/%
v = N, och v = N, &r inte gilltiga eftersom N, och N; inte satisfierar villkoret pa I"g . Det visent-

liga randvillkoret kréver ocksé att a, = ay = 0, sd vi far bara kvar

-]
[ v aga, = [ v dq. Trivialt finner viatt VN, = | T, s4 vi har

Q1/8 Ql/x 0
5

— I dQa, = g- J' N,dQ. Integralen i vinsterledet &r storleken pa omradet, d.v.s %—, och integra-

12
Ql/?ﬂ Q[/X
L’ 1
len i hogerledet ér volymen av en tetraeder med basytan Q, o och hgjden 1: 53 Alltsa fas slut-
2
. ay gL
].lgen —2— = ﬁ .
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