Institutionen for teknisk mekanik, Chalmers tekniska hogskola

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD (M3) — MHA 021

28 AUGUSTI 2002
Tid och plats: 14143 _ 1813 § M-huset
Hjalpmedel: Ordbdcker, lexikon och typgodkénd riknare.
Lérare: Peter Moller, tel (772) 1505
Losningar: Anslas pa anslagstavlan vid ingangen till institutionens lokaler 29/8. Se dven

kursens www-sidor.

Betygsittning: En fullstindig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poéng enligt vad som
anges pa uppgiftslappen. Smirre fel leder till podngavdrag. Ofullstindig 16s-
ning (svar pa stéllt problem saknas) eller omfattande fel ger inte nagot podng.
Maximal poing ar 20. Det krivs 8 poédng for betyg 3; 12 poiéng ger betyg 4;
for betyg 5 krévs 16 poing. Observera att ovanstaende ir betygssattning
pa enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom godkinda
inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 9/9 pa samma stélle som I9sningarna. Resultaten siands till
betygsexpeditionen senast 11/9 — for kursdeltagare som inte har alla
inlamningsuppgifter godkinda vid detta tillfdlle inrapporteras betyget U
(underkand).

Granskning: 10/9 1320 _ 159§ hallfasthetslabbet.

Ténk pa:

o Skriv sé att den som ska ritta, kan ldsa och forstd hur du tdnker. Den som rittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen
skrivs har betydelse vid podngsittningen.

» Forklara/definiera inforda beteckningar.

» Rita tydliga figurer. Ange i férekommande fall vad som ir positiva/negativa riktingar
(pa t.ex forskjutningar och krafter).

* Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och

forklara dessa.
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1

Betrakta randvirdesproblemet

drl,du du
—a[kﬁ]ﬁ'l{ta = 0 0<.X<L

u(0) = u, u(L)y =0

ddr k>0, v, #0 och uy#0 dr givna konstanter.

a: Variations— och FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkin; (observera att

andra termen i differentialekvationen inte ska partialintegreras). (3p)

b: Antag att man diskretiserar problemet med linedra element och betrakta ett element med

noder vid x = x; samt x = x;, [,dirO<x;<x; | < L . Visa att elementstyvhetsmatrisen

V..
blir K° = %{11 ‘ﬂ +§"ﬁ ﬂ,d'ar h=x,,—x.(2p)

2

T
Den svaga formen av ett plant elasticitetsproblem ar: Bestim u = |:”x- u;[ Ju,u €V, sdatt

[ey0d0 = fp'tar  WveV
Q r

om tjockleken ¢ ir konstant och det inte finns nagra volymslaster; i formuleringen dr Q det

T
omrade pa vilket problemet dr formulerat, ¢ = [;\_ [;| dr tractionvektorn pa randen I,

T
o = |:0-.).‘ o, Tﬂ] = De ir spanningsvektorn, D en symmetrisk och positivt definit matris

T &
som ges av konstitutiva data, samt € = [gx_ €, y‘_‘] = Vu, dir operatorn ges av
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~ T
Vidare har vi anviint €, for att beteckna Vv, didr v = [v\_ v\] ar en vektor med testfunk-

tioner.

a: Ange de randvillkor som giller for problemet som illustreras i y 4\

figuren. (1p)

b: Ange vilka krav som funktionerna i rummet V maste uppfylla.
Finit—elementformulera problemet med testfunktioner enligt
Galerkin — det ska klart framga hur randvillkoren for problemet i

figuren pdverkar FE-formuleringen. Vilka krav méste stillas pa

basfunktionerna for att FE-metoden ska vara konform? (2p) V7
o =mn/4

c: Antag att 8—nods Serendipityelement anvints for att approximera losningen till det illustre-

rade problemet, sd att vi har en approximation u,, till det obekanta forskjutningsfiltet u .

Visa att felet e = u —u,, ir energiortogonalt mot FE-rummet V, (d v s visa Galerkin—orto-

gonalitet: a(e,v) = 0 Vv,e V,, dira(e,v) = J‘S‘T,G(,a’Q med €, enligt ovan och
Q

6, = DVe). (2p)

3

En tunn dubbelsymmetrisk platbit har ett par kantsprickor (inre 6pp- o

ningsvinklar 27 ) och utsiitts for dragning i y-led enligt figuren. Man

onskar berikna spinningstillstandet i komponenten genom att 1osa

elasticitetsekvationerna med finit—elementmetod. Plant spanningstill-
stand antas och materialets elasticitetsmodul éir E och Poissons tal dr ’ X

v. Detaljens tjocklek &r konstant och betecknas 7.

a: Skissa ett limpligt elementnit for den 6nskade spanningsberik-

ningen. Anvind nagot eller nagra 10—tal element och beskriv med

nagon rad text varfor du konstruerat elementnétet som du gjort. S
Samtliga randvillkor pa samtliga del-rinder av den analyserade D

biten ska ocksé framgé av 16sningen. (3p)
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: Spinningsintensitetsfaktorn dr proportionell mot sprickdppningen

d(r) och omvint proportionell mot Jr, dir r ér avstandet fran

sprickspetsen: K; ~ . Genom att approximera d(r) med nod-
p P | p

d(r)
7

forskjutningarna enligt FE-beridkningen, kan man fi en uppskatt-

ning av K. Vilket ir troligast: att det uppskattade virdet pa K| ér

hogre eller ligre in ett analytiskt beridknat virde? Svaret ska motiveras! (1p)

: Basfunktionerna for ett bi-lineért element ges av

Ny = JA-B)(-m) NS = (1+E)(1-m)

N3:L—11(1+§)(1+n) NZ:A—IL(I—Q)(1+T1)

€ €

ON; :
i ett lokalt koordinatsystem (§,m). Visa (hirled) hur derivatorna 5;' och =— ' beriiknas da

ay
avbildningen x = x(&, M),y = y(§ n) dr isoparametrisk. (2p)
- Beriikna, som funktion av ‘liges—parametern’ «, determinanten av avbildningens jacobian,
for det isoparametriskt avbildade elementet i figuren nedan. For vilka virden pé a dr avbild-

ningen entydig? (2p)

: Hur manga Gauss—punkter krivs for att exakt berdkna styvhetsmatrisen for ett rektangu-
lirt bilinedrt element for elasticitetsproblemet? Hur manga Gauss—punkter krivs vid en all-

min isoparametrisk avbildning av elementet? (2p)

y
1_
(x,y) = (a,a)
X
4 |1
1 2
(— 1 ¥ 1)
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Institutionen fér teknisk mekanik, Chalmers tekniska hégskola

TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD (M3) — MHA 021
28 AUGUSTI 2002

Tid och plats: 1415 — 1815 { M—huset

Hjéalpmedel: Ordbacker, lexikon och typgodkédnd riknare.

Larare: Peter Moller, tel (772) 1505 ‘

Losningar: Anslas pa anslagstavlan vid ingangen till institutionens lokaler 29/8. Se dven

kursens www-—sidor.

Betygséttning: En fullstindig och korrekt 16sning pa en uppgift ger podng enligt vad som
anges pa uppgiftslappen. Smirre fel leder till podngavdrag. Ofullstéindig 16s-
ning (svar pa stillt problem saknas) eller omfattande fel ger inte ndgot poéng.
Maximal podng dr 20. Det kridvs 8 podng for betyg 3; 12 poing ger betyg 4;
for betyg 5 krivs 16 poiing. Observera att ovanstaende ir betygsséttning

pa enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom godkénda

inﬁllningsuppgifter.
Resultatlista: t 9/9 pa samma stille som 16sningarna. Resultaten sénds till
t 11/9 — for kursdeltagare som inte har alla
d detta tillfille inrapporteras betyget U
(underkind).
Granskning: 10/9 13% — 159§ hifasth .@»4 Q]"
Ténk pa:

e Skriv sa att den som ska ritta, kan ldsa och forsta hur du tinker. Den som rittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen
skrivs har betydelse vid podngsittningen.

» Forklara/definiera inforda beteckningar.

 Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som ir positiva/negativa riktingar
(pa t.ex forskjutningar och krafter).

e Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och

forklara dessa.
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1

Betrakta randvirdesproblemet

dr[,du du
—'d—-x—[ka:l'i“vxa—o O<x<L

u(0) = u, u(L) = 0

dir k>0, v #0 och uy# 0 &r givna konstanter.

a: Variations— och FE—formulera problemet med testfunktioner enligt Galerkin; (observera att

andra termen i differentialekvationen inte ska partialintegreras). (3p)

b: Antag att man diskretiserar problemet med lineédra element och betrakta ett element med

noder vid x = x; samt x = x;,;,ddr 0 <x;<x;,; <L. Visa att elementstyvhetsmatrisen

14
blir K = ;—‘{11 ‘j +§"[‘i ﬂ,dérh = X1 =% (2p)

Losning 1a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(x) och integrera over

L
intervallet 0 < x < L: —J.(vg;[k%}—v vx%)dx = 0. Partialintegrera forsta termen:
0

L

dvdu du du*
J (kdxdx * "xvﬁ)dx - likv—]o
0

Eftersom Z—u inte ges av randvillkoren, maste vi vilja testfunktioner som uppfyller homogena
X

viisentliga randvillkor, sé att randtermen blir bestimd. Testfunktionerna maste vidare vara kva-

dratiskt integrerbara och ha kvadratiskt integrerbara forstaderivator; 14t V, beteckna rummet

av alla sadana funktioner, d v s

L L
Vo= {v(x): v(0) = v(L) =0 fvzdx<w J(%)zdx<w}
0 0
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Lat vidare V vara rummet av alla funktioner som uppfyller givna vésentliga randvillkor, som

ar kvadratiskt integrerbara och har kvadratiskt integrerbara forstaderivator, d v s

L

V= {v(x): v(0) = upv(L) =0 [Vdx<e j(;";) dx<c><>}

0

Den obekanta funktionen « tillh6r uppenbarligen V. Vi far da variationsformuleringen:

dvdu

L
du
xdxd +vavadx =0 VYveV,.

Bestim u € V sa att Jk

For att FE—formulera approximerar vi # med en linedrkombination av basfunktioner N;(x):

u=u, = Za N, Lat vidare V, vara rummet av alla funktioner som kan skrivas som en line-

i

irkombination av de basfunktioner som dr noll vid x = 0O:
V= {v: v(x) = Y v;Ny(x) v, = 0 om N,.(O);to}

FE—-formuleringen kan nu skrivas: Bestim u, = ZaiN ;» med nodvariabler a; si att
i

dy duy, du
uh(O)—uO,saattjk dx+j ‘dxdx:o Vve V,.
0
Losning 1b: Fran figuren 6ver elementet ser vi omedel- N N,
i 1+
dN, _1 dN; 1 1
bartatt —' = —, —'*1 = 2 och 1
WL T h @ n X
l =
Xi+1 Xir1 1 3 i h it 1
J' N;dx = j N;,dx = l-hi = i.Péelementet A+ A+
X; X;
a.
har vi approximationen u=u, = a;N;+a; |N;, | = [Nl. Ni+1:| ‘o= [Ni Nl.+]]a,
a

i+1

som vi sétter in i FE—formuleringens vinsterled:

—3—
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dx\ 7y dx ax dx

Xit] ’Cr+l Xiv1 Xiw1
fkdv dN; sz+1dx+jvde szdea J-kdv —lldx+va 11dxa
‘ . h h

l

; dessa val samlas i en

Vi viiljer nu testfunktioner enligt Galerkin,dvs v = N, ochv = N ivls

kolumnvektor och sitts in i FE—formuleringens vinsterled. Vi far da:

. 11 1 -1 -l
Xiv1| = 5 i+ = 3
k| hl:__llex=khh [dx =k Hlp= k1 -1
S 1Lk h -1 1] -1 1 Rl
h 7 K n R

Andra termen blir:
X:

. h
Xi Xisl
N. N; 9 Ve
v, J. ! [—_1 l}dx =V, J. ! a'){—_1 lJ =V, 2 l:i 1= -1l . Sammanta-
N, |Lh &K Nt Lhnrl SafLh B 2-11]
2

X;

1%
getalltsﬁ:Ke = ki1 -1 g2 -11
hlo1 1] 2|-11
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2

T
Den svaga formen av ett plant elasticitetsproblem ér: Bestim u = [“x u):l Uy Uy € V, sa att

[eyodQ = fp'tar  Wvev
r

om tjockleken ¢ #r konstant och det inte finns ndgra volymslaster; i formuleringen &r € det

T
omréde pa vilket problemet ér formulerat, ¢ = |:tx zy:l dr tractionvektorn pa randen I,
T .. e . . ., . . .
g = [o c Tx\;| = De ir spanningsvektorn, D en symmetrisk och positivt definit matris

T &
som ges av konstitutiva data, samt € = [gx €, Y.n;| = Vu, dér operatorn ges av

0
v - |ox
0

Q’lQJ&JIQJ

0
i
dy

= T
Vidare har vi anvint €, for att beteckna Vv, dirv = v, v)] ar en vektor med testfunk-

1

tioner.

a: Ange de randvillkor som géller for problemet som illustreras i y 4\

figuren. (1p)

b: Ange vilka krav som funktionerna i rummet V mdéste uppfylla.
Finit—elementformulera problemet med testfunktioner enligt
Galerkin — det ska klart framga hur randvillkoren for problemet 1

figuren paverkar FE-formuleringen. Vilka krav méste stillas pd

basfunktionerna for att FE-metoden ska vara konform? (2p) /)
o =T7/4

c: Antag att 8-nods Serendipityelement anvints for att approximera losningen till det illustre-

rade problemet, sa att vi har en approximation u, till det obekanta forskjutningsféltet u .

Visa att felet e = u —u,, dr energiortogonalt mot FE-rummet V, (d v s visa Galerkin—orto-
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gonalitet: a(e,v) = 0 Vv, e V,, dir a(e,v) = J‘ejcsedﬂ med €, enligt ovan och
Q

6, = DVe). (2p)

Losning 2a: Problemet beskrivs av 2 st andra ordningens differential- s
ekvationer = det behdvs 2 randvillkor pa varje del av randen.
Med referens till beteckningarna i figuren hér brevid, har vi pa delran- "2
den I'; de viésentliga villkoren:
X
{ux = 0 r—
u, = 0

t, =0

P& I', har vi homogena naturliga randvillkor:{ ‘ i

medan tractionvektorns komponenter pa Iyare, = t, = oo/ ﬁ (t, = O, + TNy,
t, = T.n_+0_n,),savihar det inhomogena naturliga randvillkoren: .
¥ xy'tx Yy

t, = 0o/ J2

Losning 2b: Funktionerna i V uppfyller visentliga randvillkor, dr kvadratiskt integrerbara och

har kvadratiskt integrerbara forstaderivator.

T
For att {4 FE—formuleringen approximerar vi forst u = u, = [uhx ”hy:| = Na, dir

N, O N, O ..Ny O
0N, ON,.. 0Ny

N = ar en matris med basfunktioner och

T
a = |:”x1 Uy Upg Uy o Uy ”yN} dr en vektor med nodvariabler. Lt V, vara rummet av

alla funktioner som kan skrivas som en linedrkombination av de valda basfunktionerna N, .

FE-metoden #r konform om basfunktionerna viljs ur V (d v.s man harda V, c V).
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Vi viljer nu testfunktioner enligt Galerkin: v = Ny , 0 s ab Y ey ; .
0| |N 0 Ny

Betrakta nu randintegralen i hogerledet: vi har att v = 0 pa I'; (dven i FE-formuleringen om

metoden dr konform), £ = 0 pd ', samt ¢ = |:| pa I';. Vi har alltsa:

NG

ithd A/_ J

(v, +V, dr

Med g, = Vv och 6 = D(@u) = D(&uh) blir alltsa FE—formuleringen: Bestim
T o
u, = I:uhx “hv:l s Uy Upy € Vi, sdatt

- T - (50
[(V») D(Vu)d@ = = [(v,+v)dl Vv v eV,
2 ﬁr; ] )

~ T ~
Losning 2c: Med inforda beteckningar har vi a(u, v) = J(Vv) DVudQ = ISIGdQ och
Q

det inses trivialt att a(., .) &r lineédr i bAda argumenten eftersom operatorn V ir lineér. Ekvatio-

nen i variationsformuleringen kan da skrivas

a(u,v)=ﬁ (v, +v,)dl Yv,v, eV (1)
ﬁ x y Xy
I

i enlighet med uppgiftstexten och 16sningen till uppgift b. Vidare kan ekvationen 1 FE—formu-

leringen skrivas

0
a(uy,v) = — | (v, +v,)dl’ Yv,v,eV (2)
h ﬁf‘; b y x 7y h
Om vi nu subtraherar ekv (2) fran ekv (1) far vi a(u, v) —a(u,,v) = 0 Vv, v, € Vi

eftersom a(., .) dr linedr i forsta argumentet har vi att a(u, v) —a(u,,v) = a(u—u,v), dir

u—u, = e irfelet. Sdledes: a(e,v) = 0 Vv, v, € Vy,» vilket skulle visas.
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3

En tunn dubbelsymmetrisk platbit har ett par kantsprickor (inre 6pp-

ningsvinklar 27t ) och utsitts for dragning i y—led enligt figuren. Man

onskar berzkna spdnningstillstindet i komponenten genom att 16sa

elasticitetsekvationerna med finit—elementmetod. Plant spdnningstill-

stand antas och materialets elasticitetsmodul dr E och Poissons tal ar

V.

Detaljens tjocklek dr konstant och betecknas ¢.

Skissa ett lampligt elementnit for den dnskade spanningsberik-
ningen. Anvind ndgot eller nagra 10—tal element och beskriv med
nagon rad text varfor du konstruerat elementnitet som du gjort.
Samtliga randvillkor pa samtliga del-ridnder av den analyserade

biten ska ocksa framgd av 16sningen. (3p)

: Spanningsintensitetsfaktorn &r proportionell mot sprickoppningen

d(r) och omvint proportionell mot J; , ddr r ar avstandet fran

d(r)

sprickspetsen: K; ~ —==. Genom att approximera d(r) med nod-
p I
-

forskjutningarna enligt FE-berikningen, kan man fa en uppskatt-

ning av K. Vilket ir troligast: att det uppskattade vérdet pd K &r

GOO
%4
-
d(r)

hogre eller ldgre dn ett analytiskt berdknat virde? Svaret ska motiveras! (1p)

Losning 3a: Utnyttja symmetrin och

0
diskretisera 1/4—del av skivan, sa att u, =0 t = l:c J
béista mojliga approximation kan fas for 7, _ K\

ett givet antal frihetsgrader. Element-
storleken gors mindre kring sprickspet-
sen, eftersom man har en spidnnings-
koncentration (singulariteten i exakta

16sningen) hiir. § = O}

Randvillkor: Problemet beskrivs av 2

stycken 2a ordningens differentialekva-

tioner, sa det krdvs 2 villkor pd varje del

8
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avranden. Lit t, = n 0 _+ n,0, och t, = n.0,,+n,0, beteckna komponenterna av trac-
tionvektorn (kraft/yta). P4 de fria obelastade rinderna giller att normalspénningen (o, eller
Gy) och tangentialspdnningen (hir lika med ny) dr noll, sa man far villkoren ¢ = 0. P4 den
belastade randen giller 6, = 6., 06,, = 0,1, = 0 och n, = 1,sdhirfas ¢, = 0 samt

t, = O,. P4 symmetrirdnderna giller att férskjutningen vinkelritt mot randen ska vara noll
samt att skjuvspdnningen lidngs randen ska vara noll; detta leder till de villkor som anges i figu-

ren.

Losning 3b: En konform FE-modell ér styvare én det kontinuerliga problemet, si de berik-

nade forskjutningarna blir ‘i genomsnitt’ for sma. Man maste dé forvinta sig att sprickopp-
ningen d(r) enligt FE-16sningen blir underskattad, vilket leder till ett for 13gt virde pa

spanningsintensitetsfaktorn.

4

a: Basfunktionerna for ett bi-lineért element ges av

1 1
Ny =30-890-m) Ny = (1+&)(1-m)
€ 1 € 1
N3 = 7(1+8)(1+M) Ny = 2(1-8)(1+m)
¢ NS
i ett lokalt koordinatsystem (§,1) . Visa (hirled) hur derivatorna a' och 5’ beriknas da

avbildningen x = x(§,m), y = y(&,m) ir isoparametrisk. (2p)
b: Beridkna, som funktion av ‘liges—parametern’ @, determinanten av avbildningens jacobian,

for det isoparametriskt avbildade elementet i figuren nedan. For vilka virden pa a ir avbild-

ningen entydig? (2p)
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c¢: Hur minga Gauss—punkter krivs for att exakt berdkna styvhetsmatrisen for ett rektangu-

lart bilineért element for elasticitetsproblemet? Hur ménga Gauss—punkter krivs vid en all-

mén isoparametrisk avbildning av elementet? (2p)

y
1_
x = x(€,M) (x.y) = (a,a)
, AN
n ] y(& )
4 "3 , —Il *
g
1 2
(-1-1)
Losning 4a:
ON; _ax N; gy ON; (BN:? 3 3
oE ox dy A 3E JF
Anvind kedjeregeln: ; 8§ * ag 4 =J dx dirda J = dg 9§ (1 Otto-
ON; _ 3x ON; gy ON; NS ox dy
m Camax Tmdy | |ay on on

sen&Petersson kallad J 4 ). De sokta derivatorna fas sedan som

Komponenterna i J beridknas enkelt genom

8&

koordinaten for nod i pa elementet.

&ZN

€

N, . ,
;xix , ete; (x;, y;) ar

Losning 4b: Numrera noderna moturs; om vi borjar med noden i origo, fas (x1,¥1) = (0,0),

(x,¥2) = (1,0), (x3,¥3) = (a,a),och (x4, y,) = (0,1). Man far da

— 10—
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ax_3N3 aNg_l ox 1
3% "3 +a§—&— = Z(l—n+a+an) o Z(—1—§+a+a§)

dy _ 1. _ dy _1.,_
$_4( l-n+a+an) %—4(1 E+a+ab)

dxdy oxdy _ 1

varvid detJ =a§—an—m = §(2a—§—n+a§+an).

Avbildningen dr entydig om J idr inverterbar, dvs. om detJ # 0 inom elementet. Detta ir
uppenbarligen fallet om a ir tillrickligt stort; koordinaterna & och 1 kan ju bara variera mel-
lan —1 och 1. D& a minskar, blir detJ noll vid (x, y) = (a, a) forst — dvs. vid

(§,n) = (1, 1) med vart val av nodnumrering.
detJ(1,1)>0=>2a-1-1 +a+a>0:>a>%

Alltsa: avbildningen &r entydig endast om a > % ’

Losning d4¢: For att berdkna styvhetsmatrisen till ett rektangulirt bilineirt element, maste man
integrera produkter av forstaderivator till basfunktionerna. Fostaderivatorna ir lineéra i en

koordinat och konstant i den andra, sa kvadratiska polynom ska integreras. Det krivs allts&

2 X 2 Gausspunkter for exakt integration.

Vid en isoparametrisk avbildning, integrerar vi dver ett moderelement. For att beriikna deriva-
torna med avseende pa de verkliga koordinaterna, maste man da stilla upp och invertera en

Jacobian (se 16sningen till uppgift a ovan) — detta involverar att vi dividerar med Jacobianens
determinant som, vid en allmén avbildning blir ett polynom (se 16sningen till uppgift b ovan).
For att stdlla upp elementstyvhetsmatrisen maste vi alltsd integrera rationella funktioner, vilket

inte kan goras exakt med Gausskvadratur.
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Institutionen fér teknisk mekanik, Chalmers tekniska hégskola

TENTAMEN I FINIT ELEMENTMETOD (M3) — MHA 021
14 MARS 2002

Tid och plats: 843 _ 1243 | M-huset

Hjilpmedel: Ordbécker, lexikon och typgodkind riknare.

Lirare: Peter Moller, tel (772) 1505

Losningar: Anslas pa anslagstavlan vid ingangen till institutionens lokaler senast 15/3. Se

dven kursens www—sidor pa http://www.am.chalmers.se/sve/valkommen.htm]
— f6lj linken Utbildning/Grundutbildning.

Betygsittning: En fullstidndig och korrekt 16sning pa en uppgift ger poing enligt vad som
anges pd uppgiftslappen. Smirre fel leder till podngavdrag. Ofullstindig 16s-
ning (svar pd stillt problem saknas) eller omfattande fel ger inte nigot poiing.
Maximal poing ir 20. Det krivs 8 poing for betyg 3; 12 poiing ger betyg 4;
for betyg 5 krivs 16 poing. Observera att ovanstaende ir betygssittning
pa enbart tentamen; for go.dkéind examination krivs dessutom godkinda
inlimningsuppgifter.

Resultatlista: Anslas senast 21/3 pa samma stille som ldsningarna. Resultaten sinds till
betygsexpeditionen senast 28/3 — for kursdeltagare som inte har alla
inlimningsuppgifter godkinda vid detta tillfille inrapporteras betyget U
(underkand).

Granskning: 22/3 102 — 119§ hallfasthetslabbet.

Téank pa:

» Skriv si att den som ska ritta, kan lidsa och forsta hur du tinker. Den som rittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen
skrivs har betydelse vid poédngsittningen.

* Forklara/definiera inférda beteckningar.

* Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som &r positiva/negativa riktingar
(pa t.ex forskjutningar och krafter).

* Gor du antaganden utover de som anges i uppgiftstexten, sé ange detta explicit och

forklara dessa.
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1

Betrakta ett tjockvéggigt ror med radien b och halets radie a. Om P
y

roret dr belastat med ett inre tryck p; och ett yttre tryck Py och om §
2a

%>

plant spanningstillstand antas, sa kan den radiella forskjutningen u

beriknas genom att 16sa randvérdesproblemet
‘ 2b

drld

dr[rdr[ u]:|= 0
c,.(a) = —-p;
c,(b) = -

Nir u dr kéind, kan radiella och tangentiella spidnningar beridknas som

o = E (@+VE) S E (u+ du)
r—l—Vz dr r (p—l— dr

a: Lat v = v(r) varaen testfunktion (viktsfunktion) och visa att den svaga formen av randvir-

desproblemet kan skrivas

b

E l1d
I_Vzl;d—[vr] —[urldr - +V[v(b)u(b)—v(a)u(a)]: )

= av(a)p; - bv(b)p),

b: Antag att problemet FE—diskretiseras med lineédra element sd att u = u, = N Ta? +N ;a; pa
ett element, samt att testfunktionerna viljs enligt Galerkin. Visa att elementstyvhetsmatri-

sen for ett element med nodkoordinater r . f och Fia blir

K =
(NS NS (aN®Y NSNS LdNS NS dNSANG
; \ar ”[ZEJ g N TR
= ZJ. ) , dr
RE L INSNS NS NS NSNS (VST LdNS  (dNS
R A R TN r[mj |

oma<rj<rj+]<b.(2p)
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c: Ge en fysikalisk forklaring till varfor styvhetsmatrisen K (for det givna randvirdesproble-

met) blir positivt definit, trots att det inte finns nagra visentliga randvillkor. (1p)

2

Betrakta randvirdesproblemet

2

Au=f iQcR
u=0 pé’lrg

(Vw)™n =k pAT,

2 2
dir A = —a—5+iz ar Laplace—operatorn ( Au = div(Vu) ), n en utatriktad normalvektor
dx~  dy
(|n] = 1) till omradet Q, samt f och A ir givna funktioner.

a: Anvind Gauss—Greens teorem, I vdivgdQ = §vandI‘ - J( Vv)quQ, for att variations-
Q r Q

formulera problemet. Det ska klart framgd hur randvillkoren kommer in i formuleringen.

Ange ocksa regularitetskrav pa de ingédende funktionerna. Finit—elementformulera sedan

problemet — visa speciellt B—matrisens utseende. (3p)

b: Vilka villkor miste FE—ansatsen uppfylla for att approximationen u, sikert ska konvergera

mot den exakta l6sningen u ? (1p)

c: Visa att styvhetsmatrisen K blir singuldr om de visentliga randvillkoren inte tas med i pro-

blemet ovan. (1p)
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3

En tunn dubbelsymmetrisk platbit har ett par kantsprickor (inre 6pp- c

ningsvinklar 27 ) och utsitts for dragning 1 y—led enligt figuren. Man

onskar berdkna spanningstillstindet i komponenten genom att 16sa

elasticitetsekvationerna med finit—elementmetod. Plant spidnningstill-

stand antas och materialets elasticitetsmodul dr E och Poissons tal dr H x

v . Detaljens tjocklek dr konstant och betecknas 7.

a: Skissa ett lampligt elementnét for den 6nskade spdnningsberak-

ningen. Anvind nagot eller nagra 10—tal element och beskriv med

nagon rad text varfor du konstruerat elementnétet som du gjort. O
Samtliga randvillkor pa samtliga del-rdnder av den analyserade B

biten ska ocksa framga av 16sningen. (3p)

b: Antag att det ekvationssystem Ka = f som FE-modellen ger upphov till, ska 16sas med en
direkt metod (d v s genom att faktorisera styvhetsmatrisen). Beskriv i ord hur nodvariab-

lerna bist bor numreras med hénsyn till beridkningsarbetet. (1p)

c: Spinningsintensitetsfaktorn dr proportionell mot sprickdppningen

d(r) och omvint proportionell mot /r, dir r ir avstandet fran o d(r)
. d(r) .
sprickspetsen: K; ~ —=. Genom att approximera d(r) med nod- P
r

forskjutningarna enligt FE-berikningen, kan man fa en uppskatt-

ning av K. Vilket &r troligast: att det uppskattade virdet pa K ar

hogre eller ldgre dn ett analytiskt beridknat virde? Svaret ska motiveras! (1p)
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4

Figuren visar ett 2D elasticitetsproblem vars 5, = 05 MPaT r
16sning man vill approximera med en kon-

form finit- elementmetod. Antag att man &
utgar fran en ganska grov diskretisering med E E = 196 GPa
linedra 3—nods element (CST element) och v = 0.31 >
anviander en adaptiv ~—metod for att approxi- g Flant spAnhingstillstand
mera losningen. —
NS

a: Redogor for vad som menas med adaptivi- C ;

tet och forklara vad A—metod betyder. (2p) E ?

1m/3 1m/3 1m/3

b: I vilket eller vilka omraden forvéntar du
dig att ett adaptivt FE-programmet ska generera de till storleken minsta elementen? Moti--

vera svaret. (1p)

c: En konform FE—diskretisering av problemet leder till ekvationssystemet Ka = f, dér styv-
hetsmatrisen K dr symmetrisk och positivt definit. Visa att losningen a = K J minimerar
. : 1T i :
den potentiella energin II(v) = i Kv —v f,dvsvisaatt II(a) <II(v), med

II(a) = II(v) endastom a =v. (2p)
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Institutionen f6r teknisk mekanik, Chalmers tekniska hégskola
TENTAMEN | FINIT ELEMENTMETOD (M3) — MHA 021
14 MARS 2002

Tid och plats: 843 — 1243 | M—huset

Hjidlpmedel: Ordbdocker, lexikon och typgodkind ridknare.

Larare: Peter Moller, tel (772) 1505

Losningar: Anslas pa anslagstavlan vid ingéngen till institutionens lokaler senast 15/3. Se

dven kursens www—sidor pa http://www.am.chalmers.se/sve/valkommen.html
— f6lj lanken Utbildning/Grundutbildning.

Betygsittning: En fullstindig och korrekt 16sning pa en uppgift ger podng enligt vad som
anges pé uppgiftslappen. Smirre fel leder till podngavdrag. Ofullstindig 16s-
ning (svar pa stéllt problem saknas) eller omfattande fel ger inte ndgot poang.
Maximal poéng dr 20. Det krivs 8 podng for betyg 3; 12 podng ger betyg 4;

for betyg 5 krivs 16 poiing. Observera att ovanstaende dr betygssittning

pa enbart tentamen; for godkind examination krivs dessutom godkinda
-
ningsuppgifter.
@ nningsuppeif
bhsy 1/3 pa sar-nma stille som Idsningarna. Resultaten sinds till

st 28/3 — for kursdeltagare som inte har alla

Resultatlista:

vid

(underkand).
Granskning: i Q?

Téank pa:

detta tillfille inrapporteras betyget U

o Skriv sa att den som ska ritta, kan ldsa och forstd hur du tinker. Den som rittar tenta-
men gissar inte eller antar inte vad du menar/tinker — endast vad som verkligen
skrivs har betydelse vid poédngsittningen.

 Forklara/definiera inférda beteckningar.

* Rita tydliga figurer. Ange i forekommande fall vad som ir positiva/negativa riktingar
(pa t.ex forskjutningar och krafter).

* Gor du antaganden utéver de som anges i uppgiftstexten, sa ange detta explicit och

forklara dessa.
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1

Betrakta ett tjockviggigt ror med radien b och hélets radie a. Om

roret dr belastat med ett inre tryck p; och ett yttre tryck p,, och om

plant spinningstillstdnd antas, sa kan den radiella férskjutningen u

beriknas genom att 16sa randvérdesproblemet

A

drlrdr
c,.(a) = —p;
c,(b) = -p,

Nir u dr kiind, kan radiella och tangentiella spanningar beridknas som

g, = —2 (@+vg) 5, = L (“+v@)
r 1—V2 dr r P l—V dr

a: Lat v = v(r) vara en testfunktion (viktsfunktion) och visa att den svaga formen av randvir-

desproblemet kan skrivas

Ty [V(Pu(b) —v(a)u(a)] = 2p)

= av(a)p;— bv(b)py

[vr]— urldr —

rdr

b: Antag att problemet FE—diskretiseras med linedra element sd att u = u, = N ?a? +N ;a; pa
ett element, samt att testfunktionerna viljs enligt Galerkin. Visa att elementstyvhetsmatri-

sen for ett element med nodkoordinater » . och r i1 blir

J

K° =
2 2 }
(ND) (NS [(dNS NSNS . dN,  .dN| dN{dN,
+2N|{— +r| 5 +N{— "+N,— +r
J. r Ydr dr r ldr 2dr dr dr
= 2

2 2
;|NINS  (dN; AN dNYdN;  (N3) cdN5  (dN;
N Vg Y e

dr

0ma<rj<rj+1<b.(2p)

\
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c: Ge en fysikalisk forklaring till varfor styvhetsmatrisen K (for det givna randvirdesproble-

met) blir positivt definit, trots att det inte finns nagra visentliga randvillkor. (1p)

Losning a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v(r) och integrera dver

drlrdr

b 2m b

) drld _ drild _ _— )

ytan: —I[J v—[——[ru]} rde}dr =0= —ZKJ‘VE[;E[ru]}rdr = 0. Partialintegrera:
a>0 a

b
j(vr)%[%%[ru]]d [ [ru]} - I——[rv]i[ru]dr Utveckla nu randtermen:

a

[v%[ru]:[ = [v(u+r%):|z = [vr(g+%)]z = [v (Vl:+%+(1 -V)- ):‘a =
2

b
i I_Evz[wlff(vi*d H=vg ﬂ - [”(Gmfv)%‘ﬂi -

a

l—v2

E

= [bv(b)cr(b) + a fv)u(b)v(b) —av(a)o,(a)— a fv)u(a)v(a)J =

2

- (1 av@pi=bvorp, +

E
LS wbv) - uap(@)])

b
Vi har alltsa jl—[ rv] d [ru]dr - [vzld—r[ru]} = 0, vilket efter utveckling av randtermen och
a

a

multiplikation med

ger
1- v2

j [rv] [ruldr — Ev(u(b)v(b)—u(a)v(a)) = av(a)pi—bv(b)py

T
Losning b: Lit N© = [N? Nﬂ ocha® = [afl’ a;jl ,sd att u, = N°a® pa elementet. Siitt in

detta i variationsformuleringen och vilj viktsfunktion enligt Galerkin,d vs v = N T och

v=N ; . Samla de tva valen i en kolumnvektor; da fés:
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€

.Vi

- zj——[ F(N) 1o Tr(Na))dr = 3 j L (N V(N ldra® = K

har att -[r(N%)] = N° + dN® _ dN| dN3| samt p3 Att att
ar a E’( ) — ]"E = Ne+r Ne+r— samt pa Samima sa al

dr LR
T
€
——[ (N ) 1= (N° ) +F d(N) = dN dN, . Integranden blir alltsa:
rr Ny j & = 7 N2 +r ro

T
—[ (N%) ]—[F(N )= - d_Nl e dN dN} . @/g _
|iN +rd N, + r4 N +rd N2+rdr

(V%) Vi, (NS NN edNs N dNTaN
" +r$ r+]E+ZE+drdr

r Ydr

(o4 € € 2 (o] c 2
N1N2+ ef'ivz Nle dN} sz (N3) + ed_Nz rd_Nz
r Ydr 2dr dr dr r 2dr dr

varur resultatet foljer.

Losning c: Problemet ér rotationssymetriskt sa det finns inte med nigra stelkroppsforskjut-

ningar. I t ex uttrycken for spénningarna finns det med en term u/r, s dven i ett fall da

u = c (konstant) upptrider spanningar och dirmed deformationer.
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2

Betrakta randvirdesproblemet

Au = f QR
u=20 paTl,

(Vu)'nm =h  paT,

2 2
dar A = 12-+——2 ir Laplace—operatorn ( Au = div(Vu) ), n en utitriktad normalvektor
ox~  dy
(|n| = 1) till omradet Q, samt f och h &r givna funktioner.

a: Anvind Gauss—Greens teorem, J-vdiquQ = §vandF - J.(Vv)quQ , for att variations-
Q r Q

" formulera problemet. Det ska klart framgé hur randvillkoren kommer in i formuleringen.

Ange ocksa regularitetskrav pa de ingdende funktionerna. Finit-elementformulera sedan

problemet — visa speciellt B—matrisens utseende. (3p)

b: Vilka villkor maste FE—ansatsen uppfylla for att approximationen u,, sikert ska konvergera

mot den exakta 16sningen u ? (1p)

c: Visa att styvhetsmatrisen K blir singuldr om de visentliga randvillkoren inte tas med 1 pro-

blemet ovan. (1p)

Losning a: Multiplicera differentialekvationen med en testfunktion v = v(x, y) och integrera
Over omradet: —Jv(Au)dQ = JvfdQ .Lat g = Vu,saatt Au = divqg och anvind Gauss—

Q Q

o . s o o T T
Greens teorem pa vinsterledet; da fas '[(Vv) (Vu)dQ = §v(Vu) ndl + J.vfdQ.

Q r Q

Pa den del av randen dir (Vu)Tn dr given (naturligt randvillkor) kan randintegralen berdknas
dd v valts, men pa Tg (dar u = 0) ar (Vu)Tn obekant; vi maste dirfor vilja v sdatt v = 0

pa I',. Vidare méste vi krdva att . = 0 pa I, for att ta hidnsyn dven till det visentliga rand-

villkoret.
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For att integralerna ska kunna beriiknas maste funktionerna vara kvadratiskt integrerbara och

ha kvadratiskt integrerbara férsta derivator (regularitetskrav). Om vi definierar funktionsrum-

metV =<3v=v(x,y):v=0paTl, V2dQ < oo, (VV)T(VV)dQ < oo ¢, s3 kan variationspro-
paly
Q Q

blemet alltsa formuleras:

Bestim u € V saatt

j(vv)T(Vu)dQ = [vhdT + [vfd@ ~ VveV
Q

Q I
Finit—-elementformulering: Approximera # med u, = Na,ddr N = [N i we Nn:| ar n bas-
T
funktioner valdaur V (N, € V)ocha = |:a1 anJ ir (obekanta) nodvariabler. Basfunktio-

n
nerna ir en bas for FE—rummet V,: V, = {v =v(x,y)v= Z viNl}. Man haratt V, c V

=
eftersom N; € V. Sitt in approximationen uy, i variationsproblemet och lat likheten vara upp-

fylld for valen v = N, i = 1, ..., n (Galerkins metod); variationsekvationen blir da satisfie-

rad for alla v € V. Vi fir alltsd FE-formuleringen
Bestdm u, € V, sd att

| (Vv) (Vi )dQ = [vhdr + [vfd Yve V,
Q I Q

Vi sitter nu in 4, = Na och samlar de n valen av testfunktion 1 en vektor:

( | (VN)T(VN)dQ)a = [N"hdl + [N'fdQ eller Ka = f, dir
Q T, Q

f=] N'hdl + | N'fdQ och K = | (VM) (VN)AQ = jBTBdQ. Allts har man:
Q Q Q

1—‘h
) o N, o,
B = VN = ox [Nl Nn] _ Jox OJx ox
9 ON, dN, 9N,
9y 3 3y Iy
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Losning b: For att konvergens sikert ska fis, maste FE-approximationen vara konform, d v s

komplett och kompatibel. Elementen ir kompletta om man kan vilja nodvariabler sd att u; blir
konstant (3ver elementen) samt vilja nodvariabler s att forsta derivatorna (av uy ) blir kon-

stanta. Elementen #r kompatibla om u, dr kontinuerlig 6ver elementgranserna.

Losning c: Eftersom vi har att #;, = 0 pé Fg sd giller att om u,, = c (konstant), sa maste
up =0 1€ (dvsatt om uy @ en konstant, sd maste konstanten vara noll, p g a det visentliga

randvillkoret). Om randvillkoret inte beaktas, s& kan vi ha u;, = c¢#0, sd att
Vu, = (VN)a = Ba = 0. Detta ger att Ka = UBTBdQ)a = JBTOdQ = 0,saatt
Q Q

a'Ka = 0 trots att a 0 (eftersom ¢ # 0). Alltsa dr K singuldr.
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3

En tunn dubbelsymmetrisk platbit har ett par kantsprickor (inre 6pp- o
ningsvinklar 27 ) och utsitts for dragning i y—led enligt figuren. Man N
onskar berikna spanningstillstaindet i komponenten genom att 16sa
elasticitetsekvationerna med finit—elementmetod. Plant spidnningstill- y
stdnd antas och materialets elasticitetsmodul dr £ och Poissons tal dr - #x
v . Detaljens tjocklek dr konstant och betecknas ¢.
a: Skissa ett limpligt elementnit for den onskade spdnningsberik-
ningen. Anvind négot eller nagra 10-tal element och beskriv med
ndgon rad text varfor du konstruerat elementnitet som du gjort. o m/\ §
Samtliga randvillkor pa samtliga del-rinder av den analyserade eW%

biten ska ocksa framga av 16sningen. (3p)

b: Antag att det ekvationssystem Ka = f som FE-modellen ger upphov till, ska 16sas med en
direkt metod (d v s genom att faktorisera styvhetsmatrisen). Beskriv i ord hur nodvariab-

lerna bist bor numreras med hiansyn till berdkningsarbetet. (1p)

c: Spinningsintensitetsfaktorn dr proportionell mot sprickdppningen

d(r) och omvint proportionell mot Jr, dir r dr avstandet frin

sprickspetsen: K ~ L . Genom att approximera d(r) med nod-
p 1T p

forskjutningarna enligt FE-beridkningen, kan man fé en uppskatt-

ning av K. Vilket ar troligast: att det uppskattade virdet pa K &r

hogre eller ligre an ett analytiskt berdknat virde? Svaret ska motiveras! (1p)
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Losning a: Utnyttja symmetrin och dis- { 0]

kretisera 1/4—del av skivan, sa att bista u, =0
mojliga approximation kan fas for ett ty=0 f_\

givet antal frihetsgrader. Elementstorle-

ken gors mindre kring sprickspetsen, M

eftersom man har en spdnnings-koncen-

1
tration (singulariteten i exakta 16s- %
/
L~

ningen) hér. t =0 } C/
X

Randvillkor: Problemet beskrivs av 2
stycken 2a ordningens differentialekva- t =0

tioner, sa det krivs 2 villkor pa varje del

av randen. Lit r, = n, 0, + R0y och t, = n,0,,+n,0, beteckna komponenterna av trac-
tionvektorn (kraft/yta). Pa de fria obelastade rinderna giller att normalspénningen (o, eller

) och tangentialspanningen (hir lika med o) &r noll, s& man far villkoren ¢ = 0. Pd den

belastade randen giller6, = 6,06, = 0,n, = 0 och n, = 1, sd hir fas 1, = 0 samt

[=2=] 1)7
t, = ©,,.Pad symmetririnderna giller att forskjutningen vinkelrétt mot randen ska vara noll

samt att skjuvspinningen lidngs randen ska vara noll; detta leder till de villkor som anges i figu-

ren.

Losning b: Noderna (eller snarare frihetsgraderna/nodvariablerna) ska numreras 1 topografiskt

kortaste led, s4 att skillnaden mellan hogsta och ligsta nummer pa varje element blir ett sa litet

tal som méjligt. Hiarigenom blir styvhetsmatrisens bandbredd B liten, vilket dr fordelaktigt
eftersom berdkningsarbetet dr proportionellt mot B*n , ddr n dr antalet obekanta nodvariabler.

Losning c: En konform FE-modell ir styvare én det kontinuerliga problemet, s& de beriknade

forskjutningarna blir ‘i genomsnitt’ for smd. Man méste da forvinta sig att sprickdppningen
(d(r)) enligt FE-16sningen blir underskattad, vilket leder till ett for lagt viirde pa spanningsin-

tensitetsfaktorn.
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4

Figuren visar ett 2D elasticitetsproblem vars G, = 05 MPaT 7\

16sning man vill approximera med en kon-

form finit— elementmetod. Antag att man

lm/3

E = 196 GPa
v = 0.31 —>

utgar fran en ganska grov diskretisering med

linedra 3—nods element (CST element) och

anvinder en adaptiv A~—metod for att approxi- Plane spiianingstillstind

lm/3

mera 1osningen.

224

a: Redogér for vad som menas med adaptivi-

1m/3\

tet och forklara vad h-metod betyder. (2p)

AN

1m/3 lm/3 1m/3

b: 1 vilket eller vilka omraden forvintar du
dig att ett adaptivt FE—programmet ska generera de till storleken minsta elementen? Moti-

vera svaret. (1p)

¢: En konform FE-diskretisering av problemet leder till ekvationssystemet Ka = f, ddr styv-

hetsmatrisen K ir symmetrisk och positivt definit. Visa att 1dsningen a = 'S J minimerar

3
den potentiella energin II(v) = %v Kv — va, d v svisaatt IT(a) <II(v), med

I1(a) = II(v) endastom a=v. (2p)

Losning a: Med adaptivitet menas att FE—programmet kan uppskatta diskretiseringsfelet och,
om detta ir storre dn nigon angiven tolerans, kan dndra diskretiseringen i enlighet med en upp-
skattning av felets fordelning 6ver omradet sé att felet minskar. Genom att upprepa denna pro-

cedur kan diskretiseringsfelet reduceras ner till (under) den givna toleransen.

h—metod innebir att man minskar diskretiseringsfelet genom att anvinda element med mindre

storlek (d v s fler element).

Losning b: Med ett adaptivt program som anvénder sig av A -metod for-
vintar man sig att fa de till storleken minsta elementen i de omraden for-
sta derivatorna varierar snabbt (andra derivatorna &r stora). I ett

elasticitetsproblem fés singulédra punkter — dér spdnningarna (forsta
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derivator) varierar snabbt — bl a vid indtviinda horn och dir randvillkor éndras abrupt. I det

givna problemet finns 5 séddana punkter (se markeringar i figuren brevid).

Losning c: Lt ov vara en liten godtycklig variation av vektorn v och berikna variationen IT i

punkten v:

oll(v) = II(v + dv) - I1(v) = %(v+8v)TK(v+8v)—(v+8v)Tf—(%vTKv—va) =

1,7 1 T 1. T T
= Eav Kv+§v K8v+§8v Kov—ov f

Termen dir dv ingar kvadratiskt forsummas i jamforelse med de termer dér dv ingar lineirt
.. - i " T T . . ;
eftersom variationen ir liten. Vidare ir dv Kv = v Kodv eftersom K dr symmetrisk. Vi har

alltsa att JII(v) = 8vTKv—8va = avT(Kv—f).Ma_n serdiattmedv = a = K—lf,sfi

fas oI1 = O (for godtycklig (men liten) variation ov ), d v s FE-16sningen gor II stationdr.

For att visa att den stationira punkten ir ett minimum, maste vi visa att andra—variationen &r

positiv. Vi har:
(ATT) = AT(v +v) — AL(¥) = v [K(v+3v)— f]1-ov (Kv—f) = ov Kov

Eftersom K ir positivt definit sd giller v Kdv >0 (for dv # 0), sa andra—variationen dr posi-

tiv och, alltsa, den stationdra punkten ett minimum.

Entydighet i losningen (IT(a) = I1(v) endast om a =v) foljer trivialt av att K dr positivt defi-

nit.
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