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1. En partikel med massa m befinner sig bunden i en endimensionell, kvadratisk potential med
naturlig frekvens wg. Dess tillstdnd vid t = O dr

D —-12)

1
N (1

[yt =0) =

dér |n) dr ett energiegentillstind med energi E,,.

(a) (2 podng) Vad dr sannolikheten att en energimétning ger £ = 57w /2? Beror ditt svar pa
tid?

Solution: Det dr n = 2 som har energi E = 5hwg/2, P, = 0.5. Det beror inte pa tid.

(b) (3 podng) Bestim positionens vintevirde, (x), som funktion av tid.

Solution: Det tidsberoende tillstindet

1 =3iw =Sihiw e_zinZ iw —iw
Iw;t>=@(e Hntl2 |1y — g73w0l/2 |2)) = T(e |1 = e 12)). (2)

Med hjilp av stegoperatorer, blir positionsoperatorn £ = L(d + d") och

—2iwot
fhwsty = S [ (10 £ V2 2) - P I V3] )

Darfor

STl

Wt x s 1) = (—\/Eefwofau)—\/Eeiw0f<2|2>):—\/ELcos(wot) (4)
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(c) (1 podang) Stammer ditt resultat i (b) med vad klassisk fysik forutsdger om harmoniska
oscillatorer?

Solution: t ex: ja, partikeln oscillerar fram och tillbaka vid oscillatorns naturliga
frekvensen wy.

2. En partikel i en harmonisk oscillator r stord av en svag potential A’ = —V;6(x) dir Vs > 0.

Vagfunktionerna som motsvarar de forsta tre energinivaer ar:
| 2 1, n=0
Yn(x) = (L)1 P (—m) X xl/La ) n=1 )
L{@/L? - 1], n=2
diar L = \h/(2mwy).

. . e : S s . (1)
(a) (2 poing) Bestdm forsta ordningens korrigering till grundtillstandets energi, E .

Solution:

Vs

2rL?

E" = (0| A’ |0) = Vs / Y () (x)gro(x) dx = — (6)

(b) (2 podng) Vad ar forsta ordningens korrigering till det forsta exciterade tillstindets energi,
E 1(1) ? Forklara det du hittar.

Solution: Det ir noll, El(l) = 0, eftersom vigfunktionen forsvinner vid x = 0 och
dérfor har partikeln ingen aning att det finns en storning.

(c) (4 podng) Visa att det storda grundtillstiandet kan uttryckas som |0") =~ |0) + A |2) + - - -
och bestdm konstanten A.

Solution: Det storda grundtillstdndet &r

k| H’
0) =100+ > e 16). o = WD) ™

20 Eo = Ex

Matriselementen &r noll for £ = 1 eftersom vigfunktionen forsvinner vid x = 0.

2 A7 [0) =~V / U303 (o) d = > ﬂ ®)
och Ey — E> = —2fiwq. DA har vi att
R
A= 4ThawoL ©)
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(d) (4 poidng) Din kollega Dr Knowitall séger att partikeln borde bli mer lokaliserad eftersom
storningen 4r en attraktiv potential. Bestdm (x?) med hjilp av resultatet i (c) och visa ifall
den goda doktorn har ritt.

Solution: Littast att bestimma |¢) = £|0’) och anvidnda att £ dr Hermitsk for att
skriva om (x?) = (0’| £2|0") = (0’| £7£10") = (¢]9).

16y =20y = L (|1> +V24|1) +V34 |3>) (10)

— (%) = (pl¢) = L*(1 +2V24 + 547) (1D

Termen 5A maste tas bort eftersom vi har bestimt bara forsta ordningens kor-

rigeringar. A < O betyder att storningen minskar <x2> och att den goda doktorn
har ritt.

3. En spinn-1/2 partikel forbereds sd att dess tillstdnd dr givet av
1

|l//>=\/E

(155 +e13-D) (12)

dir ¢ ar en reell fas.

(a) (1 podng) Om vi miter spinnbeloppet |S| vad fér vi som svar?

Solution: [S| = +/s(s + 1)72 = V3i/2.

(b) (2 podng) Om vi miter spinnet langs z-axeln, §S,, vad dr de mojliga resultaten och hur
sannolika dr de?

Solution: +7/2 med sannolikhet 50% och —7/2 med sannolikhet 50%.

(c) (1 podng) Vad idr véntevirdet (S;)?

Solution: (S;) =3, P,S; =0.

(d) (2 poang) Din kollega Dr Knowitall sdger, "Om vi miter partikelns spinn lidngs z vildigt
manga ginger, ska alla resultats genomsnitt hdlla med ditt svari (c)." Har han rétt? Forklara
varfor.

Solution: Han har fel eftersom tillstindet kollapsar vid méitning. Om vi gor som han
foreslar ska vi fa det forsta resultatet om och om igen. Véntevirdet dr genomsnittet
man far genom att mita spinnet (en gang!) av méanga partiklar beskrivna av samma
tillstand |y).
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(e) (4 podng) Istdllet miter vi partikelns spinn ldngs x-axeln. Vad dr de mojliga resultaten
och hur sannolika ir de?

Solution: Anvind S, :s matrisrepresentation for hitta egentillstind i termer av | %, %) —

(§) och |3,-3) = (9):
h(0 1) ([« a 1 [(+1
o) )=l megll) e
——
Sx X

NSt

De moijliga resultaten #r 71/2 med sannolikhet P, = | (y.|¥) |> = |%(1 +e)? =
(1 +cos¢)/2, och —f/2 med sannolikhet P_ =1 — P, = (1 — cos ¢) /2.

(f) (1 poidng) Ge en fysikalisk tolkning av fasen ¢.

Solution: Det kan tolkas som vinkeln mellan x-axeln och partikelns "spinnvektor":
vi vet att (S;) = 0 och nu att Sy = +i/2 om ¢ = 0 samt S, = —7i/2 om ¢ = 7.

4. Operatorn som motsvarar banrérelsemangdsmomentet lings z-axeln ir:
A R R X 0
L:=Xpy— b« Loy(r) = —lh%w(r) (14)

(a) (2 podng) Visaatt L, och p, inte kommuterar.
Tips: [AB,C] = [A,C1B + A[B, C].

Solution:
(L. ps] = [ﬁﬁy,ﬁx] [$Px, Px] (15)
= [£, px l5y M 13:0:0Px — 9B Pr] (16)
=ihp, a7
#0 (18)

(b) (2 podng) Vad innebir resultatet i (a), bide matematiskt och i termer av kunskapen man
kan ha om ett kvantmekaniskt system?

Solution: Att L. och p, inte delar egentillstind samt att det &r omojligt att veta bada
tvd exakt och samtidigt.
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(c) (3 poing) Ange L.:s egenvirden och bestim dess egenfunktioner. (Du behover inte
normera dem.) Vilka virden fir egenvirdena ha och varfor?

Solution: Ekvationen —iha%t// = Ay har 16sning ¢ = Aexp(—id¢/h). Fast s att
vagfunktionen &r envird, exp(—id¢/h) = exp[—id(¢ + 27) /h] och A/f maste vara ett
heltal. Egenvirden dr darfor A = mh diar m € Z.

(d) (1 podng) Foresla ett experiment som kan visa att L, dr kvantiserad.

Solution: Om L, bidrar till ett magnetiskt moment, ett Stern-Gerlach-experiment.

5. Enelektron, bunden i en viteatom med bestimd energi och bestdmt orbitalt rorelseméangdsmo-
ment, har Hamiltonianen:

p? .\ o+ D2

He = > S
2m 2m7 mag?

(19)

dir ag = 4wegh® /(me?) ir Bohr-radien. Anta att £ = 1.

(a) (2 podng) Vad ér tillstindet med den ldgsta energin om ¢ = 1? Ge tillstindets energi i
termer av Rydbergs konstant R = 7%/ (2mag).

Solution: 2p, eller n = 2,¢ = 1. Energin dr —#%/(8ma?) = —R/4.

(b) (3 podng) Ange den radiella viagfunktionen R, ¢(r) som motsvarar tillstdndet i (a) och
bestam radiens vantevirde (r).

Tips: fom x"exp(—x) dx = n!

Solution: Enligt boken Ry 1(r) = (r/ag) exp[—r/(2a0)] /(2\/_a3/2) Vintevirdet

f rde~"/a0 gy 51
(ry = = ap— = Sag (20)
/ r r/aO dr 4!
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(c) (3 podng) Tolka de sista tva termerna i ekvation 19 som en effektiv potentialenergi Veg(r).
Skissa Veg(r) och bestim jamviktsradien, r(y, och potentialen vid denna punkt, Veg(ro).

Solution: Potentialens forsta derivata dr —24%/(mr3) + h?/(maor?). Jimviktsradien
ar ro = 2ag och potentialen vid denna punkt ir V(rg) = —#?%/ (4ma(2)) = —R/2.
Verr
‘ r
o
Vert (o) r

(d) (2 podng) Din kollega Dr Knowitall dr besatt av harmoniska oscillatorer och dérfor ex-
panderar han V.g(r) omkring jaimviktsradien upp till och med termer O[(r — r9)?]. Om
vi betraktar problemet som en elektron bunden i en kvadratisk potential, vad ar den
motsvarande naturliga frekvensen wg?

Solution: Potentialens andra derivata dr 6%%/ (mr®*) — 252/ (magr>),

w2 n? 5
V(r) ~ - + r—ro)°, 21
) 4ma% l6mag( ) @
N —
Lmw?
2 0

dé identifierar vi wo = 11/ (V8ma?).

(e) (2 podang) Enligt (d), vad idr den ldgsta energin en elektron med ¢ = 1 kan ha? Ge ditt
svar i termer av Rydbergs konstant. Haller resultatet med (a)?

Tips: 2 — V2 ~ 0.6.

Solution: En harmonisk oscillators ldgsta energinivé ar %wg/2, men hir dr botten
V(ro) = —h*/(4may) istillet for 0. D4 dr den ligsta energin

2 2 _ 2
V(r0)+ha)0/2:—4h G V) ~ 6% (22)

Svaret dr 40% storre dn som givet i (a).
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(f) (1 podng) Blir (c):s forutsdgelser bittre eller simre vid hogre energinivder? Forklara
varfor.

Solution: Sidmre. (De blir positival) Dr Knowitalls kvadratiska uppskattning till
potentialen blir odndligt stor om r — oco. I verklighet V.g(r) — 0 och bindningen dr
svagare.
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Formelblad
* Diracs deltafunktion:
f(a) = / 0(x —a) f(x) dx, o(x) = 2—/ ™ dx (23)
—oco T J-o

* Stegoperatorer for en harmonisk oscillator, V(%) = %mwgizz
o X LD g X LP 2
CTA T T ‘Tt h (24)
a'lny=Vn+1|n+1) aln)y=+vnln-1) (25)

diar L = \/h/(2mwy).

Paulimatriser for j eller s = 1/2 (filfi = 7%0',-):

S I A I N

Paulimatriser for j, £ eller s = 1 (.filﬁilﬁl- = hoy):

Lfo10 L[ =i 0
oo=—|1 0 1], oy=—|i 0 -if,
V210 1 0 20 i o

Hamiltonianen 1 sfiariska koordinater:

10 0
O'Z:(O 0 0). 27)

~2 £2
~ D> L
A=:- 2
2m  2mr? +V(@r), (28)
dir
o 1> #a(,0
2 . 2
= |- —_— - =5 a_ 2
Pr [lh(8r+r) rzar(r ‘9”) =
. 1 8 3 19
[sin@ 06 (sm 39) ¥ sin” 6 5‘152] 0



