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(1.1) Visaatt det fOr en kvasistatisk, adiabatisk processi en
ideal gas med konstanta varmekapaciteter, géller att

PVY = konstant !

Vad innebér egentligen forutséttningarna?
 Kvasistatisk => reversibel (vi forutsétter att vi inte har ndgon hysteres, d.v.s. att
friktionen &r noll for den process som sker) => dW = —PdV
* Adiabatisk => ingen varmeutvaxling => T 1 konstant (gj isoterm), dQ = 0
[ Adiabatisk &r uppbyggt av grekiskansa = inte + dia = genom + bainein = ga. |
* => F0rsta huvudsatsen:

dQ = dE+PdV = 0 (EQLY)
* |deal gas=>
PV = RT (EQ12)

| allménna gaslagen borde vi egentligen haett n fér antal mol i bérjan av hogerledet
men vi kan férenkla berékningarna genom att studeraen mol av gasen. Véarmekapac-
iteterna som dyker upp blir foljdaktligen de moléra varmekapaciteterna.

L&t oss utga fran vart uttryck for forsta huvudsatsen. For att komma nagon vart maste vi
hitta ett [ampligt uttryck for dE. | dettafall &r det enkelt eftersom vi studerar en ideal

gas. Enligt avsnitt 1.3, sida 20, i Mandl vet vi att energin da endast beror av tempera-

turen. Alltsi kan vi nu skriva om forsta huvudsatsen pa foljande form:
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(1.1) Visa att det for en kvasistatisk, adiabatisk process i en ideal gas med

E..
do = BEG 4T +pdv = 0 EQ13
Q ST, (EQ1.3)

Genom att anvanda allméanna gaslagen kan vi nu gora oss av med trycket:

aQ = FE6 g1 +rTIY =

= &Ta, v 0 (EQ1.4)

Forfaktorernatill bagge termer i ekvation 1.4 kan skrivasi termer av vérmekapac-
iteterna for gasen:

- a8Qs _ &JEo

v édT ﬂV éﬂTﬂ\/ (EQL5)

vilket foljer av forsta huvudsatsen med villkoret att V & konstant. Fér den andra for-
faktorn utnyttjar vi resultatet pasida 20 i Mandl:

R=C,-C, (EQ 1.6)
Sammanfogar vi nu ekvation 1.4, 1.5 och 1.6 f&r vi foljande anvandbara resultat:

dr dv

dar jag ocksa tagit mig friheten att dividera hela harligheten med T. Ett uttryck som ser
ut pa dettavis (observera att Cp och Cy, & konstanter) ar upplagt for integration och da

far vi:
CyInT = (C,-Cp)InV + Ink (EQ18)

dér k &r en konstant (eftersom alla andra termer &r logaritmer s3 &r det listigt att direkt
skriva den nyakonstanten som en logaritm). Med hjél p av logaritmlagarna skriver vi om
detta pa formen:

(Cv-Cp)

INTY = In(kv ) (EQ19)
vilket innebér att
TV = (EQ 1.10)

Eftersom vi i slututtrycket skullehag = Cp eC,, istédllet for de varmekapaciteterna, sa
upphdjer vi allting med 1 oC,, och far:
TVe =k (EQ 1.11)

Nu &r vi valdigt naramalet men for att ater fain trycket i uttrycket far vi @n en gang
anvanda allménna gaslagen:
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(1.3) Berdkna arbetet som utrattas pd en mol av en ideal gas vid en adiabatisk

PV,

g-1 _
TV =R

9-1 _ oyl _
V = PV = k
och dérmed &r vi framme:

pvY = k" (EQ 1.12)
V.SV.

Detta resultat (liksom ekvation 1.11) & mycket anvandbart om vi skall jamforatva
tillstand i en adiabatisk process paen idea gas.

En kommentar om foérhdllandet mellan varmekapaciteterna, g = Cp oC,,, kan varapa

sin plats har. Detta forhallande &r alltid storre @n 1 (annars skulle R enligt ekvation 1.6
varanegativ) vilket alltsd betyder att Cp alltid & storre & Cy, Dettainnebér att det alltsa

atgar mer varme for att hojatemperaturen davolymen fér 6kaan om den ar fix. Varfor ar
det s&?

SVAR: volymakningen utgor ett arbete (W=-PdV) och innebar darmed att energi gér
forlorad. Skillnaden mellan de tva sorternas varmekapacitet motsvarar alltsd denna for-
lust.

(1.3) Berdkna arbetet som utrattas pa en mol av enideal gas
vid en adiabatisk kvasistatisk kompression fran volymen V;
till volymen V, !

Vi borjar som vanligt med att analysera forutséttningarna:

» Kvasistatisk => reversibel (&terigen forutsitter vi att vi inte har ndgon hysteres) =>
dw = —PdVv

e Adiabatisk=> dQ = 0
e => Fgrsta huvudsatsen:
dQ = deE+PdV =0 (EQ21)
Vi stker arbetet som for det kvasistatiskafallet alltsa blir:

' V2
W = Q aw = —Ql Pdv (EQ2.2)

Eftersom vi inte vet ndgot explicit om trycket maste vi hittanagon lamplig ersattning for
P i dettauttryck. En variant &r att vi utnyttjar det vi just kom fram till i uppgift
1.1,namligen att tryck och volym vid en adiabatisk process paen ideal gas & relaterade
enligt:

PV = K (EQ23)
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(1.3) Berdkna arbetet som utrattas pd en mol av en ideal gas vid en adiabatisk

Dakan vi skrivaom ekvation 2.2:

Vo K 14 cng  PV,—PNV
W = —kQZV Iav = 1—_'—‘5(v§ Vi) = (EQ24)
1

dérjagi sistaledet multipliceratin k = PXVXg i varjeterm med motsvarandetryck- och
volymvaérden insatta.

Detta &r en variant pa svar men vi kan ocksa ga en helt annan vag. Forsta huvudsatsen
sager oss direkt att for en adiabatisk process ar arbetet alltid precis lika med 6kningen i
systemets interna energi eftersom inget varmefl 6de forekommer. Vi kan altsa finna
arbetet genom att berékna energiandringen:

W = \Ezd = \TZ dEd
= E = — EQ25
Ql 1dT ( )

Hér har jag i andraledet utnyttjat att energin for en ideal gas baraberor av temperaturen.

En trevlig egenhet med den interna energin & att den ju & entillstandsfunktion, d.v.s.
forandringen i energi davi gar fran ett tillstand till ett annat & oberoende av végen.
Trots att vi i vart specifikafall altsd andrar volymen behover vi inte tahansyn till detta
davi beréknar ekvation 2.5 utan vi kan precis lika garna berakna motsvarande energian-
dring for fallet V = konstant:

T

[Hade systemet inte varit enidea gassaskulle energiernaE; och E; inte varafunktioner
av enbart T4 och T, vilket innebar att de tva temperaturerna skulle kunna vara olika

beroende paomV eller P hdlls konstant under processen. D& hade vi forstas inte kunnat
anvandaCy; ]

For att f& detta uttryck pa samma form som vart tidigare resultat anvander vi forst all-
manna gaslagen for att bli av med temperaturerna och sedan anvander vi relationen mel-
lan gaskonstanten och varmekapaciteterna for en ideal gas:

C C (P,V,—P,V,)
W = ﬁV(PZVZ—Plvl) = —L—(P,V,-P,V,) = #

Ty (EQ27)
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(1.5) Hur stort &r arbetet som utrattas pd, och varmet som absorberas av, en mol

3. (1.5) Hur stort &r arbetet som utréttas pa, och varmet som

absorberas av, en mol gas som utsétts for nedanstaende
kvasi statiska process ?

\Y
Vs, Py
A O V,, P,
° —
. 4
Vi, P Vq, P1
-p

Vilken process skulle kunna ge oss detta PV-diagram ? Exempelvis skulle gasen kunna
finnasi en behallare dar en vagg ar rorlig.
* @-0 Vi varmer upp gasen med véggen fritt rorlig.
* ©-® Viggen lases i ®-positionen och sedan kyler vi ned gasen.
* ®©-O Nu trycker vi tillbaks vaggen till @-positionen samtidigt som vi kyler s att
trycket halls konstant.
» @®-0 Slutligen varmer vi panytt upp gasen med vaggen Iast i position ©.

Nu néar vi har en bild av vad det & som sker kan vi som vanligt borja titta pa vad de
givna forutsdttningarnainnebar.

e Cykeln &r kvasistatisk => dW = —PdV
* Cykeln & sluten => DE = 0.

Det sistaiakttagandet underlattar vasentligt for oss eftersom vi ar intresserade av det
totala varmeupptaget respektive arbetet som gors pa systemet. Men dessa tva storheter
ar ju forknippade med just den totala energiféréndringen enligt forsta huvudsatsen:

DE = Q+W =0 (EQ3.1)

Av dettafoljer att Q = -W och vi behdver da bara rakna ut den ena storheten. Den andra
far vi pakopet. Skall vi da attackera varmen eller arbetet ? Eftersom vi inte har ndgot

uttryck pa dQ mastevi forutsitta att varje steg i processen kan innehallavarmevaxling.
For arbetet vet vi déremot att dW = —PdV och detta ser ju lovande ut; i stegen @-©

och @-@ &r ju volymen konstant varvid arbetstermen forsvinner och i de tva andra ste-
gen &r trycket konstant ! L&t oss alltsd attackera arbetet.

V2
Wigo = —PiQy dV = —Py(V,—Vy) (EQ32)
1
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(1.7) Berdkna skillnaden i inre energi d& 1 mol vatten i vatskefas férangas vid

Motsvarande resultat for steget ®-@ far vi pa precis samma sétt och det totala arbetet
som vi utréttat pa systemet & summan av de tva:

W = (P,—P)(V,-Vy) (EQ33)
M.h.a. ekvation 3.1 far vi alltsd ocksd varmet gasen tagit upp ur detta resultat:

Q = (P =Py (V,-V)) (EQ3.4)

(1.7) Berdkna skillnaden i inre energi da 1 mol vatteni
vétskefas forangas vid atmosfarstryck och 100°C.
Molvolymen for vétskeformigt vatten & 18.8cm® amol och for
vattenanga & den 3.02 x104cm3 amol . FOrangningsvarmet for
vatten &r 4.06 x104J amol .

Forutsattningarnainnebar:

* Konstant temperatur => all varme gér &t till fordngningen=> Q = 4.06 x104J (det
& ju en mol vatten som férangas)

» Konstant tryck => W = —PDV (férdngning & en reversibel process)
Déarmed foljer svaret faktiskt direkt ur forsta huvudsatsen:

DE = Q+W (EQ4.1)
= 4.06 x104J —1.013 x10°N am? x(3.02 x102 - 18.8 ><10_G)m3
= 37.5kJ

(1.4) Uttryck varmekapaciteten vid konstant tryck i termer
av entalpin, He E+ PV !

Vi utgdr fran ekvation 1.18b pasida19i Mandl (som foljer direkt ur forsta huvudsatsen
for reversibla processer):

_ ks , pdVe
Cp = éﬂTﬂp+ PéﬂTﬂp (EQ5.1)

Eftersom vi soker ett uttryck i termer av entalpin skriver vi om g—ig m.h.a. defini-
P

tionen av entalpi:

dEo _ &l y_pyyp - dHo _padVo
eqre, ~ eyt ~FVg, = &yre, " Peqras (EQs2

Genom att séttain dettaresultat i ekvation 5.1 far vi:
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(1.4) Uttryck varmekapaciteten vid konstant tryck i termer av entalpin, !

Cp = AHo _padVe , padVo _ dHo (EQ53)

< < < <

T2 eT%  eT% ©efT%

Alltsa ser vi att den isobara varmekapaciteten Cp fér ett mycket enkelt uttryck i termer

av entalpi. Eftersom den isokora varmekapaciteten har ett motsvarande enkelt uttryck i
termer av den interna energin kan vi alltsd formulera foljande tips:

* Konstant volym=> jobba med interna energin E
* Konstant tryck => jobba med entalpin H
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Raknedvning tvai
termodynamik, hosten
2000

Mikrokanonisk / kanonisk fordelning (kapitel 2)

Jan Lagerwall
E-post: jpf@fy.chalmers.se

Lite definitioner:

* Mikrokanoniska férdelningen: ett isolerat system

» Kanoniska fordelningen = Boltzmannfordelningen: ett ‘litet’” system i termisk
jamvikt med ett ‘ stort’” omgivande system som agerar varmereservoar.

 Mikrotillstand : beskrivning av tillstdnden for varje enskild komponent i ett system.
Exempelvis anges ett mikrotillstand for ett magnetiskt system genom att siga &t vil -
ket hall varje enskilt spinn pekar.

» Makrotillstand : beskrivning av den samlade effekten av alla systemets komponen-
ter. | exemplet med magnetiska system beskrivs makratillstandet alltsd av den
totala magnetiseringen for ett makroskopiskt prov. Dérmed vet vi for varje mak-
rotillstandet hur stor andel spinn som pekar upp resp. ner, men inte vilka spinn som
pekar &t vilket hdll. Det kan altsa finnas manga mikrotillstand som svarar mot ett
makrotillstand.

* Degenerationsgrad : antalet mikrotillstand som svarar mot ett visst makrotillstand.

(2.1) Vi studerar en monatomisk kristall dér varje atom kan
befinna sig antingen pa en gitterplats eller pa en intertitiell
plats (=mellan tva gitterpunkter). Det senare fallet utgor en
s.k. Frenkeldefekt. Kristallen har N gitterplatser och N
instertitiella platser, och den innehdler N atomer. Varje
Frenkeldefekt hojer energin med e.

Vad &r kristallens entropi daden innehdller x
Frenkeldefekter?
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(2.1) Vi studerar en monatomisk kristall dar varje atom kan befinna sig antingen pa

Vilken temperatur har kristallen om detta tillstand ar ett
termiskt jamviktstillstand?

Vilken andel Frenkeldefekter har vi om e=1 €V och
temperaturen & 300 K ?

Vi borjar med forstafrégan, d.v.s. vi soker frenkeldefekternas bidrag till kristallens
entropi [pa Mandls sprék: “the Frenkel defect aspect of the entropy”, sesida51]. Har &
det lampligt att utga frén Boltzmanns/ Plancks uttryck for entropin, d.v.s. ekvation
M2.3 pasida4l:

S = kinwW (EQ1.1)

dar Q & degenerationsgraden for makrotillstandet, d.v.s. antalet mikrotillstand som upp-
fyller de makroskopiska villkoren givnai uppgiften.

For att finna ett uttryck fér degenerationsgraden kan vi fora ett resonemang liknande det
som Mandl for i stycket om Schottkydefekter. Vi skall valjaut x atomer som lyfts ur git-

&en O
tret och utgor frenkel defekter. Eftersom det totala antalet atomer ar N finns det ¢ N2
e

X @
Sétt att gora detta urval.

Till skillnad fran fallet med Schottkydefekterna maste vi dock i dettafall ocksavéja
platser for Frenkelatomerna. Vi har N mgjligainterstitiella platser for de x Frenkelato-

&N o
merna vilket &terigen ger oss ¢ N2 majliga val. Degenerationsgraden for makrotill-
e xXg

stdndet med ett valdefinierat antal frenkeldefekter blir darmed:

o 62
W = {9 N ﬁ (EQ1.2)
exg

och entropin blir foljdaktligen:

a2 B
&N O &N O N!
S = kin +| = 2kin == 2kln—> 013

{gxﬂ} gxg X (N =x)! (EQ1.3)

Sétter vi inx =0, alltsafallet att kristallen &r defektfri, i detta uttryck far vi entropin
S=0, vilket &r ett gott tecken. Om vi dandrasidan sitter in x = N, alltsa bara defekter, i
uttrycket fér vi dock ocksdS= 0! Ar detta verkligen rimligt ? Ja, det & helt rimligt, ty
om varenda atom &r i en interstitiell plats sd har vi ju &ter igen en perfekt ordnad kristall.
Vi har bara skiftat om gittret. Maximal entropi far vi for x = N/2 ty da har vi maximal
frihet att fordela vara defekter och dérmed minimal kontroll eller maximal oordning om
vi SAvill.
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(2.1) Vi studerar en monatomisk kristall dar varje atom kan befinna sig antingen pa

L&t ossgavidaretill del tva av frégan: vad & temperaturen da termisk jamvikt stallt in
sig ? Aterigen féljer vi Mandls metod och utnyttjar definitionen av absolut temperatur
utifran villkoret for termisk jamvikt:

S0
€dESgy,

_1
=3 (EQ1.4)

[Jag har hér struntat i indexen i fran ekvation M 2.9, sida 45, eftersom vi bara studerar ett
system i termisk jamvikt med en varmereservoar (detta far antas fran uppgiftsfor-
muleringen)]

Eftersom vart uttryck for entropin inte innehdller energin explicit utan & en funktion av
X, utnyttjar vi kedjeregeln:

dS.dx  _ds1
dx dEFrenkel dx e

1
T (EQ15)

dér vi i sista steget utnyttjat att varje frenkeldefekt dkar kristallens energi mede, d.v.s.
bidraget frén frenkeldefekternadr Eg, e = X€.

For att attackera derivatan av entropin & det nu |ége att anvénda Stirlings formel:
Inal = alna—a (EQ 1.6)
med vars hjép ekvation 1.3 tar formen:

S = 2kX[NINN =N —=xInx+x—=(N=x)In(N—=x) + (N =x)] (EQL7)
= 2k X[NINN —xInx— (N =x)In(N —x)]

Déarmed kan vi latt utféra deriveringen och fér d&

_ 2k 1 1 X
= e><[—Inx—x><X+NN_X+In(N X) N—x} (EQ1.8)

1

T
- %X[In(N ~x) = Inx]

gEIn—————N_X

e X

Vi ville & temperaturen som alltsa blir:

e
T = el .
= (EQ19)

2kIn

Om vi dter studerar vart resultat i de tvaintressanta gransfallen x =0 och x = N sa ser vi
att temperaturen for bégge dessafall blir noll vilket & vad vi kan forvanta oss eftersom
béda fall representerar perfekt ordning.
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(2.12 i uppgiftskompendiet) Harled *degenerationsgraden av makrotillstanden for

Som sistadel i uppgiften skall vi sittain lite varden i véraresultat for att se hur manga
frenkel defekter vi typiskt har vid rumstemperatur. Vi borjar med att exponentiera ekva-
tion 1.8 for att fa ut x explicit:

3 N
2KT —X
e =
X

(EQ 1.10)

Det anges att energin for en frenkeldefekt & 1 eV och padsida10i Mandl star det att kKT
ar ungeféar 1/40 eV vid rumstemperatur, d.v.s. mycket mindre an €. Darmed kan vi dra
slutsatsen att andelen termiskt exciterade frenkel defekter vid rumstemperatur ar liten,
d.v.s. N >> x. Med denna approximation far vi ur ekvation 1.10 att:

= e 5 e?521x107° (EQ 1.11)

(2.12 i uppgiftskompendiet) Harled ‘degenerationsgraden av
makrotillstanden for ett system av N svagt vaxelverkande
harmoniska oscillatorer, samt 2hur antalet mojliga
mikrotillstand 6kar om systemets totala energi & angiven

med en viss osakerhet dE ! Harled ocksa Plancks resultat
rérande 3energi n och “entropin for specialfallet att bade

oscillatorantalet N och den ‘totala excitationsgraden’ x &
storatal !

Degenerationsgraden

Vi stker p& nytt antalet mojliga mikrotillstand som svarar mot ett givet makrotillstand.
N
Detta & definierat av den totala * excitationsgraden’, x = é X; , som &r relaterad till
i=1
systemets totala energi enligt

E =%+ gghw (EQ2.1)

Vér uppgift & alltsa att tareda pa hur manga sétt det finns att fordela denna energi Gver
varaN oscillatorer. Det som radikalt skiljer denna uppgift fran den foregaende &r att
oscillatorernas energinivaer inte & bindra utan varje oscillator kan ges ett godtyckligt

n; <x. Darmed vet vi inte hur manga oscillatorer som skall exciteras och vi kan dainte
direkt anvanda taktiken att se p& hur ménga sétt vi kan valjaut x antal exciterade oscilla-
torer ur de N.

Om vi formulerar problemstalIningen ndgot annorlunda sé kan vi dock se mer likheter
mellan detvafallen: i bagge exemplen & ju uppgiften att fordelax stycken energikvanta

40f 9

R&kneodvning tva i termodynamik, hésten 2000



(2.12 i uppgiftskompendiet) Harled *degenerationsgraden av makrotillstanden for

over N partiklar. Eftersom frenkel defekterna bara kunde ta emot ett energikvantum var,
var antalet mojliga val for forsta kvantumet N och fér nastavar det N - 1, 0.s.v. Hur &r
urvalssituationen i det nyafallet ?

Ja, forstagangen vi skall placera ett energikvantum sa &r ju situationen som forut, d.v.s.
vi har N mgjligheter. Men eftersom en oscillator aldrig kan ‘méttas’ har vi juinte farre
valmojligheter nasta gang, utan ater igen kan vi vajavilken som helst av de N oscillato-
rerna som far kvantumet. Sa har haller det pa andatills all energi ar fordelad och vi
skulle darmed fa en degenerationsgrad som &r:

W = NX (EQ22)

Som vi ser i uppgiften & dettatyvarr interiktigt. Kan du se var i vart resonemang vi
gjort ett misstag ?

Misstaget ar att vi har raknat samma mikerotillsténd flera ganger. Om vi borjar med att ge
oscillator x ett kvantum och sedan ger nasta till oscillator y, sd har vi ju uppnétt exakt
samma tillstdnd som om vi borjat med oscillator y och sedan fortsatt med x. Dessa tva
fall har vi dock raknat som tva mikrotillstand och darmed fér vi ett felaktigt svar. Att
kompensera for antalet dubbelrakningar & dock mycket svart i dettafall eftersomalla
mikrotillsténd inte & raknade lika manga ganger. Exempelvis raknas ju tillstandet da
allakvanta hamnar i en oscillator baraen gang !

Vi maste alltsd hitta ett béttre st att raknaméjligheter att placera vara energikvanta dar
varje unikt tillstnd raknas precis lika manga ganger. Detta & inte alldeles |4t men vi
kan gora ett litet tankeexperiment for att underl&tta resonemanget. Tank er varje oscilla-
tor som en liten |ada och att vi stéller allaoscillatorer pavarandrai en stapel som dablir
N I&dor hog. Vi fordelar nu energin genom att stoppain varax energikvanta, som vi tan-
ker som smé energipaket, pa valfriastallen i stapeln och siger att en oscillator far alla
energikvanta nedanfér sig framtill nasta oscillator.

oscillator N
Energikvantum 1 . oscillator 6
m > oscillator 6 ==l W - |
Energikvantumet
tillhor
oscillator 6.
oscillator 1

Vid placeringen av det forsta energipaketet har vi darmed N olika stéllen att valjapé vi
har N platser innei stapeln plus bottenplatsen. Eftersom alla energikvanta méaste for-
delas kan vi inte |agga ndgra energikvanta ovanpa den 6versta oscillatorn. N&r vi skall
stoppain nésta energipaket finnsju dock det férstakvantumet med i stapeln, och antalet
majliga placeringar for kvantum nummer tvadr nu N + 1. Antalet placeringsmojligheter
fortsétter att 6kamed 1 for varje nytt energipaket andatills det sistafér vilken vi har
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(2.12 i uppgiftskompendiet) Harled *degenerationsgraden av makrotillstdnden for

N + x - 1 mgjligheter. For att bygga upp var stapel av oscillatorer och kvanta har vi
altsi

N x(N + 1) x(N +2) x4 x(N + x—1) = (':II\T—Xl_)'l)_! (EQ23)

Eftersom energikvanta & identiska kan vi dock inte rékna tva permutationer av kvanta
som tvatillstdnd, och darfor maste vi dela med antalet permutationer av energipaket for
att fa den korrekta degenerationsgraden:

W(x, N) = (;(%l_:l_)ll_)l (EQ 2.4)

V.SV.

[Om vi redan har ett energikvantum i stapeln sd &r det forstasingen skillnad om vi véljer
att placera nésta kvantum Gver eller under det forsta, och dessa tva mojligheter far
naturligtvis inte heller raknas som tvaftillstand. Det & dock enkelt att visa att dessatva
majligheter & precis desamma som majligheterna att borja med det ena eller andra
kvantumet och i b&dafall 14gga det andra kvantumet under (eller Gver) det forsta. M.a.o.
sa kompenserar vi for denna majlighet da vi kompenserar for antalet permutationer.]

Antalet mojliga tillstand om energin inte ar helt valbestamd

Dags for del tva vad blir degenerationsgraden for makrotillstanden uttryckt i termer av
energi och hur manga mikrotillstand kan vi totalt ténka oss om energin endast &r fast-
stélld inom ett visst intervall ? For att attackera denna fragestalIning &r det [ampligt att
beakta vad vi vet om det termiska jamviktstillstandet: i termisk jamvikt stéller det mak-
rotillstand in sig som har hogst degenerationsgrad. Eftersom det ingenstans star nagot
om ndgon omgivning med vilken systemet kan utbyta energi, kan man fraga sig vad ter-
misk jamvikt har innebér. Aven om systemet &r isolerat sdmaste vi dock haintern ter-
misk jamvikt, d.v.s. vi kan studera ett litet del system och lata resten av systemet utgora

omgivningen. Pa detta sitt kan vi studera lokala fluktuationer i inre energin.t

Om delsystemets energi okar nagot (vilket alltsiinnebar att det tar upp varme frén res-
ten av systemet) sd gar det mot makrotillstand med mindre och mindre degenerations-
grad (vi studerar har bara fluktuationer under vilka systemets temperatur &r konstant).
Detsamma géller om delsystemets energi sjunker ndgot (omgivningen tar upp varme
frén delsystemet).

Videnergin E & altsaderivatan T = 0 vilket innebér att for en liten forandring kring

E & Qi stort sett oférandrat. Det totala antalet mikrotillstand i energiintervallet [E,

1. Vi kan ocksa tanka oss att systemet en gang var i termisk jamvikt med en varme-
reservoar innan det isolerades. Det tillstand det sedan lamnats i méaste vara
jamviktstillstandet i forhallandetill varmereservoaren.

60of 9
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(2.12 i uppgiftskompendiet) Harled *degenerationsgraden av makrotillstanden for

E+ dE] & dérmed approximativt likamed Q (E), degenerationsgraden for ett makrotill-
stand, ganger antalet makrotillstand som rymsi energiintervallet.

Degenerationsgraden Q (E) far vi |4t genom att sattain uttrycket for energin, ekvation
2.1, i det uttryck for degenerationsgraden vi fann ovan, ekvation 2.4 . Detta ger:

aE N _,6
thw 2 @
W(E, N) = (EQ25)
&k _Noyy_q)
©€hw 29

Eftersom energiskillnaden mellan tvd makrotillstand & konstant lika med & = hw, blir
antalet makrotillstand i energiintervallet likamed dE /hw och slututtrycket foljer.

Plancks resultat for energin

Vi har redan ett uttryck for energini ekvation 2.1, s det vi behover gorai dettasteg &
att finna ett uttryck for x i termer av N. Vi befann ossi en liknande situation i uppgift 2.1
och kan darfor applicerasammarteknik. Vi utgér alltsa fran definitionen av absolut tem-
peratur:

Sp

% = & (EQ256)
och Boltzmanns / Plancks uttryck for entropin:
S = kInW (EQ2.7)
Dessutom ger uttrycket for totala energin, ekvation 2.1, att:
X = E_N (EQ238)
hw 2

Genom att sittain ekvation 2.8 i ekvation 2.6 och med hjalp av kedjeregeln far vi:

_ S o _ S L

1
T ~ &dxey,nedERy,y  edxdy, n hw (EQ29)

For att finna g%ir%v behdver vi ett uttryck for entropin och utgér da fran ekvation 2.7:
,N

S = KInw = k|n[w

J = [N, x>> 1] » kln[(’\)l(:N)l()!J (EQ2.0)

Nu anvander vi Stirlings formel for att gora oss av med fakulteterna och far d&
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(2.12 i uppgiftskompendiet) Harled *degenerationsgraden av makrotillstanden for

N + x) xIn(N + x) = (N + x) —xInx + x—=NInN + N] (EQ2.11)

S»
= N + x) xIn(N + x) —xInx—NInN]

—~

k[
k[

Nu kan vi utfora deriveringen:

gﬁi’gw = K[In(N+) + (N +) x

= K[IN(N+X)=Inx] = |<|ngi’-‘\')+"<;j

1
N +X—Inx—x><ﬂ (EQ2.12)

Vi sétter in ekvation 2.12 i ekvation 2.9 och far d&

1 N + x

1 = —
T = IN (EQ2.13)
~hw _, N+x
U T - |

hw
0 ek = N*X

X
~ _ N _ N
Ux= hw - ebhw _ 1
ekl —1
Dags att sittain resultatet i ekvation 2.1 varvid vi far:
—aN N 6y = W, hw

E=¢& +ebhw_18hw = N[ > +ebhw—1} (EQ2.14)

Plancks resultat for entropin

For att fafram ekvation 2.14 utgick vi ju fran ett uttryck for entropin och for att nu hitta
Plancks uttryck for entropin &r det 1ampligt att fortsdtta dér vi stannade sist, d.v.s. ekva-
tion 2.11 blir var nya utgangspunkt. | ekvation 2.13 hittade vi ett uttryck for x som vi nu
kan anvandaoss av. Vi skriver dock forst om det ndgot:

_ N _ Nebhw
X = gbtw _1 7 1 _gbhw (EQ2.15)

Sétter vi in dettai 2.11 far vi:

80f 9
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(2.12 i uppgiftskompendiet) Harled *degenerationsgraden av makrotillstanden for

k[a?\l N Ne—bhw S ><|n§$\| + Ne—bhw ) Ne—bhw Ne—bhw
e

1—ebhwg € " 1_gbhwg ] _gbhw 1_e—bhw_N|nN] (EQ2.16)

e—th O ‘|, é_e—th.‘.e—thbU e—th Ne—bhw
Nk §'+1_e—bhwﬂxln%Né 1 —ebhw ﬁg_l_e—bhw nl_e—bhw_lnN
NK[ @ + €20 Br N — In(L—ed)} — S {nN —bhw—In(1—e>™)} - InN
B+ gl INN = In(1—e P} — S InN —bhw— In(1—e2M)} ~InN |

Nk

Nk

r bhw
7InN —In(1-e®w) + ;m{ INN —In(1—e®™W) —InN + bhw + In(1 —e?hwW)} — InN]
r bhw
—bh
—In(1-e W)+eth_J
VSV.
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Raknedvning 3: kanonisk fordelning (kapitel 2
och 3)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har fragor om eller kommentarer till
resonemangen, s ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(2.141 6vningskompendiet) Dibormetan kan forekommai tre
olika konformationer [olika rotationsvinkel kring C-C-
bindningen]: tva gauchekonformationer med lika stor

ener gi och en antikonformation som har 35meV lagre
energi an de tva évriga. Berakna den procentuella andelen
antimolekyler i dibormetan som &r i termisk jamvikt med
omgivningen vid temperaturen 300 K !

Vad séger oss forutsdttningarna ?

* Provet &r i termisk jamvikt : utan att det & explicit uttryckt s innebar detta att sys-
temet under betraktelse dr i kontakt med ett stort system som agerar varmereservoar
och att ingen effektiv varmeutvaxling sker mellan systemet och varmereservoaren.
Temperaturen & darmed valbestamd och vi kan anvéanda oss av Boltzmann-
fordelningen.

* Vi intresserar oss for antikonformationen som utgdr en av tre méjliga konforma-
tioner. Dess energi & 35meV lagre an for de bada andra konformationerna.

Sannolikheten for ett visst mikrotillstand for ett system i termisk jamvikt med
omgivningen ges av Boltzmannfordel ningen (ekvation M2.22, sida 56):

p, = %Xe_bE

" (EQ12)
1
KT
mikrotillstdnden av de tre konformationerna och vi vill ta reda pa andelen av moleky-

dér konstanten b = kallas temperaturkoefficienten. | vart fall utgors de méjliga
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(2.15i 6vningskompendiet) Vid Big Bang fanns &nnu inga atomk&rnor men gott om

lernai ett makroskopiskt prov som befinner sig i antikonformationen. Men denna andel
ar ju precis lika med sannolikheten for att en enstaka molekyl upptrader i antikonforma-
tionen och déarmed f&r vi svaret direkt ur ekvation 1.1.

Till en borjan behover vi tillstdndssumman Z :

o
Z = a e_bEr = e_bEami + Ze_bEgauche (EQ1.2)
r

Vi har inte ftt ndgon nollniva pa energin definierad utan kanner baratill skillnaden i
energi mellan antikonformationen och de béda andra. Eftersom vi dock inte &r intresse-
rade av tillstdndssummans vardei sig, utan bara sannolikheten for antikonformationen,
récker dock detta alldeles utméarkt. | ekvation 1.1 forekommer ju en eventuell konstant
energiterm som definierar var nollnivai varje term och forsvinner darfor genom divi-
sionen. Vi kan alltsd siitta Egq  che = 0 0ch Egpy = -35meV och rékna pd. Vi anvander

alltsa dessa varden och temperaturen T = 300 K, och sétter in ekvation 1.2 i ekvation
1.1:

0.035 x1.6 x10-1°
©1.38 x10% x300

Panti = Gommieao® -~ 0.66 (EQ1.3)

@138 X102 x300 4 2

Allts& andelen antimolekyler i provet ar 66%.

(2.15i 6vningskompendiet) Vid Big Bang fanns ahnu inga
atomkarnor men gott om fria protoner och neutroner.
Andelen neutroner avtog i takt med att universum svalnade,
vilket kan forstas genom att betrakta protonen och neutronen
som en och samma partikel i tva olika tillstand: skillnaden
I energi kan vi berékna ur skillnaden i massa. Berékna
andelen neutroner vid tillstand av termisk jamvikt vid

temperaturerna 101 K, 1019 K och 10° K ! Jamfor med
figuren!

Ater igen studerar vi system i termisk jamvikt med omgivningen och &ter igen &r vi
intresserad av andelen av ett makroskopiskt prov som befinner sigi ett visst mikrotill-
sténd. L 6sningen bér m.a.o. vara analog med férra problemet och handlar alltsd om att
sétta upp ett berakningsbart uttryck fér Boltzmannfordel ningen:

1 bE e—bEn
== "= — EQ2.1
Pn =37 oPE, 1 o PE, EQ2D)

dar indexen p och n stér for neutron resp. proton. Det forsta vi fragar oss ar vad ener-
giskillnaden mellan proton och neutron &r. En blick i Physics Handbook ger oss:

e m, = 1,672623 x10-%" kg

20f 8
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(3.6 1 6vningskompendiet) Vi studerar en kristall uppbyggd av atomer vars karnor

* m, = 1.674929 x10-2" kg

Masskillnaden &r alltsdinte sa stor:

* Am=m,-m,= 2.306 x10-0kg

Detta motsvarar en energiskillnad (multipliceraDm med ¢?) som &r:

* DE = 2.072529 x10-13]

Liksom i forra uppgiften [&ter vi det hogre tillstandets (neutrontillstandets) energiniva
utgtra nollnivan och for de tre temperaturerna som &r givnai uppgiften far vi foljande
andelar neutroner (beréknat med hjélp av ekvation 2.1):

Temperatur (K) Berdknad neutronandel Neutronandel enligt graf
101t 46% 47%
1010 18% 23%
10° 3 x10-5% 13%

Jamfor vi med figuren i uppgiften ser vi att vart resultat stdmmer mycket bra med figu-

rensi fallet T = 101 K men samre och samre d& temperaturen sjunker. Vart resultat ger
klart for |&ga vérden pé neutronandelen vid de tva |agre temperaturerna. Uppenbarligen

fungerar var modell endast hjalpligt vid 109K ochinteallsvid 10° K. Forklaringen lig-
ger i att nukleonerna borjar bilda atomkarnor mellan dessa temperaturer.

(3.6 1 6vningskompendiet) Vi studerar en kristall uppbyggd
av atomer vars kérnor har spinn 1. Varje kérna kan darmed
befinnasigi kvanttillstanden m= -1, O eller +1, dar m &r ett
métt pa projektionen av spinnet langs en sarskild kristallaxel.
Energin for en kérnai tillstandet m= -1 eller m=+1 & ¢ och
for karnor i tillstandet m= 0 & energin noll.

(a) Hérled ett uttryck for atomkarnornas bidrag till den
mol&rainre energin, som funktion av temperaturen !

(b) Harled ett motsvarande uttryck for motsvarande bidrag
till entropin !

(c) Berékna, genom att direkt rékna det totala antal et
tillgangligamikrotillstand, det nukle&ra bidraget till entropin
vid mycket |dga temperaturer. Gor berakningen aven for
mycket hoga temperaturer. Visa att resultatet fran (b) antar
motsvarande varden dAT® 0 resp. T® ¥ |

(d) Gor en kvalitativ graf som visar hur det nukledra bidraget
till kristallens moléra varmekapacitet beror av

temperaturen ! Berékna sedan temperaturberoendet explicit !
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(3.6 1 6vningskompendiet) Vi studerar en kristall uppbyggd av atomer vars karnor

Vad blir temperaturberoendet vid mycket hdga
temperaturer ?

Vi antar att systemet kan betraktas som i termisk jamvikt med en vérmereservoar, vilket
innebdr att vi kan anvanda Boltzmannfdrdel ningen.

(a) Energin

For att berdkna den molédra energin vid en viss temperatur behdver vi sannolikheterna
for de tre mojligatillsténden som funtion av T, eftersom energin kan tecknas;

3
U = Nax@Q Uixp = NoX(2eXpy; +0xpg) = 26N, Xp.; (EQ31)
i=1
Tvaéan kommer av att sannolikheternafor m= 1 och m=-1 &r ju lika stora. Det racker

alltsd att berakna sannolikheten for m + 1 och dennafér vi m.h.a. Boltzmannférdel nin-
gen:

Per = 5= = —%— (EQ3.2)

Foljdaktligen blir den inre energin per mol:

e
e kT
U = 2eN, x——— (EQ33)

20 K +1

(b) Entropin

For att fafram entropin kan vi gatillvaga patvaolika sitt. Forst testar vi att réknafram
den med samma metod som vi anvénde for energin, d.v.s. direkt ur tillstdndens sanno-
likheter givnaav Boltzmannfordelningen. Vi har ju ndmligen att:

]
Smatomkéma = _ka Pr In Pr (EQ3.4)
r

Eftersom summeringen gors éver alatillstand behdver vi aven sannolikheten fér m= 0-
tillstandet, vilket vi 14t finner ur ekvation 3.2 med ¢ ersatt med 0. Daféar vi (for den
mol&ra entropin):

40f 8
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(3.6 1 6vningskompendiet) Vi studerar en kristall uppbyggd av atomer vars karnor

e e .
= & -= 0
KT KT ; e
= —N_k 2ee In& ee "+ i Ing g (EQ3.5)

2V +1 EeW+10 2610 +1 ek 417

o e

—= . In®e kT +10

= —Nak e ':*é_-k:i:z_ In‘é‘?e + 1gg— o
2e KT +1 2e KT +1

e
NK | 2ee kT

e e
+ Be kT 4 10|nBe kT 4 10
gﬁe 1ﬂln29e 1

€
= -+ 3 _E:I'—.'. 0
= NakInZe 1
B KT 4 10
Be 1

Detta ar vart svar. Efter att vi kampat ossigenom denna‘rarékningsmetod’ tankte jag nu
taen aternativ 16sning, som visar sig varamycket enklare. | slutet av kapitel 2 defini-
erades Helmholtz fria energi, F, i all hast:

F=U-TS (EQ3.6)
Det namndes dér att dennavar den grundldggande termodynamiska storheten for system
i jamvikt med varmereservoarer (hédanefter helt enkelt kallade jamviktssystem). Helm-
holtz friaenergi har en enkel koppling till tillstandssumman, som &r den grundl&ggande
statistiska storheten for dessa system:

F = KTInZ (EQ37)

Jamfor vi ekvation 3.6 och ekvation 3.7 ser vi att det finns ett valdigt smidigt sétt att fa
fram entropin for jamviktssystem:

_U-F _ U+kTInZ
T T

S (EQ38)

For att kunna utnyttja detta samband maste vi alltsa kanna energin och tillstandssum-
man, men bada dessa storheter beréknade vi ju i a-uppgiften. Satter vi in vararesultat
darifran far vi:

S= T82eNa x——+kN aTInRe K+ 10 (EQ3.9)
e 2e KT +1 2
e
ZeNa e_ﬁ -& ..
= Ay = kT 4 10
== +kN,In&e KT + 10
2e KT +1
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(3.6 1 6vningskompendiet) Vi studerar en kristall uppbyggd av atomer vars karnor

vilket & samma resultat som ekvation 3.5. Det kan allts& [6na sig att studera Helmholtz
friaenergi i problem som ror jamviktssystem !

[En liten kommentar angdende tillstandssumman i ekvation 3.9 kan varapasin plats.
Jamfort med tillstAndssumman som anvéndesi ekvation 3.2, 1&t osskalladenZ;, sd &r

tillsténdssumman nu Z = Z}%=. Tillst&ndssumman for systemet &r alltsd helt enkelt

produkten av tillstdndssummorna for de enskilda partiklarna. Alternativt kan man se
resultatet som att Helmholtz fria energi for en mol & N, ganger F for en atomkérna. Se

Mandl, avsnitt 3.1 och 3.2.]

(c) EntropinvidT —=00chT — ¥

Vid absoluta nollpunkten &r den termiska energin noll och d& maste alla atomkarnorna
héllasigi det energetiskt |4gsta tilistndet, d.v.s.m = 0. Det finns bara ett enda sétt att
astadkomma detta och antalet mikrotillstand for T =0 &r alltsa 1, vilket ger ossen

entropi, S = kInW, som &r noll.

Vart beraknade uttryck, ekvation 3.9, bérjar med en term som blir noll vid absoluta noll-
punkten, eftersom exponentialtermen i taljaren gar snabbare mot noll &n den linjarater-
men i ndmnaren. Den andra termen blir helt enkelt In 1 vilket ju ocksa & noll, och
foljdaktligen stammer det med vart sista resonemang.

Vid mycket htga temperaturer s spelar energiskillnaderna mellan de olika tillstdnden
ingen roll och varjetillstand &r foljdaktligen lika sannolikt i dettafall. Detta makrotill-
sténd svarar alltsd mot alla tankbara mikrotillstand, och entropin blir:

S = kInW = kIn(3") = kN,In3 (EQ 3.10)

Om vi ater jamfor med ekvation 3.9 ser vi att forsta termen gér mot noll JAT ® ¥, och
andra termen gér mot just kN,In 3, d.v.s. vi kan varandjda med vér berékning &ven

denna gang.

(d) Varmekapaciteten

Med ledning av vad vi fétt fram hitills, hur bor varmekapaciteten forandras med
temperaturen ?Vid T =0 &r ju alla atomkarnor i sitt energimassigt 1agstatillstand. Om
vi mycket |angsamt okar temperaturen kommer férst ingenting handa eftersom ingen
atom kan exciteras forran den inre energin kommit upp i . S snart temperaturen upp-
nétt ett varde som motsvarar denna energi sd kan en karnaga éver i ett exciterat tillstand
och med 6kande temperatur blir det snabbt fler. VVarmekapaciteten borde alltsd dka brant
frén noll davi |amnar absoluta nollpunken.

Vid mycket hdgatemperaturer & den inre energin mattad: allatilstand &r lika sannolika
och det har ingen betydel se om vi tillfér mer varme. M.a.0. maste varmekapaciteten ga
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(3.6 1 6vningskompendiet) Vi studerar en kristall uppbyggd av atomer vars karnor

ned till noll igen dA T uppnétt en viss troskel och fortsatter cka. Grafen av varmekapac-
iteten kan alltsa tdnkas se ut ungefar sa har:

Cr
A

\4
~

Nér vi skall berékna varmekapaciteten kan vi utnyttja att da vi bara skatitta pa det
nukledra bidraget till véarmekapaciteten sd kan vi studerafallet att inget arbete utfors pa
systemet. | dettafall ger den forsta huvudsatsen att:

- Qo _ Vs
E édT gE éﬂT QE (EQ311)

[Vi tittar ju nu inte paen gas utan paen kristall, sdfrénvaro av arbete innebar hér att den
elektriskafaltstyrkan & konstant.]

Sétter vi in ekvation 3.3 i ekvation 3.11 far vi:

o 2MNa i @ @a i 4+ 10_ BT w6 1T X0 EQ3.12
T - _e 2 kT2 € g € KT 20 (EQ3.12)
@e KT + 10
& @
2e e 2e 2 e
S %N, 5|26 KT+ M _2e k| = 26N, e KT
€ e
2B kT 410 288 kT 4 10
KT g?e +15 KT g‘?e +15
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(3.6 1 6vningskompendiet) Vi studerar en kristall uppbyggd av atomer vars karnor

Denna funktion ser ut s hér grafiskt (alla konstanter &r sattatill 1):

CE T T T T

T

vilket stAmmer bramed vért antagande.
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Andra huvudsatsen (kapitel 4) och hur man
beraknar entropiandringar

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(4.3) Tvakarl innehdller N molekyler varderaav sammaideaagas.
Ursprungligen halls karlen isolerade frén varandra och vid samma

temperatur, men trycket i det enakérlet & P medan det i det andra
ar P9. Vad blir &ndringen i hela systemets entropi om vi férenar

karlen och vantar tills jamvikt &er har stallt in sig ? Visa att denna
andring &r icke-negativ !

Vi borjar som vanligt med en analys av forutséttningarna:

* |deal gas =>inre energin per mol & oberoende av tryck och volym, E° E(T).

* Eftersom inget varme tillfors utifrén och inget arbete utréttas pa det fullstandiga
systemet (kombinationen av de tva kérlen) maste det totala systemets inre energi
varaofrandrad av processen. Dainre energin per mol endast beror av temperatu-
ren, som i ursprungstillstandet & densammai bagge delsystem, sd maste sluttempe-
raturen vara lika med begynnel setemperaturen.

DE=0=>T9=T9=Tg,=T

For att ta fram entropiandringen vid denna process &r det |ampligt att utga fran den
grundl&ggande termodynamiska identiteten:

dE = TdS-PdV (EQ1.1)

Detta uttryck galler for alla processer som tar systemet frén ett jamviktstillstand till ett
annat, som ligger infinitesimalt néra det forsta. | praktiken innebar dettaatt vi kan rékna
med detta uttryck endast da vi foljer en reversibel bana (eller en bana som skulle vara
reversibel om vi kan forsummaall friktion). | var uppgift studerar vi en process dar vi
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(4.3) Tva karl innehaller N molekyler vardera av samma ideala gas. Ursprungligen

plotsligt tar bort en barriar mellan tva delsystem vars tryck kan vara mycket olika. Det

& uppenbart att denna process inte gér enbart via narliggande jamviktstillstand, utan vi
har ett betydande steg av ojamvikt fran det att barridren tagits bort tillsjamvikt ater stallt
insig.

Vi & dock baraintresserade av andringen i systemets entropi som processen ger upphov
till och dakan vi utnyttjaatt entropin ar en tillstandsfunktion. Dettainnebar att vi inte
behover rakna pa den verkliga bana som processen féljer utan kan rakna pé en teoretisk
reversibel bana som borjar och slutar i samma tillstand som den verkliga processen.
Detta &r ett “trick” vi ofta kommer att anvéanda.

Vér forstauppgift blir alltsi att ersétta den verkliga, ‘besvérliga, processen med en pro-
cessvi latt kan rakna pa. Vi kan t.ex. dela upp processen i tva steg:

1. Flyttabarridren mellan delsystemen reversibelt och isotermt s att de tva delsyste-
men f&r ssmmactryck. Om P9 < P9 saflyttar vi alltsd barridren mot system 1 sd att
P, 6kar och P, minskar.

2. Nér Py = P, tar vi bort barridren. Eftersom bagge system har exakt sammatryck och
temperatur (de intensiva variablerna) ar systemen i jamvikt, och avlagsnandet av
barrizren kommer inte péverka systemet som helhet. Detta steg medfor alltsdingen
forandring av entropin.

[Att sammanfdrandet av tva identiska system i jamvikt inte kan ledatill en entropi&n-
dring &r kanske inte helt savklart: man kan ju forestalla sig ett tillskott p.g.a. blandn-
ingsentropi. Eftersom molekylerna &r identiska blir dock detta tillskott noll — det spelar
ingen roll om en viss molekyl i en vissdel av hela systemet ursprungligen kommit fran
delsystem 1 eller 2. En helt annan situation rader om vi blandar tva gaser som skiljer sig
frén varandra. Dafar vi mycket riktigt ett bidrag fran blandningsentropin som &r skiljt
fran noll. Vid berakningar p& sddana system upptackte man att termen dock inte
forsvann om man kontinuerligt 18t gaserna ndrma sig varandra och bli identiska, och
detta resultat fick namnet Gibbs paradox. Lésningen till paradoxen gavs av insikten att
en kontinuerlig 6vergang frén att amnena &r skiljdatill att de ar identiska, & omajlig. ]

Vi stker hela systemets entropiandring som ju maste vara summan av andringarna for
delsystemen (entropi & en extensiv variabel), och kan darfér skriva:

DS = DS, + DS, (EQ12)
L&t oss rakna pa entropiandringen for system 1. Enligt resonemanget ovan uppstar and-

ringen helt och héllet i delprocess 1 och da denna &r isoterm vet vi att inre energin &r
konstant (gasen &r ideal). Ekvation 1.1 ger under dessa férutsattningar alltsa:

v, i
P.dv
ds, = 1T b DS, = C\)P'rﬁ (EQ13)

Ve

[I det generellafallet skall det naturligtvis vara det yttretrycket som férekommer i ovan-
sténde arbetsterm, men eftersom vi hér studerar en reversibel process savet vi att yttre
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(4.3) Tva karl innehaller N molekyler vardera av samma ideala gas. Ursprungligen

ochinretryck alltid & identiska, varfor vi kan séttain Py i var rékning. Se separat doku-

ment pa http://fy.chal mers.se/~jpf/teaching/stat_fys.html for ett utforligt resonemang
kring detta.]

Eftersom vi &r intresserade av ett uttryck i termer av tryck & det 18mpligt att integrera
Over trycket istéllet for volymen, och vi utnyttjar dérfér ideala gaslagen (med bivillkoret
att temperaturen & konstant) enligt:

PV =NKkT P V= —N—ET—D (dv); = _'E';po (EQ1.4)

pimv

_ o adP_ pimv

p DSl = —Nk OTD— = —Nkln—|5-1()—
P

Pa motsvarande sétt far vi att entropiandringen for det andra systemet blir:

pPimv
DS, = —Nklnﬁ (EQ 15)
2

Det vi saknar nu & ett uttryck for trycket som réder da de tva delsystemen &r i jamvikt
med varandra, och for detta andamal anvander vi ideala gaslagen for det slutgiltiga,
blandade, tillstandet:

pimv = NsutKTaue _ 2NKT _  2NkT  _ 2P9P3 €016
Vslut V1+V2 NkTaBi_,_lf) Pj(_)"'Pg .
epo  pog
1 2
Nu kan vi berékna den totala entropiandringen:
i - imv {j POPY PO + P9)2
DS = —Nkj InP== + InP20 = kN In—L 2 = kN|n% (EQLY)
i Py P (Pim) 4P9PS

Detta & vart dutgiltigaresultat. Lat oss studerarimligheten i det. For specialfallet att
P =Py, d.v.s. att delsystemen &r i jamvikt med varandrafrén forstaborjan, sd blir entro-

piandringen noll, vilket & precisvad vi bor forvanta oss. Nagot mer problematiskt &r
extremfallet att nagot av trycken & noll, d.v.s. att den ena behallaren & evakuerad. |
dettafall séger ekvation 1.7 att entropiandringen blir oéndlig och ekvation 1.6 ger att det
slutgiltigatrycket blir noll. Dettatill synes orimliga resultat stmmer endast om vi ska-
par vakuum genom att |1&ta volymen for kérlet ga mot oandligheten. | det mer realistiska
fallet att vakuum skapas genom att vi minskar partikelantalet till noll i en éndlig volym,
sablir resultatet inte korrekt. Detta beror pa att vi i harledningen av 1.6 och 1.7 dels satt
partikelantalet N konstant i bagge kérl, och dels anvéant ideala gaslagen vid fleratillfal-
len. Bagge dessa steg blir otilldtna om ett av varaandligakarl & helt tomt pAmolekyler.
Det &r alltsd viktigt att inse begransningarnai resultatet vi fatt fram.
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(4.5) En mol 6verhettat vatten férangas vid 110°C och atmosfarstryck. Berakna

Som sistadel i uppgiften skall vi visaatt entropiandringen &r icke-negativ oavsett vilken
var utgangspunkt &r. Detta ar enklast att gora rent matematiskt. Tecknet pa entropiand-
ringen beror, enligt ekvation 1.7, pd om uttrycket

(PP + PY)?

EQ 1.8
4P9PY Q18

& mindre eller storre &n ett. Om det kan bli mindre &n ett blir logaritmen negativ och
darmed skulle vi fa en effektiv minskning av entropin. M.h.a. kvadratkomplettering av
néamnaren kan vi visa att sdicke &r fallet:

(P2 +PY? _ (P + PY)?
4P9PY  (PY+ PY)?+ 2PYPY— (P2~ (PY)?

(EQ1.9)

(PP +P9)? _ 1
(PP+P9)Z-(PP-PY? ~ — (PI—P3)?
(P +Pg)?

Eftersom kvoten i sistaledet enbart innehaller kvadrater, maste den varastrre eller lika
med noll, och darmed blir hela uttrycket storre eller likamed ett. Alltsablir logaritmen i
ekvation 1.7 storre eller likamed noll, vilket skulle visas.

(4.5) En mol dverhettat vatten férangas vid 110°C och
atmosféarstryck. Berakna entropiandringen forutsatt att

Lentropin for 110-gradigt vatten i vétskefas ar konstant for tryck i
intervallet 1 atm till 1.4 atm,

2vatten och vattendnga & i jamvikt vid 110°C och 1.4atm tryck och
forangningsvarmen vid dessa forhdllanden & 4:10* Ymol,

och Svattendnga beter sig som en ideal gas da trycket & mellan 1
atimoch 1.4 atm ! Berdknasedan vilket fel det sistaantagandet |eder
till om det i det givnaintervallet istéllet galer att

aVe _ R 3 |
o, I3+O.46cm oK !

Vi & intresserade av andrigen i entropi som ju ar en tillstandsfunktion och darmed &r
andringen endast beroende av begynnelse- och sluttillstand. Vi kan altsa studeravilken
vag mellan start- och duttillstand som helst, och de tre forutséttningarnavi fatt signa-
lerar att det kan varaen god idé att dela upp processen i tre reversibla steg (som inte
nddvandigtvis behdver vara genomforbarai verkligheten).

1. Forst hojer vi trycket isotermiskt till 1.4 atmosfarers tryck utan att ndgot vatten
forangas. Forutsattning nr. 1 ger att entropiandringen i detta steg &r noll.
[Givetvis skullevi enkelt kunna foranga vattnet ocksa vid atmosfarstryck, men efter-
som vatten och &nga dainte &r i jamvikt vid T = 110°C, blir férangningen dainte
reversibel ]
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(4.5) En mol 6verhettat vatten férangas vid 110°C och atmosfarstryck. Berakna

2. Nértrycket & uppei 1.4 atmosfarer behdller vi dettatryck och forangar nu all vatska
till &nga. Eftersom temperatur och tryck ar konstanta gér all varme som tillfors syste-
met till foréngningen av vattnet (se uppgift 1.7, raknedvning 1), och foljdaktligen
blir den tillférda varmemangden Q, = 4 x104 J (det & en mol vatten som férangas).
Om forangningen sker reversibelt (aterigen &r detta fullt genomforbart i teorin
medan det i praktiken blir svérare, men detta bekymrar ossinte) sa kan vi skriva:

= d4Q
as = T (EQ2.1)
och eftersom temperaturen &r konstant under hela processen far vi da att:

_Qy _ 4x104 _
DS = —_T_— = m = 104.4 JK (EQ22)

3. Slutligen maste vi dter sanka trycket reversibelt vid konstant temperatur T=110°C.
Forutsattning tre sager att vi kan betrakta vattenangan som en ideal gas, vilket for en
isotermisk processinnebér att den inre energin &r konstant. Forsta huvudsatsen leder
datill att:

1am

1 atm
d . dpP
Q, = -W, = PdV = -RT A = = RTInl4 (EQ23)
i i Q4atm 149 P
. m

dér vi i nastsistaledet anviant ideala gaslagen. Aven detta steg & en isotermisk,
reversibel process, och entropiandringen blir foljdaktligen:

DS; = = = RInl4 = 28JK (EQ 2.4)

Den totala entropiandringen blir summan av de tre stegens andringar, d.v.s.
DS = 0+ DS, + DS; = 107 JK (EQ25)

Som sista uppgift skall vi undersdka hur bra approximationen i del 3 &r, d.v.s. hur kor-
rekt &r det att approximera vattendngan som en ideal gas. Det anges att vi som ett mer
korrekt uttryck 8n allménna gaslagen skall anvénda oss av

Ve _ R 3
é‘nTﬂp S + 0.46cm3 oK (EQ 2.6)

Som den hér ser ut, tycks ekvation 2.6 inte hjal pa oss séarskilt mycket, men med hjalp av
en av Maxwells relationer visar den sig dock mycket anvandbar. Vi anvander oss av
ekvation M4.51 (sida 113 i Mandl) som sager att:

A - _adVe
ePg;  eTg, EQ27)
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(4.14 i kompendiet) Ett system med Cp = 8.4kJ/K varms upp isobariskt fran 0°C till

Eftersom véar del processjust ar en tryckokning vid konstant temperatur, och vi & intres-
serad av vilken entropiandring detta medfor, ger en integration av ekvation 2.6 alltsa
svaret direkt:

latm . latm "
DS, = & B0 gp = & —2&_ 046 x10-0dp (EQ258)
83 Q.Aatm eﬂpﬁT Q.4atm eP 2

= RIN1.4 + 0.46 106 x(1.4 — 1) x10°

En jamforelse med vart forra resultat, ekvation 2.4, ger att felet p.g.a. idealgas-approxi-
mationen &r:

ds

approximationsfel = 0.019JK (EQ2.9)

vilket & valdigt lite. Approximationen visar sig alltsa varagod.

(4.14 i kompendiet) Ett system med Cp = 8.4kJK va&rms upp
isobariskt fran 0°C till 400°C. Berakna universums entropiandring
om uppvarmningen sker genom att

3 det nol Igradiga systemet bringasi kontakt med en vérmereservoar
vid T = 400°C,

dler P det nollgradiga systemet forst bringasi kontakt med en
varmereservoar vid T = 200°C, och nér jamvikt med detta stéllt in
sig varms det upp den sista biten m.h.a. en varmereservoar vid

T =400°C.

% Hur skulle vi kunnavarma upp Systemet utan att universums
entropi paverkas ?

Vi studerar har ett system varsvar mekapacitet far antas konstant inom det tempera-
turintervall som &r av intresse. Eftersom trycket anges varakonstant under hela proces-
sen, och davi har den isobara varmekapaciteten, ar det |t att beradkna det tillforda
varmet:

673.15
Qoe 400 = Q CpdT = 400 x8.4 x103 = 3.36 x106J (EQ31)
73.15

For att ber&kna den entropi&ndring uppvarmningen innebar for systemet anvander vi oss
som vanligt av att entropin ar entillstandsvariabel, och att vi darfér kan studera entropi-
andringen langs en reversibel bana (vilket pa formelsprak innebér att vi sitter

dQ = TdS —sediskussionen pa sidor 86-87 i Mandl). Dafar vi:
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(4.14 i kompendiet) Ett system med Cp = 8.4kJ/K varms upp isobariskt fran 0°C till

T=400°C 1dQ 673.15 dar
DS = A =dQ =Co.y — (EQ3.2)
System Q:O"C T PQ73.15 T

673.15
273.15

7.58 x103J/K

8.4 x103 xIn

Frégan & nu vad andringen i varmebadets entropi blir for de tvafallen.

a: Ett enda varmebad vid T = 400°C

Frén forsta huvudsatsen och ekvation 3.1 kan vi dra slutsatsen att varmemangden som
l&mnar varmereservoaren & 3.36 x106 J. Eftersom temperaturen for reservoaren ar kon-
stant far vi darmed 14t fram entropiandringen enligt (jamfér med ekvation 2.2):

—3.36 x106
DSomgivning = W » —BkJK (EQ3.3)

[Observera att téljaren ar negativ eftersom Q alltid &r definierad som varme tillford sys-
temet under betraktelse.]

For att berékna den resulterande entropindringen i universum légger vi helt enkelt ihop
systemets och reservoarens entropiandringar:

DS, niversum = 7-58-5» 2.6kJK (EQ3.4)

b: Tv& varmebad vid T = 200°C resp. T = 400°C

Denna gang sker uppvarmningen via tva isobariska processer och vi maste berdkna
entropiandringen for omgivningen i tvasteg, dar det fran omgivningen bortfordavarmet

i bagge fall & Q"% = 1.68 x108J.

—1.68 x106
DSt omgivning — W‘ » —3.55kJK (EQ35)
-1.68 x10°
DSZomgivning = W‘ » —2.5kJK (EQ3.6)
(Dsomgivning =Dst omgivning * DS omgivning) » —6.05kJK (EQ3.7)

Den totala minskningen av omgivningens entropi blir nu alltsa nagot stérre och folj-
dakligen blir aven dkningen av universums entropi lagre:

DS, iversum = 7-58—6.05 » 1.5kJK (EQ3.8)
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(4.14 i kompendiet) Ett system med Cp = 8.4kJ/K varms upp isobariskt fran 0°C till

¢: Hur minimerar vi 6kningen av universums entropi ?

Uppenbarligen minskar entropiékningen da antalet steg i uppvarmningen okar. Ju storre
temperaturskillnaden mellan system och varmebad &r, desto storre skillnad blir det mel-
lan systemets entropi6kning och varmebadets entropiminskning. Det ultimata séttet att
varma upp systemet &r alltsd med ett oandligt antal varmereservoarer mellan vilka tem-
peraturen Okar i infinitesimala steg fran 0°C til 400°C. Detta skulle precis motsvaraen
reversibel uppvarmning, och det generella svaret pafragan &r alltsd gor processen sa
narareversibel samgjligt !
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Raknedvning fem
termodynamik, hosten
2000

Termodynamiska potentialer och relationer
(kapitel 4)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(4.4) En mol kvéveoxid sonderfaller i N, och O, vid T; = 25°C
och P, = 1 am. (Indexeni och sindikerar inital- och slut-tillsténd.)
Vid denna process 6kar entropin med 76JK och entalpin minskar

med 8.2 x 104J. Vad blir 8ndringen i Gibbs friaenergi ?

[Har dyker ett flertal olikatermodynamiska potentialer upp, sa det kan vara vettigt att
borjaresoneralite kring vad de innebér. Entalpin, H, dok upp redan under forsta
raknebvningen och i tillagget (som finns pa nétet — jag hann aldrig gaigenom det pa
6vningen) kom vi fram till att denna potential precis motsvarar varmet somtas upp fran
omgivningen vid en kemisk reaktion. | vart fall & ental piandringen negativ vilket
innebér att systemet avger varme vid reaktionen, d.v.s. sonderfallet & en exoterm reak-
tion.

Gibbs fria energi kommer oftatill anvandning nér vi studerar experimentella forlopp.

Skdlet till detta &r att de naturliga variablernal for G & trycket och temperaturen, och

de &r ju badarelativt |4tta att experimentel It méta. Liksom Helmholtz fria energi, F, kan
vi ocksd anvandaG for att avgorajamviktstillstandet for ett system. Regeln & namligen
att jamviktstillstandet alltid motsvarar minimumii fria energin (Gibbs eller Helmholtz).]

Den matematiska definitionen av Gibbs fria energi lyder:

G° E+PV-TS (EQ1.1)

1. Om vi for ett visst system kan uttrycka en termodynamisk potential i dess naturliga
variabler, kan vi utifran detta uttryck fullstandigt beskriva jamviktstillstandet for sys-
temet
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(4.4) En mol kvaveoxid sonderfaller i Ny och O, vid T; =25°C och P; =1 atm.

Eftersom entalpin &r definierad enligt:
H° E+PV (EQ12)
kan vi uppenbarligen skriva Gibbs friaenergi i termer av entalpi istéllet for energi:
GO°H-TS (EQ1.3)

| uppgiften & det givet att initial- och sluttillstanden har samma temperatur. For detta
fall leder ekvation 1.3 till:

(DG); = DH-TDS (EQ14)

[Eftersom Gibbs fria energin & en tillstandsfunktion vet vi att andringeni G &r obe-
roende av om temperaturen kar under processen eller inte — varje jamviktstillstand
motsvaras av ett entydigt varde pa varje tillstandsfunktion.]

Andringen i entalpi och entropi & givnai uppgiften, liksom initial- och sluttemperatu-
ren, och vi far darmed:

DG = —8.2 x10%—298.15 x76 » —105kJ (EQ 1.5)

Resultatet visar allts att Gibbs friaenergi skulle minska om gasen sonderfall i sinakon-
stituenter, men anda visar sig kvaveoxid vara stabil vid rumstemperatur ! Hur gér detta
ihop ? For att forklara detta maste vi kannatill lite teori for hastigheten med vilken

kemiskareaktioner sker. Oftafdljer frekvensen med vilkamolekyler i systemet reagerar

den s.k. Arrheniusekvationent

Ea
f=fyxeRT (EQ 1.6)

dar aktiveringsenergin, E,, & uttryckt som energi per mol. Aktiveringsenergin & den
energibarridr som maste dverskridas for att reaktionen skall fortskrida (se nedanstédende
figur). Aven om energin for det slutgiltiga jamviktstillstandet & |&gre &n ursprungsill-
sténdet sa okar systemets energi alltid i bérjan av reaktionen. Annars skulle ju
ursprungstillsténdet vara fullstandigt instabilt. | vart fall kanner vi intetill hur stor
barridren & savi kan inte rakna ut ndgot varde for sonderfallsfrekvensen i ekvation 1.6,
men eftersom vi vet att kvéveoxid & “ skenbart” stabilt vid rumstemperatur kan vi dra
slutsatsen att aktiveringsenergin maste vararétt stor.

1. Efter svensken Svante Arrhenius (1859-1927), som for évrigt var AgnesWoldsmorfar (se GPi
sindags).

20f5 Raknedvning fem i termodynamik, hdsten 2000



(4.7) Vad &ar det maximala nyttiga arbetet som kan utvinnas da vi kyler en mol ideal

A
A
Ea
>
NO No+O,

(4.7) Vad & det maximala nyttiga arbetet som kan utvinnas da vi
kyler en mol ideal gasvid konstant volym fran T, till Ty, dar Ty &r

omgivningens temperatur ?

Det maximala arbetet utvinns alltid genom att kyla systemet reversibelt (i verkligheten
“sa reversibelt som mgjligt”). Enligt ekvation M4.61, sida 103, har vi da:

-W mx = —DE-P,DV +T,DS = T,DS—-DE (EQ21)

dér vi i sista steget utnyttjat att volymen inte andras. Eftersom vi studerar en reversibel
kylning tar andra huvudsatsen formen M4.13a:

das = d—$— (EQ2.2)
och vi kan darmed skriva:

[ dQ )
ps=0 T = [1:aHSfor konstant volym => Q=DE] (EQ23)
0

TONTT
Vi vet egentligen inte mycket om hur Cy, ser ut for den ideala gasen, men pa sida 87

nadmns ett resultat som vi kommer hérledaléngre fram, ndmligen att energin for enideal
gas under vissa omsténdigheter ges av:

E = gNkT (EQ2.4)
och av detta framgér att varmekapaciteten ar konstant. Alltsa far vi:

TO
DS = Cy/l n_l_— (EQ 2.5)
1
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(4.15i kompendiet) Studera ett system av N magnetiska atomer med spinn 1/2. Vid

Eftersom varmekapaciteten &r konstant far vi ocksa latt att:

E(To) Jo
DE=0 dE=C,0dT =Cy(T,-Ty) (EQ26)
E(Ty) Ty

Dérmed kan vi berékna det maximala nyttiga arbetet till:

T
W, max = T, xCVIn_lT‘lz—CV(TO—Tl) (EQ27)

(4.15 1 kompendiet) Studera ett system av N magnetiska atomer
med spinn /2. Vid héga temperaturer har vi Sslumpmaéssig
orientering pa spinnen, d.v.s. p(UPP) = p(NER) (paramagnetism).
Vid |&ga temperaturer intrader dock en fasbvergang och systemet
blir ferromagnetiskt, d.v.s. orienteringen for spinnen blir mer och
mer homogen da temperaturen sjunker. En grov approximation av
systemets varmekapacitet lyder:

T

C I Ofsr =<T<T
Copinn(T) = i 18T, 7¢'% 2 1

—_— e —: —

0 annars

d.v.s. vid T; (Curie-temperaturen) sker fasbvergangen mellan det
paramagneti ska och det ferromagnetiska tillstandet. Utifran
entropiresonemang, vad & det maximalavardet pAC, ?

Om vi gér tillbaks till den statistiska definitionen av entropi, given i kapitel 2 som
S = kInwW (EQ3.1)
SA ser vi att det maximala vardet pa entropin intraffar om degenerationen for makrotill-

sténdet & maximal. Det maximala vardet pa degenerationen for det paramagnetiskartill-
sténdet harleddes i kapitel 2.2 och det visade sig vara:

o]
+ (EQ3.2)
o
Den maximala entropin blir foljdaktligen:
&N 0 i A, N Ng U
= kin +» ki NInN =N -2&|n=-=9y = kNIn2 (EQ3.3)
Srac = KNG 0 57 £2'""2 20}

dér vi anvande Stirlings formel i andra steget. En intressant iakttagelse &r att den maxi-
malaentropin blir densamma som om alla 2N tillstnd varit ti [lgangliga, d.v.s. kravet att
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(4.15i kompendiet) Studera ett system av N magnetiska atomer med spinn 1/2. Vid

systemet inte skall ha négon makroskopisk magnetisering spelar ingen roll | (Atmins-
tone inte inom de granser som approximationen fran Stirlings formel innebar.)

Del tva av uppgiften blir nu att frdga sig vad den maximala entropin blir i termer av
varmekapacitet. Den tredje huvudsatsen sdger att entropin vid absoluta nollpunkten &r
noll, sd entropin vid en viss temperatur T, kan vi fa genom att integrera:

T

(T, = Qs (EQ34)
0

Lét ossi vanlig ordning studera en reversibel uppvarmning fran T=0till T=T, > T;.
Dagdlerju

ds = d?Q - CdT (EQ35)

och vi kan ber&kna entropin vid temperaturen T, enligt:

TX

edT _ A T 60T _ 2C; & odT
Ty=CIL =0 c@l_ 10T - 15 gr_c,0 L (oss
X 0 T T €Ty BT T, 7w e T (FQ39

_2Cim Ty Ty _
= T—lgl——z-ﬂ—CllnT?é = Cl(l—ln2)

Men i ekvation 3.3 kom vi fram till att den maximala entropin var lika med kNIn2 och
darmed kan vi sétta:

In2
1-1n2

Siax = KNIN2 = CMax(1—-n2) U Cyax = kN » 2.26kN (EQ3.7)
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Enkla termodynamiska system (kapitel 5)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, s ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

Under dagens 6vning kommer vi att anvandatabellverk en hel del, ochi detvasista
uppgifternakommer vi rékna pafl 6desprocesser. Vi kommer dérmed behévaanvandaen
del storheter vi hitills inte jobbat med, i synnerhet olikaintensiva varianter av de storhe-
ter vi hitills 1&rt oss & extensiva, och méjligheternatill férvirring med olika beteck-
ningar & stor. Jag borjar darfor med att ssmmanfatta storheternavi kommer anvanda
och hur jag betecknar dem.

TABELL 1.

Storheter och deras beteckningar under dagens 6vning.

Beteckning  Storhet Typ Dimension
\V; volym extensiv m3
v specifika volymen intensiv m?3 ckg
N antal molekyler extensiv -
n antal mol extensiv mol
H ental pi extensiv J
h specifika entalpin intensiv J tkg
E inre energin extensiv J

specifikainre energin  intensiv J tkg
S entropi extensiv J oK
s specifika entropin intensiv J

kg xK
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(5.34 i kompendiet) Helium vid initialtemperaturen T; = 18°C och initialtrycket

TABELL 1.

Storheter och deras beteckningar under dagens évning.

Beteckning  Storhet Typ Dimension

Cy.Cp vérmekapacitet extensiv J K

Cy, Cp specifika varmet intensiv J
kg xK

m massa extensiv kg

m massflode = ka/s

u flodeshastighet - mos

molmassa - g/mol

askonstanten -
R g 831 —3
mol xK

k Boltzmanns konstant

1.381 x10-2% J oK

N, Avogadros tal - 6.02 x1023mol -1

(5.34 i kompendiet) Helium vid initialtemperaturen T; = 18°C och
initialtrycket P; = 100kPa komprimeras adiabatiskt och reversibelt

tills volymen & 1/8 av ursprungsvolymen. Vad blir sluttrycket och
sluttemperaturen om man betraktar helium som en ideal gas ?

Vad sager oss forutsdttningarna ?
* Adiabatisk => Q =0, vilket insatt i férsta huvudsatsen ger att DE = W.

« Reversibel => dS = d?Q -

For en adiabatisk, reversibel process géller alltsa att entropin &r konstant. | kapitel fem
hérleds ett uttryck (ekvation M5.23c) for den absoluta entropin for ideala gaser:

S= CVInT+NkIn%+CXN (EQ1.1)

dar C & en konstant. Eftersom entropin inte forandras av var adiabatiska, reversibla pro-
cess maste detta uttryck ge sammaresultat vare sig vi stoppar ininitial- eller sluttillstan-
den, och darmed bor vi kunnaldsa ut de storheter som efterfragas.

Eftersom N & ofdrandrat i processen har konstanten C ingen betydelse, och vi far:

V, \%
CyInT, + Nklnﬁ' = CyInT + NkInN§

20f 8
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(5.38 i kompendiet) Luft vid temperaturen 20°C pressas genom en strypventil,

dér indexeni och sindikerar initial- och dluttillstdnd. Om vi anvénder att V = V, 08
och moblerar om termernalite, fér vi:

T
Cyln= = —-NkIn8 (EQ12)
TS
Ur detta foljer att:
B0 _ ank
é?iﬂ =8 (EQ1L3)

och vér sluttemperatur blir:

Nk Nk nN .k
To = T;x8% = T;x8™ = T, g™ (EQ14)
6.02 x1023 x1.381 x10-23
= 201.15 x84.003 x10°x3.1156 x10* = 1164K = 891°C

Molmassan och specifika varmet for helium finner man i tabell A8.
For att berakna sluttrycket anvander vi oss av ideala gaslagen, som ger:

b NKT,

_ PV KTs _ 105x8x1164.4 _
STV, KT, V8 291.15

= 3.2MPa (EQ 1.5)

(5.381 kompendiet) Luft vid temperaturen 20°C pressas genom en
strypventil, varvid trycket gunker fran 2.0MPatill 100kPa.

Py
3 Visaatt Ds = ‘Q _—I_dP

b) Hur stora blir andringarnai temperatur och specifika entropin om
luften behandlas som en idealgas ?

% Vad blir temperaturéndringen om gasen &r néra en idealgas men
béttre beskrivs med van der Waals-ekvationen ? Vad blir
inversionstemperaturen (den ingangstemperatur 6ver vilken
ventilen leder till en hogre utgangstemperatur) ?

Situationen vi hér studerar diskuterasi Mandl, avsnitt 5.5.2, “The Joule-Thomson
effect”. Det man bor lagga pa minnet frén denna diskussion &r att vid ett adiabatiskt
(det stér visserligen intei var uppgift att ventilen ar termiskt isolerad, men detta far vi
anta) flode genom en ventil & entalpin of6randrad, h; = hg. Det finns ocksa et flertal

andra anvandbara resultat, négra av vilkavi snart far anledning att aterkommattill.
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(5.38 i kompendiet) Luft vid temperaturen 20°C pressas genom en strypventil,

A. Harledning av entropiandringen
Eftersom vi vet att entalpin & of érdndrad, och vi stker entropin, kan det varaen god idé
att soka ett samband mellan dessa. En lamplig startpunkt &r var bekanta termodyna-
miskaidentitet (ekvation M4.12):

de = Tds—Pdv (EQ2.1)

Eftersom vi inte vet ndgot om inre energin, undersoker vi om vi kan erséttaden m.h.a.
entalpin:

dh = de + Pdv + vdP (EQ22)
b de = dh-Pdv-vdP

Ekvation 2.2 insatt i ekvation 2.1 ger nu:

dh —Pdv —-vdP = Tds-Pdv (EQ2.3)
U Tds = dh—vdP

Eftersom vi i vart fall vet att entalpiandringen & noll far vi:

_ —vdP
T

PS
ds P Ds = —Q _Il_dP (EQ2.4)

V.S.\V.

B. Inom idealgasapproximationen, hur andras temperatur och entropi ?

For att berdkna entropin anvander vi helt enkelt det uttryck vi just har hérlett tillsam-
mans med ideala gaslagen. Eftersom vi nu r8knar med intensiva storheter kan det dock
varalampligt att bérja skriva den senare pa ett 1ampligt sétt:

PV =nRT (EQ2.5)
U Pmv = nRT

U PnMv = nRT

U PMv = RT

Den sistaformen passar véra syften fint i denna uppgift. Ekvation 2.4 och 2.5 ger nu:

P P
_ A%V _ ~s1 _RI _ R Ps
Ds = _Q. 'po = _QlT XM F)dP =¥ InPi (EQ26)
—8.31 105 J
= In = 860
28.97 x10-3 2 x10% kg xK

dar molmassan for [uft ar hamtad ur tabell A.8.

Att berskna temperaturandringen &r |4t sdlange vi kan behandla luften som en ideal
gas. Om vi utgér frén definitionen av entalpin, kan vi skriva:

dh = de+d(Pv) (EQ2.7)

40f 8
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(5.38 i kompendiet) Luft vid temperaturen 20°C pressas genom en strypventil,

Vi vet sedan tidigare att inre energin fér en ideal gas bara & en funktion av temperatu-
ren, och m.h.a. ideala gaslagen kan vi se att detsamma géller for den andratermen i
ekvation 2.7:

d(Pv) = o0 = Jqr (EQ28)

Alltsa kan vi konstatera att for en ideal gas &r dven entalpin en funktion enbart av tem-
peraturen, och da vér entalpi & oférandrad i denna uppgift kan vi foljdaktligen dra slut-
satsen att DT = 0..

[I férraversionen av min l6sning gjorde jag ett grovt misstag: jag skrev om differentia-
len dP med hjélp av ideala gaslagen men glémde att T inte nddvéandigtvis &r konstant !
Den korrekta versionen av omskrivningen &r forstas:

_ RT R
daP = — v Vde + MvdT (EQ2.9)

Om vi sétter in dettaresultat i ekvation 2.2 far vi

- RT e RT 4 Rp6 - R
dh = de+Mvdv+vé |v|v2dv+MvdTﬂ = de+MdT (EQ 2.10)

vilket &r precis det resultat vi far om vi sétter in ekvation 2.8 2.7. Eftersom dT i vart fall
ar noll ar slutsatsen att dh = de visserligen korrekt i detta specialfall, men dajag
anvande denna slutsats for att visa att temperaturen ar konstant faller forstas resone-
manget — det blir ett cirkelbevis. Den korrekta | Gsningen maste tilldta en variation i tem-
peraturen.]

C. Vad ger van der Waals-ekvationen ?

| sistadelen skall vi studera hur situationen foréndras om luft inte kan betraktas som
ideal gas. Istéllet gor vi enklast méjliga vidareutveckling och utnyttjar van der Waals-
ekvationen. Denna ekvation & snarlik den s.k. Virialexpansionen som diskuteras i
Mandl, avsnitt 5.5.1 och 5.5.2. [For en historisk bakgrund till van der Waals- och virial-
ekvationerna, se separat pdf-dokument pa min undervisningswebbsida.]

| det senare avsnittet presenteras Joule-Thomson-koefficienten:

- als
ayg = &po, (EQ2.11)

Eftersom vi &r intresserade av temperaturéndringen som féljd av tryckminskningen vid
det isental piska flédet genom ventilen, & det uppenbart att det kan vara en god idé att
finna ett uttryck for denna koefficient. Mandl hj& per oss en god bit pavégen i slutet av

avsnitt 5.5.2, dér han visar att a j; kan skrivasi termer av den andra virialkoefficienten
for en gas som ligger ndraidealt beteende. Bokens ekvation 5.47 ger:
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(5.38 i kompendiet) Luft vid temperaturen 20°C pressas genom en strypventil,

dB,(T)
T daT - BZ(T) m3x

ay = = i (EQ2.12)

QO

Eftersom bokens hérledning & gjord med moléra storheter (exempelvis volym/mal),
medan vi i var uppgift arbetar med specifika storheter (volym/kg, etc.), anvander vi i var

variant det specifikavérmet c,, och dimensionen for virialkoefficienten blir

[B,] = m3nkg.

Vi soker alltsa ett uttryck for B, och eftersom vi skall utga fran van der Waals-ekvatio-
nen prévar vi att identifiera koefficienternai de tva tillstandsekvationerna. Virialexpan-

sionen till andra ordningen ger (vi gér en expansion av idealgaslagen pa sistaformen i
Ekvation 2.5):

B..
Py = KF;-quJr_V%g (EQ213

vilket vi kan jamfora med motsvarande uttryck fran van der Waals-ekvationen:

- _Rlv__a_RlTev aMs
PV = M(v-b) v M&—b R (EQ214)

vV ~v-b RTv (EQ215)
U B :_V2 _m_V:V—Z—VZ'FVb_@: b _m
27 v-b RT v—b RT 1-bw RT

Eftersom vi vill haett uttryck som bara & en funktion av temperaturen, stéller b/v-ter-
meni namnaren till det en aning, savi undersoker om den &r av betydelse. K oefficienten

b &r angiven till 1.2 x10-3m?3 okg och den specifika volymen for [uft kan vi approxima-

tivt fAur ideala gaslagen paformen 2.5 (det racker om storleksordningen pa approxima-
tionen &r korrekt):

v(20°C) = — = ——————_ = (0.84m3 kg (EQ2.16)

Storleksordningen pa den otnskade termen &r alltsa 103 och vi kan med gott samvete
forsummaden i ekvation 2.15. Efter en enkel derivering har vi sdallt vi behover i ekva
tion 2.12, och vi far:

Talas_ g Mao
_ CRT26 € RT% _ 12Ma .4
ayg = » = C_pé = _bz (EQ2.17)

Temperaturandringen fas nu enligt:
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(5.42) N, expanderar reversibelt och adiabatiskt genom en dysa med flédet 0.2kg/

P P
= A Sﬂo - A SlagM a _ 0O
DT (',)i P, dP Co€ RT bgdP (EQ2.18)

For att kunna berakna detta utnyttjar vi det faktum att DT<<T, s att vi kan approximera
temperaturen som konstant under integreringen, vilket ger:

1x2Ma
CoERT;
_ 1 a2 %28.97 x10-3 x0.17 x103
~ 1.0035 x103€ 8.31 x293

DT = —b3(P,-P) (EQ 2.19)

-12 x10—3g x(105 — 2 x106)

= 54K

Det sistavi skall gora ar att finnainversionstemperaturen. | avsnitt 5.5.2 anges att denna
definieras av att taljaren i ekvation 2.12 blir noll, vilket i vart fall innebar:

Ma s 2Ma _ 2 x28.97 x10-3 x0.17 x103
& -b= 08U Tinv = =

S = = = 988K (EQ2.20
eRT bR 1.2 103 x8.31 (EQ2.20)

(5.42) N, expanderar reversibelt och adiabatiskt genom en dysa
med flodet 0.2kg/s. Ingangstrycket & P, = 500kPa, utgangstrycket
& P, = 100kPa, ingangstemperaturen & T, = 200°C och
ingangshastigheten & u; = 10m/s. Bestam utgangshastigheten u,
och utloppets tvarsnittsarea A om kvavgasen far behandlas som
idealgas!

Har far vi tatillaggskompendiet till hjalp for att komma vidare. Langst ned pa sida 16
finns ett uttryck som ser anvandbart ut. Det bygger pa forsta huvudsatsen for den s.k.
kontrollvolymen inom vilket in- och utfléde sker. Eftersom gasen nu ror pa sig finns det
en energiterm mer att ta hénsyn till &n vid tidigare rékningar: den kinetiska energin for
den makroskopiska gasen. [Observera att denna &r skiljd fran den kinetiskainre energin
som &r nollskiljd &en om gasen stér till —den kinetiska energin vi hér talar om &r helt
och hallet relaterad till det makroskopiska flodet av gas.]

Eftersom vi inte tar ut ndgot nyttigt arbete ur systemet, och inget varmetillférs (expansi-
onen & adiabatisk), leder forsta huvudsatsen till resultatet (se hérledningen pa sida 16):

U, = Ju?—2(h,—h;) (EQ3.1)

Eftersom ingangshastigheten &r given handlar vart arbete om att ta fram forandringen i
entalpin. Vi konstaterade tidigare (se ekvation 2.10) att &ndringen i entalpi for en ideal
gas & likamed andringen i inre energi, och darmed har vi att:
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(5.42) N, expanderar reversibelt och adiabatiskt genom en dysa med flédet 0.2kg/

dh = de = %g dT = cpdT (EQ3.2)
P

For att fa fram ental piandringen behdéver vi alltsa temperaturskillnaden, och for att finna
den gar vi tillbakstill var allra forstaraknebvning. Under |6sningen av uppgift 1.1 kom
vi fram till, att for en adiabatisk process pa en ideal gas géller:

Tve-t = T vgt (EQ33)
.g-1 Lg-1
0 TiaQ_R_T_'og _ TeaQBEog
ep o e p, o
0 T o_ T
Pg-1 = pg-1
Cv
£..1—1Dg 1-2
" — €0 - €0 ¢
v Te—TixéPig —Tixg%g i

Vi letar upp de specifika varmena for kvavgasi tabell A8 och fér da

L, 07448
= 47315 xg%g 10416 = 999K (EQ3.4)

Med hjdlp av ekvation 3.1, 3.2 och 3.4 f&r vi nu:

u, = ./102 -2 x1.0416 x108 x(299 — 473.15) = 602m s (EQ35)

e

For att fa utloppsarean utgar vi fran kontinuitetsvillkoret, d.v.s. att massflodet in i kon-
trollvolymen &r lika med massflddet ut ur kontrollvolymen:

m =m, = n.xM = I:)exvexM = PeX XA XU (EQ 3.6)
! € € RT, RT, € '
m xRT
b . e _ 0.2 x8.31 x299 ~ 29cm2

"~ PexM xu, 105 x28.013 x10-3 x602

dér vi férst anvande ideala gaslagen och dlutligen slog upp molmassan for kvave i tabell
A8.

LYCKA TILL PA DUGGAN !!!
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RaknebGvning gu |
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2000

Varmemotorer & kylmaskiner (kapitel 5&
sammanfattningskompendium)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

. (5.18 i tillaggskompendiet) Studera en modifierad Otto-cykel,

beskriven av nedanstdende figur ! Bestam maximal temperatur,
maximalt tryck, verkningsgraden, samt jamfor resultaten med den
ideala Otto-cykeln !

Den variant av Otto-cykeln vi studerar kan illustreras pa foljande satt.

min
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(5.18 i tillaggskompendiet) Studera en modifierad Otto-cykel, beskriven av

Har har vi uteldmnat det forsta steget (insprutningen av bréndet) liksom det sista
(uttryckandet av restavgaser), eftersom dessa steg inte har nagon betydelse for var idea-
liserade cykel (varken arbete eller varmeutvaxling sker i dessa steg). Istéllet bestér var
modifierade Otto-cykel av fdljande steg:

» @-0 Luften (i Otto-cykeln antas systemet uteslutande besta av en val definierad
mangd luft) komprimeras adiabatiskt och reversibelt. Volymen minskar alltsa och
trycket okar.

* ®-® Efter kompressionen absorberas varmemangden %qH av systemet vid kon-

stant volym. Dérmed Okar trycket till sitt maximala vérde Pp,. | verkligheten

antands bensin-luft-blandningen nér kompressionen & avslutad (®), och det &r
denna explosion som producerar véarmet.

* ©-0 Dettasteg &r det som skiljer var cykel fran den vanliga Otto-cykeln. Innan allt
varme frén explosionen tagits upp andras processen fran isokor (konstant volym)
till isobar (konstant tryck). Under det isobara steget ®-@ absorberas

varmemangden %qH och specifika volymen okar till v,.

* @-6 | dettasteg, ochi det forra, utfér motorn arbetet genom att trycka tillbaks kol-
ven. Volymenokar har frén v, till v, samtidigt som trycket sjunker till Ps. Proces-

sen betraktas som adiabatisk och reversibel.

* ©-0 | sistasteget av cykeln sanks trycket vid konstant volym tills vi ater ar i till-
stand @. Detta steg motsvarasi verkligheten av att ventilen till omvarlden dppnas-
varvid avgaserna kan lamna férbrénningskammaren.

Foljande vérden &r givnai uppgiften:
* Ppin = 100 kPa.
e T;=25°C=298.15K
* kompressionsforhallandet Vi / Vinin = 10
* Det totala absorberade vérmet &r gy = 2400 kJkg

Maximalt tryck och temperatur

Vi skall berdkna maximalt tryck, som uppnas forsta gangen vid punkt &, och maximal
temperatur. Fran figuren &r det inte direkt uppenbart var maximal temperatur intraffar,
men da temperaturen helatiden dkar mellan punkt @ och @ (adiabatisk kompression,
foljd av isokort varmeupptag, foljt av isobart varmeupptag — att temperaturen maste ka
i de tvé& senare stegen foljer av ideala gaslagen, medan det forsta steget analyserades i
uppgift 5.34), kan vi dra slutsatsen att den maximalatemperaturen maste uppnasi punkt
®. L& oss altsd utga fran punkt @ och bestamma systemetstillstand i de efterfoljande
punkterna en efter en framt.o.m. @.

Adiabatisk reversibel kompression, ®-8

Eftersom kompressionen &r adiabatisk och reversibel vet vi sedan tidigare (férsta
dvningen) att vi kan relateratryck och specifik volym vid punkterna @ och ® med hjap
av:

20f 15

Réknebvning sju i termodynamik, hosten 2000



(5.18 i tillaggskompendiet) Studera en modifierad Otto-cykel, beskriven av

P,v§ = P,v§ (EQ11)
Eftersom detta steg tar systemet fran maximal till minimal volym, och vi vet att

kompressionsforhallandet & 10, kan vi darmed bergknatrycket i punkt @ :

g
P, = pleaé._vmaxg = 105 x1QL0035/0.7165 = 2 515MPa (EQ12)
min

dér vi i sista steget satt in varden for specifika varmena for [uft, hamtade ur tabell A8.

For att nu fa temperaturen i punkt @ anvander vi oss av ideala gaslagen, delsi punkt @
och delsi punkt @ :

_MP, _ MPy,, MP, TR
T2 = g™Vnin = TR 10 = "R 10xMP, EQLy
_ 2.515x10°x298.15 _ 749.85K
10 x105 '

Absorption av 2/3gy vid konstant volym, ©-©
| detta steg absorberas vérme vars mangd relateras till tempreaturandringen enligt

dg, 3 = €, X(T3—T)) (EQ1.4)

davi for en ideal gas har en konstant varmekapacitet. Den absorberade varmemangden
ar given i uppgiftsformuleringen och i ekvation 1.3 beréknade vi T,, sdvi far nu enkelt

temperaturen T3 genom:

dd, 3

Cy

+T. = 253x2400 x103
2 716.5

T, = +749.85 = 2982.9K (EQ15)

Darmed kan vi berdkna det maximalatrycket, som ju uppndsi punkt ®, m.h.a. ideala
gaslagen

5 o _ Ry _ RT, _RT; 10xMP, s
mx = T3 T My T My, M TR (EQ16)
_ 2982910105 _ o000

298

Absorption av 1/3qy vid konstant tryck, ©-@

Aven har kéanner vi den absorberade varmemangden, varfor hojningen till processens
maximala temperatur T, |8t réknas ut enligt samma metod som nyss (observeradock att
vi nu méste anvanda det i sokora specifika varmet):

3
_ dQ3,4+T3 _ 1:3x2400 x10

T =T =
max T T4 T o 1003.5

+2082.9 = 3780.1K (EQ17)
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(5.18 i tillaggskompendiet) Studera en modifierad Otto-cykel, beskriven av

Verkningsgraden
Verkningsgraden for en varmemaskin &r definierad enligt:

—wW
h=22 (EQ18)
au

d.v.s. det &r storleken pa det utférda nyttiga arbetet (som ju &r definierat som -w) genom
den tillférda varmemangden. Den senare storheten kanner vi frén borjan, men arbetet
kéanner vi @nnu inte. Det |ttaste séttet att tafram det & genom att utnyttja férsta huvud-
satsen for hela kretsprocessen, som séger:

De=q,+q +tw=0 (EQ 1.9

Vi fér alltsddet av systemet utrattade arbetet genom att berdkna nettovarmeutvaxlingen i
kretsprocessen. Kvarstér alltsd att bergknag, .

Varmemangden g, lamnas under steget © till @. For att beréknag, behtver vi tempera-
tureni steg ®, vilken vi &nnu inte beréknat. Déremot har vi beréknat T4 = Tpyay, 0Ch Vi

vet sedan forstaraknedvningen att for en adiabatisk, reversibel processi stil med steg
-6, gdler att

Tv9-1 = konstant (EQ 1.10)
Alltsa fér vi Ts som:

T ve~t T vyl
_ maxg — maxg (EQ 1.11)

57 -1 -1
V3 Viax

For att ber&knav, utnyttjar vi att trycket mellan steg ® och @ & konstant, varvid ideala
gaslagen ger att:

als- Va6

4 EQ1.12
€T, Tra? (EQ112)
T TV
_ max - max . = max__[p_qi
P Vs = = Vs = = “Vmin = "
Vi sitter in ekvation 1.12 i 1.11 och far d&
_ Trnaxed maVimax® ™" _ _ Thax (EQ1.13)
vyl T, 109 (10T 5)9-1 '

_ 3780.110035/07165
- Toos — - 1652.5K

(10 x2982.9)07165

Dérmed kan vi beréknaq,_enligt:
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(5.24 i tillaggskompendiet) Vad ar ) den maximala verkningsgraden for en

J

q. = ¢(T;—Ts) = 0.7165(298 — 1652.5) = —970.5Ea (EQ 1.14)
Det av systemet utréttade arbetet blir darmed:

-W = gy +9g_ = 2400-970.5 = 1429.5k—‘;— (EQ 1.15)
och verkningsgraden beréknas nu till:

h=2W_ 14295 _ 594 (EQ1.16)

Vi ombeds dlutligen att jamfora resultatet med verkningsgraden for en “vanlig” Otto-
cykel. Denna anges pasidan 123 i Mandl vara:

<1-g _10035
Noto = 1_§_’I‘_§58 =1-10 078 = 0.602 (EQ1.17)

min

V& modifierade Otto-cykel visar sig alltsa ha nagot |agre verkningsgrad &n standardva-
rianten, och beskriver darmed sakerligen verkligheten négot béttre.

(5.24 i tillaggskompendiet) Vad & @ den maximala
verkningsgraden for en Carnotmaskin beskriven av nedanstaende
figur ?©) Vilkavarden pa T,;och T,” motsvarar maximal
verkningsgrad, och % vad blir den maximala verkningsgraden
uttryckt i termer av Ty och T, ?

Carnotmaskinen kan beskrivas med fdljande fl6desschema:

Hogtemperaturreservoar

/
AN TH |_L QH
P V P A \
T, (1) Oy

\ \Tk \\
N\ A @ o
$ Wm‘ AN \\ ;
g A
o
- \ T e
' rge
GO —
/ T v \ QL V
L AN

Lagtemperaturreservoar
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(5.24 i tillaggskompendiet) Vad &r ) den maximala verkningsgraden for en

| den hogra delen &r processen beskriven i ett Pv-diagram. Man brukar mérka ut varje
del process med den tillstandsvariabel som &r konstant, och du ser alltsd att vi har tva
isotermer och tvaisentroper. De tva senare & ocksd adiabater, d.v.s. inget varmeupptag
sker hér. Hade vi darfér lika gérna kunnat skriva q bredvid dessa kurvor ?

| steg @-® sker en isotermisk expansion under vilken en viss méngd vérme absorberas
fran hogtemperaturreservoaren. Varmeméangden anges bero av temperaturskillnaden
mellan reservoarens temperatur Ty, och maskinens dvre arbetstemperatur Ty enligt:

Qy = a(Ty-Tyot (EQ21)

All vérme kan som bekant inte omvandlasi arbete, utan en viss mangd spillvérme, angi-
ven som:

Q. =a(T Tt (EQ2.2)

avges under varje cykel till |agtemperaturreservoaren. Detta sker i den isoterma kom-
pressionen ©-O.

A. Maximala uteffekten

Konstantent betecknar tiden som den isoterma expansionen respektive kompressionen
tar (de antastalikalang tid), och tiden for en hel cykel angesvarat = o , dar gér en
konstant specifik fér maskinen. Vi skall berdkna effekten fér maskinen och skriver dér-
for:

Wut
T

P = (EQ23)

dér jag nu definierar det av maskinen utréttade arbetet som positivt (detta & visserligen
mot konventionen, men nér man betraktar motorer blir det vadigt underligt att hela
tiden tala om motorns arbete som negativt).

Forsta huvudsatsen sager oss att, da andringen i inre energi i en cykel alltid maste vara
noll:

wiax = Qu—-Q = at(Ty—Ty¢-T, ¢+ T)) (EQ2.4)

och foljaktligen blir maximala effekten

P

a
max = a(TH +T -Tp¢=T. 9 (EQ25)
| parentesen i ekvation 2.5 &r detvaforstatermernakonstanter och detvasistavariabler,
som dock &r beroende av varandra. Vi har namligen féljande uttryck for Carnotmaski-
nens maximala verkningsgrad (se Mandl, ekv. M5.7):
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(5.24 i tillaggskompendiet) Vad &r ) den maximala verkningsgraden for en

T.¢
Nearnot = 1- T (EQ2.6)

Samtidigt kan vi skriva:

_wge Qu-Q

h = (EQ2.7)
Carnot QH QH
och om vi kombinerar 2.6 och 2.7, och dérefter anvander 2.1 och 2.2, fér vi:
TL¢_ QL _ TL¢_TL _
e O, mp T ATy -Ty9 = THET ¢-T,) (EQ28)
0 T o= —Tyer, o Tyer,

Ty -Tut-TL¢ 2T,¢-T,

Nu kan vi skriva ekvation 2.5 som en funktion av en enda variabel, deriveraden, och
sétta derivatan till noll, for att finna maxvardet:

a L 6
P =2 T,+T -T o )
max g[ H L Hq’éa' 2TH¢ THﬂ} (EQ29)

b deax _ é[_@_+ TL 0+_|_ 2 TL x2 0}
aT,¢ gl € 2T, ¢-T @ HeQT,¢-T,)%

Cap 2T.m, T, o

- g[(zTHq:—TH)2 2TH¢—T,J -

Genom att | 6sa andragradsekvationen som definieras av att den sista parentesen skall bli
noll, far vi:

Tyt JT, T
T,t= % (EQ 2.10)
Vi soker det storstavardet paTy” som & lagre an Ty, och dettafar vi genom att vélja

‘plus’-l6sningen. Darmed far vi den maximala uteffekten till

Raknedvning sju i termodynamik, hosten 2000 7 of 15



(5.24 i tillaggskompendiet) Vad &r ) den maximala verkningsgraden for en

& 0
Ty+ JT,. T T +
P = 2T +T ——F 2 H51+ L : (EQ2.11)
g 2 ¢ T+ T Tq _ =
§ 2y tH T,

= Ty+T,

(o} )]

Ty+ /T Tyee T, O
- ¢l+ :
2 & T, T.o

_af Tut TTw JTTa T
Tt __}

2

- T T T, T
Ty+ T ——t- /TLTH—ﬂ = §[7“+7L— /TLTHJ

g

Q|

= 550 Tu =T

V.S\V.

B. Maskinens arbetstemperaturer vid maximal verkningsgrad

Dessa har vi redan berdknat pa vagen till forra uppgiften. Den hoga arbetstemperaturen
berdknade vi i ekvation 2.10 (‘ plus -ldsningen), och den |aga far vi genom att kombi-
nera2.10 och 2.8:

T, + /TLTHT

T, ¢= Taf 2 . (EQ2.12)
O T, T Tar T |
2= Tn

C. Verkningsgraden uttryckt i virmereservoarens temperaturer

Vi anvander ekvation 2.6 med de uttryck for arbetstemperaturerna som vi tog frami a)
och b):
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(5.25i tillaggskompendiet) Bestam kylfaktorn och kapaciteten for en ideal

T T
h :1_;:1_1—'-+— ST TH
2

LT T

1- Jeeq I

Ta( Tt T Ty~ Th

(EQ 2.13)

dér den sista olikheten foljer av att T, < Ty. Som vantat far vi alltsd en lagre verknings-
grad an for den ideala Carnotmaskinen.

(5.25 i tillaggskompendiet) Bestam kylfaktorn och kapaciteten for
en ideal kylningscykel som arbetar med Freon-12 som kylmedium
enligt nedanstéende diagram !

For att studera kylningscykeln méste vi varavél bekanta med négra begrepp som beskri-
ver en fluids exaktatillstand.

» Omattad vatska har vi om trycket &r for hogt eller temperaturen ar for 18g for att
forangning skall kunna ske. Aven om vi sinker trycket en aning eller hojer tempe-
raturen en aning kommer fluiden fortfarande varafullsténdigt i vétskefas. Ett exem-
pel paen ométtad vatska ar vatten vid atmosfarstryck och 20°C.

» Mattad vatska ar tillsténdet pa gransen till foréngning, d.v.s. relativt det ométtade
tillstndet har vi antingen hajt temperaturen till forangningstemperaturen for det
aktuellatrycket, eller sankt trycket s mycket att vatskan forangas vid den aktuella
temperaturen. Eftersom forangningen kan ske nér vétskan &r méattad kan vart sys-
tem mycket val varaen kombination av vétska och anga, d.v.s. nar fluiden & mattad

har vi normalt en koexistens® av vétske- och gasfaserna. | safall har vi samtidigt...

» Mattad &nga & anga som existerar vid temperatur och tryck som tillater fasover-
gangen till véatska. Som namndes ovan sa utméarks denna kombination av tryck och
temperatur av att méttad anga normalt existerar i kombination med mattad vétska.
Salange det finns nagon del av varje fas kommer temperaturen vara of érandrad: all
varmeutvaxling med omgivningen kommer resulterai en forskjutning i forhallandet
vétska/ gas. For varje mattnadstryck finns det alltsa en valbestamd
mattnadstemperatur. (M attnadstryck=Ff6rangningstryck=kondenseringstryck, och
motsvarande for temperatur.)

1. Faskoexistens & en karakteristisk egenskap for forsta ordningens fastvergangar, d.v.s. dver-
gangar mellan tva faser som &r distinkt skiljda frén varandra dven vid fasivergangstemperatu-
ren. Overgangen vétska-gas &r alltsa ett exempel pa en sddan; en homogen mingd fluid &r
antingen gasformig eller véatskeformig, den kan aldrig vara bagge tva samtidigt. Enandra ord-
ningens fasdvergang, karaktériserad av att bagge faser &r identiskavid 6ver-
gangstemperaturen, kan daremot aldrig uppvisa faskoexistens. Ett exempel paen andra
ordningens fasbvergang & 6vergangen para- till ferromagnetism som vi tidigare studerat.
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(5.25i tillaggskompendiet) Bestam kylfaktorn och kapaciteten for en ideal

 Overhettad anga fér vi om vi fortsitter véarmamediet, eller sankatrycket, efter att

all vétska fordngatst. Dettatillstand &r alltsd &ngans motsvarighet till det ométtade
vattnet, och vi kan alltsa lika gérna kalla det ométtad anga.

Den kylningscykel vi studerar ser ut pafoljande sétt:

>

T
Kylcykel

du \ ondensd
T

ressor
{is

-
y ot

ventil

ekomp

fbréngarg ﬁqL

K

* ©@-® Miéttad dnga som kommer fran férangaren komprimeras reversibelt och adia-
batiskt till Gverhettad (d.v.s. g langrei jamvikt med vétska) anga. Temper aturen
stiger kraftigt under detta steg och entropin & konstant.

* ©-® | nasta steg leds den Gverhettade dngan in i kondensorn dar &ngan avger sa
mycket varme till omgivningen att den kondenser astill vatska. Detta steg sker
vid konstant tryck. Eftersom angan till en borjan & 6verhettad, d.v.s. ingen del kan
kondenseras, innebar varmebortledningen forst (steg @ till ) att angans tempera-
tur sanks utan att ndgon fasomvandling sker. Nar temperaturen kommit ned till
mattnadstemperaturen for det aktuella trycket paborjas kondensationen, och
darefter & temperaturen konstant andatills all &nga kondenseratstill vatska
(punkt ©).

* ®-O Fran kondensorn kommer nu enbart vatska som dock &r pa gransen mellan
ométtad och méttad, d.v.s. det krévs endast en liten sénkning av tryck eller héjning
av temperatur for att pabdrja férangningen. Denna vatska pressas genom en expan-
sionsventil varvid trycket sanksirreversibelt och adiabatiskt. Vatskan fér angas

1. Observeraatt det har finns en risk for forvirring med tanke pa vér tidigare definition av ‘ dver-
hettad’. | uppgift 4.5 studerade vi Overhettat vatten, d.v.s. vatten som fortfarande &r vétske-
formigt trots att temperaturen & higre &n forngningstemperaturen for det aktuella trycket.
Detta & alltsd en helt annan form av ‘ Gverhettning’ . Denna sorts dverhettning kan dock aldrig
intréffafor anga, eftersom det inte intraffar nagon mer fasbvergang davi varmer anga.
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(5.25i tillaggskompendiet) Bestam kylfaktorn och kapaciteten for en ideal

da delvis p.g.a. trycksdnkningen samtidigt som dock temper aturen sanks vilket
gor att mediet som nar nasta steg & en blandning av méattad anga och vatska.

* O®-0 | sista steget for angas den del av mediet som nar forangaren i vétskefas. For
denna processtasvar mefran kylrummet, sddet & alltsa har somsjélva kylningen
sker.

Nu nar vi har processen klar for oss kan vi borja attackera uppgiften. Fragan & vad pro-
cessens kylfaktor och kapacitet ar. Dessatva storheter &r definierade enligt:

Kylfaktorn: b = LS (EQ3.1)

C
Kapaciteten: K = q xr (EQ3.2)

dar g, & den méngd varme som kylmaskinen absorberar ur kylrummet, w, & det arbete
som kompressorn matar in i systemet, och r & cirkulationshastigheten (rate) for kylme-
diet, angivet i kg/s. Den senare storheten &r given i uppgiften, men de tva andramaste vi

berékna. For att gora detta & det 1dmpligt att studera ett steg i cykeln i taget, och vi bor-
jar med kompressorn.

Kylmediets tillstand efter kompressorn, ®-0

Att borjamed kompressorn ar |ampligt eftersom tillstndet fore kompressorn &r valbe-
stamt. Vi vet namligen att mediet da & 100% méttad nga och att temperaturen ar
-20°C. Darmed kan vi sl& upp de tillstandsvariabler vi soker for detta cykelsteg i tabell
A3.1

Processen @-0, d.v.s. mediets passage forbi kompressorn, & en reversibel, adiabatisk
kompression. Att processen &r adiabatisk betyder att ingen vérmeutvéaxling sker med
omgivningen, och att den &r reversibel innebér att vi kan férsumma alla férluster. Dér-
med kan vi dra slutsatsen att allt arbete frén kompressorn omvandlasi en forandring av
systemets entalpi (vi anvander forsta huvudsatsen pa den form som anges pa sida 16 i
sammanfattningskompendiet):

w, = h,—h; (EQ3.3)
Att kompressionen sker adiabatiskt innebar ocksa att entropin &r oférandrad, d.v.s.
S, =5 (EQ3.4)

Ekvation 3.3 visar att vi behdver finnaentalpin i steg ® for att berékna var kylfaktor, ty
entalpini steg @, hy, far vi direkt ur tabell A3.1:

h, = h(méttad &nga, T= -20°C) = 178.61% (EQ35)
Entalpin h,, & inte fullt sal&tt att finna. Ekvation 3.4 sager oss dock att entropin i steg ®
& densamma som i steg @, och den hittar vi ocksai tabellen:
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(5.25i tillaggskompendiet) Bestam kylfaktorn och kapaciteten for en ideal

s, = s(méttad anga, T=-20°C) = 0'7082E|§K— (EQ36)

Ut6ver entropin kanner vi faktiskt ocksa trycket i punkt @, ty vi vet att trycket &r kon-
stant under hela ®-@-steget, och eftersom angan kondenseras under detta steg, och vi
vet att temperaturen i kondensorn &r 40°C, kan vi tafram trycket (som &r likamed
maéttnadstrycket for denna temperatur) i tabell A3.1:

P, = P3 = Putnad(40°C) = 0.9607MPa (EQ3.7)

Eftersom vi vet att tillstandet i steg ® &r Gverhettad vétska kan vi anvandatabellerna for
dettatillstnd, och da ser vi att for ett visst tryck och en viss entropi &r temperaturen val-
definierad. Om vi padetta st finner temperaturen kan vi sedan l4saav entalpini samma
tabeller. Problemet vi stér infor &r att varken trycket 0.9607M Paeller entropin 0.7082kJ/
kgK finns tabellerade, s vi tvingas interpolera de tabellerade véardena. Detta &r trékigt...

Linjar interpolering av tabellerade varden for att finnaT,
Taktiken &r att anta att entropin inom ett litet intervall kan skrivas som

s=KT+m (EQ3.8)

dér konstanterna k och mberor av trycket. For att finna konstanterna for P = 0.9M Pa
studerar vi raderna svarande mot 40°C och 50°C (de & de temperaturer som ligger nér-
mast vart entropivarde) i dennatabell, och far:

S0,00 = 0.6982 = (koo x313.15 + my) (EQ3.9)
Sg0,09 = 0.7131 = (kgg *x323.15 + my )
P koo = 0.00149 ; my, = 0.2316

Pa samma sétt for P = 1M Pa-tabellen fér vi:

kio = 0.00233 ; m;, = —0.0508 (EQ 3.10)

Nu kan vi relateratemperatur och entropi vid trycken 0.9MPa och 1.0M Pa, men detta
hjélper ossinte sd mycket eftersom trycket vi intresserar oss for ar likamed
P, = 0.9607MPa. Alltsa gor vi en linjér interpolering av varainterpolerade véarden

enligt:

k=axP+b (EQ3.11)
m=cxP+d

dér a, b, c och d & konstanter som relaterar konstanternai ekvation 3.8 till trycket. For
att finna vérdena pa dessa konstanter anvander vi samma metod som nyss, d.v.s. vi jam-
for vardenavi fick for k och mvid de olika trycken:

koo = 0.00149 = ax0.9+b (EQ3.12)
kip = 000233 = ax1.0+b
b a = 00084 ; b= -0.00607
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(5.25i tillaggskompendiet) Bestam kylfaktorn och kapaciteten for en ideal

Samma metod applicerat pa mg o och my o ger oss:

c=-2824 ; d=27732 (EQ3.13)
Nu kan vi till slut skriva entropin som funktion av bade tryck och temperatur enligt:

s = (axP+b)T +(cxP+d) (EQ3.14)
= (0.0084P —0.00607)T + (2.7732 — 2.824P)

Eftersom vi har entropin och trycket i steg ® kan vi |6sa ut temperaturen ur ekvation
3.14:

T. = 0.7082 + 2.824 x0.9607 — 2.7732
2 0.0084 x0.9607 — 0.00607

= 324.0K = 50.85°C (EQ3.15)

Nu har vi allt vi behdver for att interpoleraoss fram till entalpini @, och det &r bara att
applicera samma metod igen (man kan naturligtvis géra denna interpolering négot enk-
lare med t.ex. ett kurvanpassningsprogram, men resultatet blir inte fullt si noggrant).

hg0,09 = 204170 = (kg ¢¢*313.15 + my 4@ (EQ3.16)
5o, 09 = 211765 = (Ko 9¢x323.15 + My o0
b Kkyg¢= 0.7595 ; myq¢= —33.67

h50’ 10 = 210.162 = (k;¢x323.15+ m, 0 (EQ3.17)
heo, 10 = 217.81 = (k; (¢x333.15+ m 1§
P kio¢= 07648 ; m,,¢= —-36.98

Vi introducerar nu konstanternaa’ till d” for att inféra beroendet av trycket i uttrycket
for entalpin.

Koot = 0.7595 = a¢x0.9 + b¢ (EQ3.18)
kio¢= 0.7648 = atx1.0 + b¢
b a¢= 0.053 ; b¢= 0.7118

Myo¢ = —33.67 = c¢x0.9 +d¢ (EQ3.19)
m; ¢ = -36.98 = c¢x1.0+d¢
b c¢=-331; d¢= -3.88

Slutligen far vi alltsd ett uttryck for den ental pi som vi stker i termer av temperatur och
tryck:
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(5.25i tillaggskompendiet) Bestam kylfaktorn och kapaciteten for en ideal

h, = (atxP+bQT + (c¢xP + d§ (EQ 3.20)
p = 0.9607MPa
(T = 50.85°C)

(0.053 x0.9607 + 0.7118) x324 — 33.1 x0.9607 — 3.88

211,449
kg

Berékning av kompressorns arbete
Efter detta hastjobb kan vi éntligen berdkna kompressorns arbete m.h.a. ekvation 3.3.

w, = h,—h; = 211.44-178.61 = 32.83% (EQ3.21)

For att berakna kylfaktorn behover vi dock ocksa den ur kylrummet absorberade
varmemangden, och for detta &ndamal behover vi gavidarei kylningscykeln. | kon-
densorsteget kanner vi redan till allatillstand (kondensortemperaturen &r given i uppgif-
ten, och eftersom all fluid kondenserastill vatska kunde vi l&saav trycket i tabellerna; se
ovan), sa nasta steg blir expansionsventilen.

Tillstdndsforandringen under expansion genom ventilen, ®-@

Expansionen genom ventilen kan betraktas som adiabatisk, och darmed kan vi direkt
utnyttjaresultat frén tidigare. Dettafall motsvarar namligen precis Joule-Thomson-
expansionen, och vi vet da att ental pin &r of érandrad av processen, d.v.s.

h, = h, = h(méttad vétska, T=40°C) = 74.527% €Q322)

Varmeupptaget vid forangningen

Antligen & vi framme vid steget dé kylmediet tar upp varme frén kylrummet. Eftersom
detta steg utfors utan yttre arbete ger forsta huvudsatsen (éter igen pa formen fran sida
16 i sammanfattningen) att:

g, = h;—h, = 178.61-74.527 = 104.08% (EQ3.23)

Kylfaktorn och kapaciteten

Darmed har vi ala uppgifter vi behéver, och vi kan ta fram kylfaktorn m.h.a. ekvation
3.1

_ G _ 104.08 _
b = W, = 3e - 3.17 (EQ 3.24)
Kapaciteten ges av ekvation 3.2:
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(5.25i tillaggskompendiet) Bestam kylfaktorn och kapaciteten for en ideal

K = g, xr = 104.08 x0.03 = 3.12kwW (EQ3.25)
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Entropiber akningar och fasover gangar

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

Dagens 6vning kommer att bli lite speciell. Har nedan fdljer 16sningarna
till tva “ vanliga” raknetal somjag amnar ga igenom, men en stor del av

Ovningen maste goras “ live” . Be there or be 0.

. (4.161 kompendiet) Studera ett system av N magnetiska jarnatomer

med spinn S Vid hdgatemperaturer har vi Slumpmassig orientering

paspinnen, d.v.s. p = for alatillstand (paramagnetism).

1
2S+1
Vid |&ga temperaturer intréder dock en fasbvergang och systemet
blir ferromagnetiskt, d.v.s. orienteringen for spinnen blir mer och
mer homogen da temperaturen sjunker. En grov approximation av
systemets varmekapacitet |yder:

T .0en T
CngT—l—lgfor ?<T<T1

0 annars

d.v.s. vid T, (Curie-temperaturen) sker fasbvergangen mellan det
paramagnetiska och det ferromagnetiska tillstandet.

Aven om man ersitter 30% av jarnatomernamed icke-magnetiska
zinkatomer blir blandningen ferromagnetisk, men fasdvergangen
intrader vid lagre temperatur T,. Varmekapaciteten for blandningen
blir ocksa annorlunda:

spinn

i
cPe (T) =
-.-
)
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(4.16 i kompendiet) Studera ett system av N magnetiska jdrnatomer med spinn S.

Cz%f('jr0<T<T2

0 annars

i
FetZ 1
Csr%nn(T) - :

1

Utifran entropiresonemang, hur férhaller sig de olikamaximala
varmekapaciteterna, C, och C,, till varandra? Tafram ett explicit
uttryck for forhallandet C,/C, !

Det Gvrefallet liknar det vi berdknade i uppgift 4.15. | b&da uppgifter har vi identiska
uttryck for varmekapaciteten, och vi kan foljaktligen direkt plocka uttrycket for entropin
hérlett ur varmekapaciteten fran denna uppgift:

SFm = C,(1-1n2) (EQ11)

Skillnaden mellan uppgifternaligger i att materialet hér har spinn S vilket inte nddvan-
digtvis & likamed 1/2. Alltsd maste vi for den statistiska beskrivningen av entropin
finna ett nytt uttryck for den maximala degenerationsgraden for systemet. Vi soker ju
maximal entropi och anvander oss av Boltzmanns definition:

S = kInW (EQ12)

dér Wér degenerationsgraden. Maximal entropi svarar mot maximal oordning vilket i
vart fall maste innebara att alla mojliga spinntillstand &r lika sannolika. Darmed kan vi

draslutsatsen att vi har N 5(2S+ 1) atomer i varje spinntillstand.

Nar vi skall berékna degenerationsgraden kan vi tanka oss att vi forst véjer ut
X = No(2S+ 1) st atomer som skall varai tillstand 1, dérefter ytterligare x stycken
som skall varai tillsténd 2, o.s.v. Vid varje delval &r antalet m6jligheter

N kvar !

—_— EQ1.3
(Nkvar - X)! ( )

dar Nyy5 & antalet atomer som vi @nnu inte bestamt tillstandet for. Dessutom har vi vid

varje val x! tankbara permutationer som allaleder till samma mikratillstdnd, och dessa
maste vi kompensera for. Alltsafar vi:

_ N! (N =x)! (N —x-=x)!
Wnax = (N=x)!x! ><(N—x—x)!x! (N=x—=x—-x)!x! xa (EQ14)
- N! _ N!
B N 5 ® N ) 2S+1 N & 2S+1
N-FS ) Geng! &vne | &zseDe

dar jag i sistaraden satt in vardet pa x och utnyttjat att vi har just 25+1 olikatillstand.
For att evaluera ekvation 1.2 anvander vi i vanlig ordning Stirlings formel:
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(4.16 i kompendiet) Studera ett system av N magnetiska jdrnatomer med spinn S.

_ _ NI
S = kInW,, = kIn N o 571 (EQ15)
[é(zs+ 1):5}
] N N N 0
= ki NINN =N —(25+1 | - '
L (25+ )x[(zs+1) NZs+ D) (28+1)h;

i N 1]
Ki NINN =N =NIn-=—=——=+ Ny = k{NInN =NInN + NIn(2S+1
% n n(28+1) g {NIn n n(2s+1)}

kN In(2S+ 1)

Nu kan vi sdttaekvationer 1.1 och 1.5 lika, och far dafor spinnets maximala bidrag till
varmekapaciteten:

kN In(2S+ 1) = C(1-1In2) (EQ1.6)
dler,
In(2S+1)
max — —_—\==
CI kN 112 (EQ1.7)

For det blandade systemet géller ekvation 1.5 fortfarande (dock med ett 1agre varde pa

N), men vi behdver ett nytt uttryck for vérmekapacitetens bidrag till entropin. Den tredje
huvudsatsen séger att entropin vid absoluta nollpunkten & noll, s entropin vid en viss

temperatur T, kan vi fa genom att integrera:

T

X

T,) = (‘jiS (EQ1.8)
0

L& ossi vanlig ordning studera en reversibel uppvarmning fran T=0till T=T, > T,.
Dagdlerju

- dQspinn - ngn%nd-r

das T T (EQ1.9)
och vi kan ber&kna entropin vid temperaturen T, enligt:
T FerZnd T C, T C
_ \ngnnn T N 2 T dT _ 2\ 2 _ 2
S(Ty) = O 1 ~QC%T°7.Q dT = Tsz (EQ 1.10)

0

Detta likstéller vi med resultatet fran den statistiska berakningen, ekvation 1.5, och far:
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Uppgift 4.2 i Reif (Fundamentals of statistical and thermal physics) En

max

_ G
kx0.7N xIn(2S+ 1) = T T,
1

dér jag tagit hansyn till att endast 70% av materialet & magnetiskt, vilket innebér att vi
maste ersétta N i ekvation 1.5 med N” = 0.7N. Maximala vérdet pa C, blir allts&

T
Cyax = o.7fl xk xN xIn(2S+ 1) (EQ1.11)
2

Forhallandet mellan maximala C; och C, blir déarmed:

Tl
cpax 0.7T—2><k xN xIn(2S+ 1) ) 0-7T1x .
T T nEs D) =, <(1-1n2) (EQ112)

1-1n2

Detta, liksom flera andra delsvar, stdmmer inte med vad som stér i facit. Savitt jag for-
stér &r det tryckfel i facit (&tminstone ger svaret for “Fall 1” fel resultat om man sétter
S=1/2, och de C; och C, som ges under “Fall 1" och “Fall 2" producerar inte det for-

héllande som anges pa forstaradent).

Uppgift 4.2 1 Reif (Fundamentals of statistical and thermal physics)

En kopparbehallare med massan m, = 750g innehdller 200g vatten
vid 20°C. Systemet behdllare + vatten &r i jamvikt nar en person
slénger i 30g isvid 0°C i burken och stanger den med ett
varmeisolerande lock. @ Vad kommer vattnets temperatur vara nar
al is smalt och systemet &ter &r i jamvikt 2 Vad & den totala
entropiandringen som processen gett upphov till ? % Hur mycket
arbete skulle vi behova tillfora systemet for att ater fa upp
temperaturen till 20°C ?

A. Vattentemperaturen vid jamvikt

Den varme som kravs for att smaltaisen méste tas fran det vatskeformiga vattnet. Fran
den stund isen dangdes ned i vattnet tills jamvikt Steruppnétts, har vi alltsa haft ett
varmefl6de fran “omgivningen” till isen, som utgors av det vétskeformiga vattnet och
kopparbehallaren. Sméltvarmets storlek ar:

Qsméltning = M ><hs:rnéltning = 0.03 x333 x103J (EQ21)

Har har jag satt in att specifika sméltentalpin for is dr 333 x103J okg . Nar val isen &r
smalt & det inte sikert att jamvikt stallt in sig, utan troligen sa okar temperaturen pa det
nysmalta vattnet dessutom en bit ovanfor noll grader. Omgivningen, &andra sidan, kom-

4 0f 6
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Uppgift 4.2 i Reif (Fundamentals of statistical and thermal physics) En

mer uppleva en temperatursankning eftersom all varme som gér &t till processen tas ur
omgivningen. For varje komponent x i systemet galler att

Qy = ¢ xm, xDT, (EQ22)

Staller vi upp var energibalans for hela systemet (vi antar att vi inte har ndgra forluster)
safar vi:

Q\snéltning *+ Qgmatis ¥ Quatten * Qpensilare = 0 (EQ23)
U Qsméltning + C%atten Mgzt is ><(ijv - 273) + Cgaiten XMy atten ><(ijv - 293)

+ ClF<)oppar *Mpendliare ><(ijv - 293) =0

dér Ty, & temperaturen da jamvikt &terintrétt. Vi Sl upp de vérden vi behover i ett
tabellverk, och far d&

30 x333 + 4.18 30 X(T j,, — 273) + 4.18 x200 X(T ; ,, — 293) (EQ24)
+0.418 x750 X(T. .., —293) = 0

jmv

dér allamassor &r skrivnai gram, och varmekapaciteternai Jg, for att minimera antal et
tiopotenser. Vi kan nu |6sa ut jamviktstemperaturen, och far

Timw = 283K = 10°C (EQ25)

B. Den totala entropiandringen

Det finns tva sorters processer inblandade i det experiment vi studerar. Dels har vi tem-
peraturandringar av materia som inte genomgar en fasdvergang, och dar far vi entropi-
andringen for komponent x enligt:

Timy
DS, = m,c¥ o7~ c,>§mxln_|’_—r();(‘V (EQ 2.6)
T3
Dessutom har vi en komponent som byter fas, och detta ger ett entropibidrag:
DSr = Qsméltning - 30 x333J (EQ27)
EOVEgEg Tsméltning 273K
Summerar vi alla bidrag far vi:
_ 30x333J 283 283
DSy = oK +4.18 x30 ><In273 +4.18 x200 ><In293 (EQ28)
283 _ , -J
+ 0.418 x750 XIn@ = 1.6K

dér termerna &r listade i samma ordning som i ekvation 2.3.
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Uppgift 4.2 i Reif (Fundamentals of statistical and thermal physics) En

C. Arbetet for att pa nytt hoja temperaturen till 20°C

Eftersom vi nu inte har nagra fasbvergangar eller dylikt att ta hansyn till, ger ett enkelt
energibalansresonemang att:

Wiamning = Qi vatten * Qiilt bendilare ) (EQ29)
U VVvé\rmning = Mygten ngatten xDT + Mpengilare xCBehaIIare xDT
= 230 x4.18 x10 + 750 x0.418 x10 = 12.75kJ

6 of 6
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Gittervibrationer - Debyes och Einsteinsteorier

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(6.7 i tillaggskompendiet) Antag foljande mycket enkla modell for
gittervibrationernai grafit. Allakolatomer betraktas som enkla
harmoniska oscillatorer med svéagningskomponenter i allatre
dimensioner. Egenfrekvensen for svangningar parallellt med

grafitskikten antas vara W » SOOE , och motsvarande frekvens for

svangningar tvars grafitskikten & w, « 300%. Vad blir den moléara

varmekapaciteten vid konstant volym for grafit vid 300K, om vi
utgdr fran dennamodell ?

Det forstavi bor fréga oss &r vilken modell vi skall anvanda oss av. Detvavi kanner till
(férutom Petit-Dulong som knappast & intressant i detta sammanhang) & Debyes och
Einsteins modeller. Eftersom var modell bygger pa 3N harmoniska oscillatorer somalla
svanger med en valdefinierad egenfrekvens &r det Einsteins modell vi skall nyttja. Folj-
aktligen utgdr vi fran hans uttryck for fasta kroppars varmekapacitet per svangnings-
riktning (ekv. M6.9 i boken med en |&tt modifikation):

XZeX
Cy = Nkm—m———= EQ1.1
v @_1)2 (EQ1Y)
oo _hwe Qe . . )
dar x = T vilket definierar Einstein-temperaturen, Qg . Frekvensen wg &

den vinkelfrekvens som alla oscillatorer antas svdngamed i einsteinmodellen, och kal-
las darfor Einstein-frekvensen. Jamfort med bokens ekvation M6.9 sa ger ekvation 1.1
en varmekapacitet som &r tre ganger mindre. Detta beror pa att bokens resonemang for-
utstter att materialet &r isotropt och att svangningarna sker med samma frekvens obero-
ende av vilken riktning i gittret vi valjer. | vart fall studerar vi dock ett anisotropt
material, och da maste vi betrakta varje principalriktning (X, y och 2) for sig.
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(6.7 i tillaggskompendiet) Antag féljande mycket enkla modell for

| v&r modell antas att svangningarnai grafitskiktens plan — 1&t oss kalla detta plan xy-
planet — sker med en vinkelfrekvens w, och att dennafrekvens ar tamligen hog p.g.a. att

de krafter som vill terféra den svangande atomen till jamvikts dget anses starkainom
grafitskikten. Darmed &r svéngningsenergin, hw , mycket stdrre &n den termiska ener-

gin, KT, vid rumstemperatur, vilket innebér att rumstemperatur kan betraktas som en 1&g
temperatur davi studerar denna sorts svangning. Uttryckt i andratermer kan vi siga att

grafit Iangs skikten har en einsteintemperatur, Qg , som & mycket hogre an rumstem-

peratur. For svangningar parallellt med skikten kan vi alltsa analysera ekvation 1.1
|&gtemper aturgransen, vilket forenklar den vasentligt.

For svangningar tvars skikten, a andra sidan, géller enligt uppgiften det motsatta forhal -
landet. De &terférande krafterna & svaga vilket leder till en 1ag egenfrekvens, och folj-

aktligen en |3g einsteintemperatur, mycket lagre &n rumstemperatur. FOr dessa
svéngningar anayserar vi altsd 1.1 i hogtemperaturgransen.

| det forstafallet, |&gtemperaturgransen, blir x » 1 och darmed kan vi forsummaettan i
namnaren i ekvation 1.1. Den forenklas datill:

2 L2 _hwy
C,l% = ng— = Nkiﬁ—Jlo xg KT (EQ12)

For svangningarnai z-led approximerar vi istéllet ekvation 1.1 under forutséttning att
X « 1, vilket innebér att hela bréket i ekvationen gar mot 1 (se fotnot pasida 153 i
Mandl), och darmed far vi:

CyM9 = Nk (EQ1.3)

For att fa den totala mol&ra vérmekapaciteten, séitter vi N = N, (Avogadrostal) i ekvatio-

ner 1.2 och 1.3 och summerar! detre (observeraatt vi har tva bidrag frén svangningar i
gitterplanet — svangningar i x- och svangningar i y-led) bidragen:

2 _hW
- AWis® T
Cym = R+ 2Ré T o xe (EQ1.4)

dar jag utnyttjat att R = Nk.

1. Daenergin & en extensiv storhet blir &ven dess derivata m.a.p. temperaturen, d.v.s.
varmekapaciteten, det. Har vi flera“system” som bidrar till varmekapaciteten far vi
alltsa den totala varmekapaciteten genom att summera alla bidrag.

20f 7
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(6.6 i tillaggskompendiet) Anvand Debyes metod for att berdkna

(6.6 tillaggskompendiet) Anvand Debyes metod for att berékna
varmekapacitetshidraget fran spinnvagor i ett ferromagneti skt
material vid |agatemperaturer ! Antag att dispersionrelationen
mellan svangningsfrekvens och vagvektor nudr w = Ak2, dér A &
en konstant.

Forspel
Det forstaman kanske frégar sig nar man laser uppgiftsformuleringen ar: vad ar

spinnvagor ? De & ett exempel pé ett mycket intressant - men inte helt enkelt att forstat
- fenomen kallat Goldstone-mod, uppkallat efter den amerikanske fysikern Jeffrey
Goldstone. Goldstone-moder &r excitationer som kan upptrédai en rad olika system som
en foljd av att en kontinuerlig symmetri spontant bryts vid en fasdvergang, och det spe-
cielladr att energin for dessa excitationer & noll. Du kommer att stéta pa Goldstone-
moder om du |&ser fortsattningskursen i statistisk fysik, men 1& oss hér bara snabbt
beskrivavad deinnebér i de magnetiska system som den aktuella uppgiften handlar om.

Spinnen i ett magnetiskt material vid mycket 1&ga temperaturer (mycket nara absoluta
nollpunkten) &r i princip valordnade, d.v.s. allaspinni ett litet utsnitt av provet pekar at
samma héll. Utan ett yttre magnetfalt finns det dock ingenting som sager at vilket hall
spinnen skall peka, utan salange spinnen overallt &r parallella sa & energin minimal.
Detta gor att en |&ngsam kollektiv fluktuation, d.v.s. en fluktuation dér ett stort antal
nérliggande spinn paverkas likartat, i spinnriktningen inte kostar nagon energi. Det &
denna sorts fluktuation vi kallar spinnvégor. De kan liknas vid hur strénai ett sadesfalt
gemensamt langsamt boljar &t olika hdll da en forsiktig bris bléser dver faltet.

Medan deflesta“normala’ fluktuationer &r otankbaramycket néra absol uta noll punkten,
helt enkelt darfor att de kostar for mycket energi att excitera, sd ar spinnvagornamdjliga
anda ned till absoluta nollpunkten. Att de maste vara langsamma fluktuationer innebar
att frekvensen for fluktuationen, wg gar mot noll. Enligt den dispersionsrelation som

givitsovan innebar dettai sin tur att vagvektorn, k, ocksd gar mot noll, och dettainnebar
att vaglangden for excitationen gar mot oandligheten. Att detta ar ett krav for att excita-
tionen skall vara energil6s & inte s& konstigt, eftersom det helt enkelt innebér att helst
hela det makroskopiska provet samtidigt skall fa sina spinn omriktade. Om endast en
liten del omorienteras kommer vi fa en distorsion av provet och en distorsion kostar all-
tid energi.

Loésningen

Att Debyes metod kan fungeraval for dettafall &r inte s svart att tankasig. Ett krav for
spinnvagornas existens &r ju att vagvektorn gar mot noll, d.v.s. att véglangden gar mot
oandligheten, och dérmed kan vi ju med gott samvete betrakta mediet som ett konti-
nuum, vilket & grundantagandet i Debyes resonemang.

1. Begreppet anvands mycket oftamer eller mindre felaktigt bl.a. i mitt eget forskningsomréade,
vétskekristallfysik.
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(6.6 i tillaggskompendiet) Anvand Debyes metod for att berdkna

Debyes metod gér ut pa att m.h.a. ett koordinatbyte 6verfora allafluktuationer i syste-
met till normalmoder, d.v.s. vi kan betrakta systemet som 3N oberoende harmoniska

oscillatorer dér var och en har en karakteristisk svangningsfrekvens w,, som &r unik for

just denna oscillator. For att berdkna medel energin fran en sadan oscillator kan vi
anvanda resultatet (M6.7) som hérleddes for Einsteins modell for gittersvangningar:

_ hw hw
Clow = 5 F w1 (EQ21)

Medan det i Einsteins modell endast existerade en vinkelfrekvens med vilken alla oscil-
latorer svangde, har vi i vart fall ett stort antal frekvenser. Antalet oscillatorer med egen-
frekvensi intervallet [w, w + dw] &r f(w)dw, dar f(w) &r tillstandstétheten for systemet.
Denna beror av dispersionsrel ationen mellan frekvens och vagvektor, och hérleds helt
generellt i appendix B till:

Vk2 dk

f(w) = Zﬁxd—v—v (EQ2.2)

Den totala medelenergin for systemet vid en viss temperatur T far vi genom att integrera
produkten av energin per oscillator, ekvation 2.1. och tillstandstatheten, ekvation 2.2:

= NL
E = VO*Qﬁf(W)d‘N (EQ23)

Normalt utgdrs den Gvre integrationsgransen av Debye-frekvensen, meni vart fall stu-
derar vi fallet att temperaturen & mycket 1&g. D& gér integranden snabbt mot noll for
stora varden padw och darfor kan vi med gott samvete integrera andatill oandligheten.
Konstanten Vg innehdller alla temperaturoberoende termer (de som hérror ur forstater-
men i ekvation 2.1). Dennabehdver vi inte bry oss om eftersom vi nu deriverar ekvation
2.3 m.a.p. temperaturen for att fa vérmekapaciteten:

E: ¥ -1 hw -1
CV = %8\/ = Q'hW Xmebhw x‘_k— xﬁf (W) dw (EQ24)
\¥ ebhw Wi

_ ‘h _ \¥ eth
= Q@ iz T = kQ) m—gyz *(BhW)? xf (wydw

Genom att sittain den i uppgiften givna dispersionsrelation i ekvation 2.2, far vi fol-
jande uttryck for tillstndstatheten:

w1 VW
f = =
W) = 302 5w - apeasit

(EQ25)

Eftersom vi inte & intresserade av det absoluta vérdet pa Cy, utan endast temperaturbe-

roendet, kan vi struntai allakonstanter i ekvation 2.5 och i fortsdttningen talai termer
av proportionalitet. Vi sétter in ekvation 2.5 2.4 och fér d&
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6.5iu iftskompendiet) Beriakna ® Debye-temperaturen for flytande “He vid
( (o] o]¢) p y p y

‘¥ eth 2
CV Hu Q m x(bhw) de (EQ26)
¥ gbhw (bhw)5/2

- Qew_1)2 *(bh) 172

N S -
~ E Qe

dw

dér jag i sistaledet har ersatt bhw med x (observera att dw déarmed blir likamed
dx shb).

Eftersom vi integrerar till odndligheten i ekvation 2.6 &r integralen helt enkelt en kon-
stant och vi kan darfor konstatera att varmekapaciteten mste vara proportionell mot

-b—gﬁp T3/2 vilket & vart svar.

(6.5 1 uppgiftskompendiet) Berékna 3 Debye-temperaturen for
flytande *He vid temperaturer under 0.6K ! Berakna ocksa
b) koefficienten A i Debyes T3-lag: ¢, = AT 3.

Vi studerar flytande helium vid mycket |8ga temperaturer (under 0.6K). Det & darmed
uppenbart att vi kan anvanda | &gtemperaturapproximationen av Debyes uttryck for
varmekapaciteten, given av ekvation (M6.30b) i boken. Dock maste vi ta hansyn till att
vissa polarisationer for |judvagorna ar noll i vart fall, medan bokens resultat &r beraknat
med forutsittningen att sval longitudinella som transversella ljudvégor existerar.

Att transversellaljudvagor inte kan existerai vétska, eller i gasfor den delen, &r en foljd
av att vatskor (&minstone stillastdende sddana) och gaser, till skillnad frén fasta krop-
par, inte kan ta upp skjuvspanningar. Darmed kan endast de longitudinella ljudvégorna
transmitteras genom vatskor och gaser.

A. Debye-temperaturen
Debye-temperaturen ar definierad i ekvation (M6.26) pasida160i Mandl:

h
Qp = Tbhwp = % (EQ3.1)

| Mand! hérleds Debye-frekvensen, wp, for en fast kropp, och vi kan i princip anvénda

det resultatet (ekvation M6.22). Egentligen méste vi dock i harledningen ta hansyn till
att:

1. vi barahar longitudinella ljudvégor, sdvar motsvarighet till Mandis uttryck M6.19a
och b blir:

Vw2dw 1

f(w)dw =
2p2 Vlsong

(EQ3.2)
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6.5iu iftskompendiet) Beriakna ® Debye-temperaturen for flytande “He vid
( (o] o]¢) p y p y

2. aven om molekylernadr friaatt rérasigi tre dimensioner bidrar endast rorelser i lon-
gitudinell led till ljudutbredningen. Alltsa & antalet moder N istallet for 3N.

Vid ber&kningen av wp tar &ndringarna relativt bokens resonemang precis ut varandra,

sAekvation (M6.22) géller aveni vart fall (under observation att medel hastigheten i vart
fall & den longitudinella hastigheten), och vi far:

-hW h .. 1/3
Qp = — = a%pZ—vIongﬂ (EQ33)

Hastigheten for de longitudinella vagorna ar angiven till Viong = 238.3mos vid de tem-
peraturer vi studerar. Faktorn N @V kan vi skriva om pa féljande sétt:

m NM 1 N N, xr
ro = - x=p —~ = (EQ3.4)
V N, V VM
och vi fér darmed:
Qp = Eg%pz :/I Vingg (EQ35)

_ 1055 x10-34 x3§p2 x6.02 x10% x145
1.38x10-2 €  4,0026 x10-3

..1/3
x238.33g = 19.8K

B: Konstanten Al

For att finna denna konstant, som relaterar varmekapaciteten med temperaturen vid 1aga
temperaturer, kan vi nastan direkt anvanda Debyes | &gtemperaturapproximation (se
Mandl, sida 162):

c, = 12 p4ngegDo (EQ3.6)

Vi méste dock ta hansyn till de tva viktiga skillnadernajag listade ovan. Nar Mandl
hérleder varmekapaciteten skriver han om tillstandstatheten i termer av Debye-frekven-
senistéllet for ljudhastigheten (ekvation M6.23), genom att sdttain (M6.22) i (M6.19b).
N&r vi gor motsvarande omskrivning blir var resulterande tillstdndstzthet tre génger
mindre eftersom var Debye-frekvens &r identisk med Mandls, men var tillstndstathet i
termer av ljudhastigheten &r tre ganger mindre. Darfor blir var varmekapacitet precistre
ganger mindre &n vad som anges av ekvation 3.6, och vi far allts& (vi andrar ocksatill
specifikt varme istéllet for varmekapacitet):

1. For att undvika forvaxling med temperaturparametern, b = , har jag betecknat kon-

1
kT
stanten i varmekapacitetens temperaturberoende med A.

6 of 7
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6.5iu iftskompendiet) Beriakna ® Debye-temperaturen for flytande “He vid
( (o] o]¢) p y p y

‘—1p4%k@l 6° _ 4 , 6.02x102 138 x10-23
5° M €Qu¢ 5 40026x103  19.83

P A=208

XT3 (EQ3.7)

CV:
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Klassisk idealgas—varmekapacitetenskoppling till
deinrefrihetsgraderna

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, s ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

Idag kommer vi att studera hur deinre frihetsgraderna, d.v.s. de translations-, rotations-,
vibrations-, och elektroniska excitationsmdgjligheter som finnsi en ideal gas, paverkar
varmekapaciteten. Dagens 6vning ar verkligen en illustration till vad jag sade igér som
skdl till att vi &gnar s mycket tid &t att studera varmekapaciteten: varmekapaciteten
talar om valdigt mycket om vad som forsiggér i vart material pd molekylar niva. (Det
finns andra goda skl att bry sig om varmekapaciteten - vi beror ett sddant nér vi snart
talar om fasdvergangar.)

| allaresonemang i detta kapitel (liksom i forra kapitlet) betraktar vi vérmekapaciteten
som

- IE
C = T (EQO.1)
d.v.s. vi antar att all tillford varme gér till en héjning avinre energin. Termodynamikens
forsta huvudsats séger 0ss att detta antagande innebdr att vi sétter arbetet till noll, vilket
ar fullt rimligt i fréga om fastakroppar som jui princip & inkompressibla. Nar vi nu stu-
derar gaser innebér det helt enkelt att vi alltid talar om varmekapaciteten vid konstant

volym, C,, .

Eftersom varmekapaciteten ar temperaturderivatan av energin handlar kapitel sju
mycket om att ta fram de olika bidragen till idealgasens inre energi. Med férvirringen
under réknedvning ata kring vad vi menar med inre energi, i farskt minne, tror jag dar-
for att det kan vara bra att ge en liten dversikt av de olika energibidragen vi har att géra
med:
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(7.11) Koldioxid &r en linjar molekyl och den har fyra tankbara vibrationsmoder.

Yttre potentiell
energi (hela
systemet ar i ett
kraftfalt, t.ex.
tyngdkraftsfaltet)

TOTALA
ENERGIN

Inre
energi

Yttre
energi

Inre potentiell energi
(beror pa vaxelverkan
mellan partiklarna =>
denna term ar noll i en

ideal gas)

Translationsenergin Etr, ar
energin som finns i den
brownska rérelsen, d.v.s. de
standigt existerande,
stokastiska, molekylrérelserna.

l Rotationsenergi

Yttre kinetisk energi
(hela systemet ror
sig, som t.ex. fluiden i
ett kylskap)

Inre
kinetisk
energi

Interna energin E'nt, ar, sa att
saga, "annu mer inre an den inre
energin”. Det handlar har namligen

om en enda molekyls inre energi.

l Vibrationsenergi

Elektroniska
excitationer

FIGUR 1.

Den totala energin for ett visst system ar sammansatt av manga olika bidrag.

| dagens Gvning studerar vi bara system i vilavilket innebér att vi inte har nagon yttre
energi med i berdkningarna. Dessutom studerar vi ideala gaser, och for dem géller ju att
molekylernainte vaxelverkar med varandra, och dérmed & &ven den potentiellainre
energin noll. Kvarstar den inre kinetiska energin och det & dess olika komponenter vi
kommer att jobba med.

(7.11) Koldioxid &r en linjar molekyl och den har fyraténkbara
vibrationsmoder. Dessa moder har vibrationstemperaturerna

Q, = 3360K, Q, = 1890K, Q, = 954K och Q, = 954K

Uppskatta den molara varmekapaciteten vid konstant volym for
CO, vid 312K m.h.a. figur 6.5!

De olika vibrationsmoderna beskrivs hér genom sinarespektive vibrationstemperaturer.
Man har helt enkelt skrivit om vibrationsenergin som en temperatur, precis som vi
giorde med gittervibrationernai Einstein- och Debye-modellerna, d.v.s. vi skriver:

Q= * (EQLY)

Att géradennaomskrivning &r lampligt eftersom vi skall anvandaossav Einsteinskurva
for moléra varmekapaciteten for diamant som funktion av temperaturen, figur 6.5 pa
sida154. Variabeln pax-axeln &r just temperaturen delad med Einstein-temperaturen,
d.v.s. energin for gittersvangnings-” oscillatorn” i Einstein-modellen uttryckt som tem-
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(7.11) Koldioxid &r en linjar molekyl och den har fyra tankbara vibrationsmoder.

peratur. Aven om vi i vart fall inte studerar ett gitter utan en gas, kan vi anvandafiguren
eftersom vi &ven har studerar bidragen till varmekapaciteten fran en harmonisk oscilla-
tor. | vart fall har vi dock fyra stycken oscillatorer som bidrar, sdvi far tafram varje
vibrationsmods bidrag och summera dem for att fa det totala vibrationsbidraget till
varmekapaciteten.

Vi kan favarje mods bidrag till varmekapaciteten genom att |4sa av y-vardet som mot-
svarar forhdllandet 312K (fréga mig inte varfor denna temperatur, 39°C, &r sdiintressant
—formodligen hade Mandl experimentelladatatill hands for just denna temperatur)
genom vibrationstemperaturen pa x-axeln. Dock fé&r vi omtolkay-vardet en aning. Man
kan fréga sig varfor y-variabeln i figur 6.5 &r just C ©3R. Skélet & helt enkelt att de
“fullt exciterade” gittersvangningarna ger en molar varmekapacitet pajust 3R—i detta
fall stammer alltsd Dulong-Petits lag — och kurvan i figur 6.5 illustrerar hur nara full-
sténdigt exciterade svangningarna &r vid olika temperaturer. Vid x = 1 & y nastan lika
med ett, d.v.svi & nérafullsténdig excitation, medan y(0)=0, d.v.s. svangningarna ar
inte alls exciterade vid absoluta noll punkten.

Den modifikation vi maste géra for att anvanda figur 6.5 & just att skala om kurvan till
fallet molekylvibrationer istéllet for gittervibrationer, d.v.s. vi behtver vetavad bidraget
till den mol&ra varmekapaciteten ar fran en fullt exciterad molekylvibrationsmod. Detta
skall ni harledai uppgift 7.2, sdjag tanker inte gora hérledningen hér, utan baraanvanda
resultatet: bidraget & R. M.a.0. méste vi multiplicera den faktor vi laser av pay-axeln
for varje vibrationsmod med R for att f& modens bidrag till varmekapaciteten vid den
aktuellatemperaturen. Om vi gor detta for de fyra moderna far vi foljande resultat.

Mod T nQvib Cysbidrag
1 0,09 0

2 0,17 0.1R

3 0,33 0,5R

4 0,33 0.5R

Om vi summerar varabidrag far vi C' = 1.1R, men detta & mycket mindre an koldi-

oxids varmekapacitet vid 312K .Har vi gjort ndgot fel ? Nja, vi har helt enkelt glomt att
det finns mer &n vibrations-energin som bidrar till vArmekapaciteten vid dennatempera-
tur. En snabb titt pafigur 1 visar att vi i dettafall kan tanka oss bidrag fran trandations-,
rotations- och el ektroniska excitationer. For att finnavilkavi har, och hur storabidragen
&, far vi |3saigenom avsnitt 7.5 i boken. | sammanfattning siger detta avsnitt att:

* bidraget fran translationsenergin (termisk rérelse) ar 37R

* rotationsmoderna &r fullt exciterade vid 312K och ger bidraget Rtill den moléra
varmekapaciteten

* inga elektroniska excitationer finns vid denna temperatur
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(7.14 i tillaggskompendiet) Harled formeln, fér vatgas vid temperaturer mycket

Alltsa bor vér totala varmekapacitet bli g% +1+ 1.18R = 3.6R, och detta stammer

betydligt béttre med det experimentella vardet 3.53R.

(7.14 i tillaggskompendiet) Harled formeln,

T

T.2 21

mol — 3 20 T
C, 2R+ 12RéTﬂ e

for vétgas vid temperaturer mycket mindre @n 100K, och bestam
harur avstandet mellan vateatomernai H,-molekylen'!

En forsta kommentar man kan getill denna uppgift & att temperaturintervallet for vil-
ken formeln géller inte & helt korrekt angivet. Vi vet ju sedan tidigare att
varmekapaciteten skall gd mot noll d&temperaturen gér mot noll, och detta uppfylls
uppenbarligen inte av den givnaformeln. Detta beror pa att formeln &r framtagen inom
den klassiska approximationen, och i avsnitt 7.3 diskuteras var granserna fér denna
approximation gar. Ekvation (M7.37) séger att kravet for att kunnaignorera kvanteffek-
ter & att de Broglie-vaglangden fér molekylerna & mycket mindre an den fria vaglang-
den per molekyl. Dettavillkor & normalt val uppfyllt for en gas, men inte for en vétska,
och darmed brister den klassiska approximationen, och med den ovanstédende formel, da
vi kyler ned till vétets kondensationstemperatur. Skall vi vara korrekta bor vi altsa
papeka att sambandet géller endast for temperaturer mycket mindre &n 100K, och hdgre
an vétes kondensationstemperatur.

L&t oss nu ga Gver till 16sningen av uppgiften. Den forsta termen i sambandet forstar vi
direkt efter att halost uppgift 7.11. Det &r bidraget fran den termiskatransl ationsenergin

som ju &r konstant lika med gR, oberoende av temperaturen, inom den klassiska

approximationen. Den andra termen &r lite klurigare, men vi kan ju konstatera att expo-
nentialberoendet skvallrar om att Einstein-modellen for gittervibrationer skulle kunna
anvandas som inspiration. Efter att halast avsnitt 7.5 kan vi ocksa dra slutsatsen att ter-
men maste motsvara bidraget fran rotationsmoderna, ty det anges att rotationsmoderna
for sma diatomara molekyler, i stil med vatemolekylen, uppnér full excitation forst vid
relativt hoga temperaturer (typiskt ndgra hundra Kelvin), medan alla andrainterna exci-
tationer & helt oexciterade vid rumstemperatur. | samma stycke l&ser vi osstill att anta-
et rotationsmoder for diatoméralinjaramolekyler &r tva. (Du kan |8t sjalv kommafram
till dettaresultat genom att fundera pa pa hur mangaicke-kopplade sitt du kan roteradin
penna, d.v.s. hur manga normalmoder finns det for rotation av pennan?)

Vi soker alltsaett uttryck for energin fran rotationsmoderna, och som en god start finner
vi i Physics Handbook rotationsenergin fér en diatomisk molekyl:

h2
e = ﬁ‘](‘] +1) (EQ2.2)

dér | & troghetsmomentet for molekylen, och ges av:

Raknedvning tio i termodynamik, hosten 2000 4av7



(7.14 i tillaggskompendiet) Harled formeln, fér vatgas vid temperaturer mycket

| = nr2 = grz (EQ22)

Hér & r avstdndet mellan atomerna, och m & massan for en atom. Ekvation 2.1 anger
den totala rotationsenergin for en diatomar molekyl, och méaste alltsd omfatta bidragen
frén bagge rotationsmoder. Kvanttalet J kan anta varden mellan 0 och oandligheten, och
for varje J har vi ocksd 2J + 1 olika kvanttal m; som alla ger samma energi. Degenera-
tionsgraden for energinivaernai ekvation 2.1 &r altsd 2] + 1. Darmed far vi att till-
standsfunktionen for en molekyl maste bli:

j —t)Z—TJ(J+1)
Z=q (23+1)e (EQ2.3)

J=0

Vi skulle nu behtva logaritmera ekvation 2.3 och deriveraresultatet m.ap. b for att fa
medel energin, men detta ar ratt besvarligt som tillstandsfunktionen nu ser ut. Vi tvingas
approximera uttrycket och utnyttjar da att vid hyfsat |gatemperaturer och fér smatrog-

2
hetsmoment (baggetvagélleri vart fal) sdar % » 1, och dérmed kan vi draslutsatsen

att endast de forstafatermernai ekvation 2.3 ger nagot bidrag till tillstandssumman. For
att gora det riktigt enkelt for oss tar vi bara med de tva forstatermerna, och far d&

_bt?
Z»1+3e ! (EQ 2.4)

Nu kan vi ta fram den ungefarliga medelenergin per molekyl (harifran liknar vart reso-
nemang hérledningen av Einstein-modellens resultat rétt mycket):

bh?
finz -1 2t h?2  3h2 e |
A o ey R—r (EQ29)

1+3e | 1+3e !

e =

For att nu farotationsmodernas bidrag till den molé&ra varmekapaciteten multiplicerar vi
ekvation 2.5 med N, och deriverar produkten m.a.p. T. Vi forenklar dock deriveringen
bh2
for oss genom att forst multipliceratéljare och ndmnarei 25 med e ! , och vi passar
ocksa pa att ersittab med E%r“:
h2
_5E5 _ 1 3N;h2 3N h? _glkT =h? g

I
O e, TT _ w1 _zekTe Q20
IKT 0} KT 0}
ELES A e
h2
_3Nah41 eﬁ
TOOK2 T2 M 2
kT 4 20
BT
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(7.4) Bestam Helmholtz fria energi, och déarefter varmekapaciteten, for en ideal gas

2
Nu anvander vi 8terigen det faktum att % » 1 och konstaterar da att trean i namnaren i

sistaledet ar forsumbar, varfor vi kan skriva:

3Nghdq B2
Cvmol = kl—az-ITlie IKT (EQ2.7)

Om vi nu definierar “ rotationstemperaturen”, T,, enligt:

h? h?

7l =2T, P T, = o (EQ2.8)
kan vi skriva varmekapaciteten paformen:
2 2T 2 2T
C,m™ = 3N, x4k X$8 e T = 12Réﬁ|_’€%8 e T (EQ29)

och dérmed har vi hittat det stkta uttrycket (for den totala mol&ra vérmekapaciteten
adderar vi bara translationshidraget gR).

Vi skall dutligen berakna avstandet mellan vateatomerna, ndgot som kanske inte var
uppenbart fran bérjan hur vi kunde fa fram ur varmekapaciteten. Under arbetets har vi
dock kommit fram till att rotationstemperaturen &r relaterad till molekylens dipolmo-
ment, som i sin tur & relaterad till atomavstandet, och darmed kan vi |6sa ut det senare.
Med vardet for T, fran uppgiften, och ur ekvationer 2.8 och 2.2 far vi:

2 2 N h2
| = er = h_p r = h_ = a
2" 7 2k, mkT, || MKT,

_ J 6.02 x1023(1.055 x10-34)2
1 x10-3 x1.38 x10-23 x85.4

(EQ 2.10)

= 0.75A

(7.4) Bestam Helmholtz friaenergi, och darefter vérmekapaciteten,
for en ideal gas vars partiklar kan betraktas som i den “extrema
relativistiska gransen” !

Den rel ativistiska gransen innebér att partiklarnaror sig sa snabbt att vi maste ta hansyn
till att massan inte langre &r lika med vilomassan. Diverse rakningar pa den fullstandiga-
energin (vilo- och rérelseenergi) ger da det samband mellan energi och impuls som

angesi uppgiften (se exempelvis kapitel 15 och 16 i The Feynman Lectures on Physics).

For att 16sa denna uppgift foljer vi helt enkelt resonemanget i avsnitt 7.2 till 7.5, sidor
171 till 179, men med uttrycket for enpartikelenergin forandrat enligt uppgiftstexten.
Tilstandstétheten, ekvation (M7.17), forandras inte da den enbart beror pa forhallandet
mellan impulsen p och vagvektorn k.
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(7.4) Bestam Helmholtz fria energi, och déarefter varmekapaciteten, for en ideal gas

Enpartikeltillstdndssumman, som i vart fall helt och hallet svarar mot den transversella
energin (ordet “partiklar” tycksi dettafall syfta pdelementarpartikel, och for en ele-
mentarpartikel kan vi forstas varken harotations-, vibrations- eller elektroniska excita-
tioner), blir i vart fall altsa

¥ 4vpp2 4vp ¥
Z, = Q%erbcpdp = ﬁgq p2ePdp = [Beta] (EQ3.1)
_4Vp 20 _ 8Vp

"h3 (bc)® ~ h3cib3
dér jag satt [p| = p.
For att fatillstdndssumman for hela systemet anvander vi ekvation (M7.11) som ger 0ss:

_ 18vp "
~ N!€h3c3p3g (EQ32)

Vi anvander nu Stirlings formel (exponentierad) och anvander relationen mellan till-
sténdssumma och Helmholtz fria energi for att fa fram den senare:

— - (0] (0]
F =-KkTInzZ = _gﬂlnﬁmﬂ (EQ3.3)

Nu fér vi medelenergin som:

E - finz _ @é\lh3c3b3@5§3g 8Vp 4
b € e8Vp 2 “Nh3c3p4o

(EQ3.4)

3N

— = 3NKT
b 3

D& aterstér bara att deriveram.ap. T for att fa varmekapaciteten (jag antar att de soker
den molé&ra varmekapaciteten):

c,m = ﬂlT(SNakT) = 3N,k = 3R (EQ35)
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Klassisk statistisk fysik (kapitel 7.7 till 7.9)

Jan Lagerwall
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resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(7.19i tillaggskompendiet) Ett karl innehdller en gas av atomer
med massa m, vid temperaturen T. Atomerna emitterar |jus med
frekvens ny som lamnar karlet genom ett fonster. Ljusstralen, vars
riktning vi kallar x-riktningen, analyseras av ett spektroskop. P.g.a.
Doppler-effekten & den uppmétta ljusfrekvensen ungefér

V..
n = npdi+ —C-Xg dér c & ljushastigheten. Foljaktligen har ljuset
som nér spektroskopet en viss frekvensfordelning och andelen av
ljusintensiteten med frekvens mellannochn+ dn & I (n)dn. Vad

ar Imedelfrekvensen, P) frekvensfordel ningens standardavvikel se,

och 9den relativa frekvensfordelni ngen fOr det av spektroskopet
analyserade |juset ?

Forst ndgra ord om terminologin i uppgiften. Det anges att |juset har en viss “intensitets-
fordelning”, men som du kanske mérkt har jag ersatt detta med “frekvensfordelning”.
Det & ju namligen just frekvensen pa ljuset som &r fordelad kring emissionsfrekvensen
ng, medan den frekvensberodende intensiteten, s& som den definierasi uppgiften, helt
enkelt terspeglar sannolikheten att en foton som traffar spektroskopet skall hajust frek-
vensen n. Jamfoér med Maxwells hastighetsfordelning, P(v)dv , definierad pasida184 i
Mandl.

A. Medelfrekvensen

Denna uppgift ar faktiskt mycket enkel om man bara funderar pa vad som ger upphov
till dopplerskiftet. Den rérelse det handlar om hér &r ju den termiska rérel sen hos gas-
molekylernai kérlet. Per definition &r den effektiva forflyttningen som féljd av den ter-
miska rérelsen noll. Rorelsen & helt sumpméssig sa alla rorelseriktningar méaste vara
likrepresenterade i hastighetsfordel ningen, och darmed maste medelhastigheten i varje
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(7.19 i tillaggskompendiet) Ett karl innehaller en gas av atomer med massa m, vid

riktning vara noll (det & en annan sak med kvadraten pa hastigheten — vi terkommer
till detta). Anvander vi dennaiakttagelsei uttrycket for den observerade frekvensen, far
vi:

< \

A=n3A+

)

X0 = n,& +

g~ 0g

OIO

No (EQ1.1)

(¢

Jamfor vi detta resultat med det vardagliga exempel pa dopplerskift vi alla kanner till,
sirenens andrade frekvens nar en ambulans l. dyl. kor férbi oss pa gatan, s ser vi att
dettainte stammer dverens med var erfarenhet. Det &r ju uppenbart att frekvensen stiger
salange ambulansen narmar sig, och sunker efter att den passerat. Forklaringen till
skillnaden &r att ambulanser i normalafall tack och lov inte kér omkring lumpméassigt
utan har en valbestdmd hastighet i en riktning.

B. Standardavvikelsen

[Vad jag vet finns det ingen bra svensk motsvarighet till root-mean-square frequency
shift. Definitionsmassigt & det dock identiskt med standardavvikelsen.]

Vi berdknade just medelfrekvenseni a)-uppgiften, savi kan anvanda dettaresultat nar vi
skall tafram kvadraten av frekvensskiftet:

(Dn)2 = (n=-n)2 = [ n@+28_n "= g EQ1a
0a co 0 002 '

Eftersom vi soker medelvardet av ekvation 1.2 maste vi nu finnamedelvardet av v2 . For

detta &ndamal anvander vi den ovan namnda Maxwells hastighetsfordelning (Mandl
sida 190, ekvation M7.773)

m _dVis
P(v,)dv, = /EB—E_Fe 2KT2 gy, (EQ1.3)

[Observera att det finns en Maxwells fartférdelning (M7.59) och en Maxwells
hastighetsfordelning (M7.77). Hall reda pavilken du skall anvéanda nar du raknar pa
liknande problem !]

som géller just den slumpmassiga rorelsen hos molekylernai en gas, och far da

¥

aé”vxo
V2 = O\/EP(vx)dv = va/ ———e “KToqy = [Beta] (EQ1.4)

m_ 1 2KT /p2kT _ kT
2ka 4 m m

dér jag vid berdkningen av integralen utnyttjat att integranden ar en jamn funktion. Nu
har vi allt vi behdver for att berékna standardavvikel sen m.h.a. dess definition:
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(7.22 i tillaggskompendiet) Finn ett uttryck fér smalttemperaturen for ett fast &mne

—— | V2 ny kT
(DN)ims = /(n=n)2 = néc—)z( = FOXJ% (EQ 1.5)

C. Frekvensférdelningen

Maxwells hastighetsférdelning talar om for oss hur stor sannolikheten &r att finnaen
moleky! vid en hastighet i ett visst intervall [vy, v, + dv,]. Dessutom vet vi att frekven-

sen for ljuset & beroende av hastigheten enligt Doppler-sambandet som &r givet i upp-
giftsformuleringen. Darmed kan vi direkt skriva om hastighetsfordelningen som en
frekvensfordelning genom att utnyttja:

= c&l_10 =L
vy, = én, 1P dvy nodn (EQ16)

Sétter vi in ekvation 1.6 i 1.3 fér vi:

anc2ed)_10%
en, 9=+

s c _dei(n—no)%
- m o - m e 2kTnz @
P(n)dn /2_ka xe X—nodn —no /—Zka xe (EQL7)

Detta &r vart svar (dven om jag valt att behalla beteckningen P istéllet for I).

fD~O~<'|)~O

(7.22 i tillaggskompendiet) Finn ett uttryck for smélttemperaturen
for ett fast amne genom att analysera amplituden hos atomernas
vibrationsrorel ser kring jamviktslaget !

En ganska kul uppgift som bygger paen valdigt ‘ greppbar’ modell: om molekylvibra-
tionernablir for stora kan inte den fasta kroppen hallaihop langre, utan den smalter ner
i envétska. Vi soker en relation mellan temperaturen och den medelkvadratiska avvikel-
sen frén jamviktsl aget for atomerna. L&t oss analysera forutsattningarna for modellen vi
skall anvéanda

* Vi har 3N harmoniska oscillatorer som alla svanger med samma frekvensw

* Temperaturen & sa hog att KT ,, » hw

Den forsta forutséttningen innebér att den totala energin kan skrivas som 3N ganger
energin frén en oscillator som svanger med frekvensen w. Den andr a for utsattningen
s&ger att vi kan utnyttja ekvipartitionsteor emet som bara géller om vi kan férsumma

de kvantmekaniskaeffekterna (Villkoret KT, » hw &r ekvivalent med ekvation M7.127
pasidan 209 i Mandl, ty energiskillnaden mellan tva narliggande tillstand for den har-
moniska oscillatorn &r ju just hw.)

Ekvipartitionsteoremet gor livet 18tt for ossty vad det séger &r att varje kvadratisk termi
Hamilton-operatorn, uttryckt i generaliserade [dges- och impulskoordinater, ger bidra-
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(7.21 i tillaggskompendiet) Bestam antalet tillgangliga tillstand for en

get %kT till den totala energin. Hamilton-operatorn for vart system bestar av summan

av de potentiella och de kinetiska energierna for alla 3N oscillatorer. Den maximala
awikelsen fran jamviktslaget i svangningarna, vilket ju &r den storhet vi vill relateratill
temperaturen, férekommer som bekant (se Physics Handbook om du glémt detta) just
kvadratiskt i den potentiella energin for den harmoniska oscillatorn. Medelvérdet av
denna potentiella energi &r:

— _ mwZ2axai
EpOt = — (EQ2.1)

Dettainnebér att just den storhet vi soker forekommer som kvadratiska termer i Hamil-
ton-operatorn, uttryckt i légeskoordinater, och dérmed siger oss ekvipartitionsteoremet

att den potentiellamedelenergin i varje oscillator &r %kT . Alltsafar vi:
mw2ax?i _ KT

> 7D Th

. 5 (EQ22)

dér jag i sista steget satt in att medelavvikelsen vid smalttemperaturen skall vara atom-
avstandet ganger faktorn g

(7.21 i tillaggskompendiet) Bestam antalet tillgangliga tillstand for
en endimensionell harmonisk oscillator, dels utifran ett klassiskt
och dels fran ett kvantmekaniskt resonemang ! Visa att konsistens
mellan de tvaresultaten forutsétter att minsta volymen per tillstand
| fasrummet & h'!

Den har uppgiften lider av vissa formuleringsproblem som gér mig uppmarksam pa
nagot jag forsummat hitills under raknedvningarna, namligen att klart och tydligt defi-
niera (och respektera!!) skillnaden mellan det totala antalet méjliga tillstand, degene-
rationsgraden och tillstndstatheten for ett system. Jag har nu gétt igenom tidigare
réknedvningar och rensat bort en del slarv med dessa begrepp och uttkat begreppsover-
sikten i inledningen till raknedvning tva (hamta garna nya versioner av raknedvningar
tvaoch atta!), dar de tva forsta begreppen dyker upp for forsta gangen.

Det stora problemet i hur denna uppgift formuleras &r att det anges att det totala antal et
tillgangligatillstand &r W(E), dar E &r energin. For en helt valbestamd energi &r detta
antal mycket 1&tt att rékna ut (forutsatt att svangningsfrekvensen & valbestamd — visser-
ligen inte ndmnt i uppgiften, men detta maste vi forutsitta): det &r ett. Har vi en enda
oscillator med helt valbestdmd energi, kan ju oscillatorn vid varje tidpunkt bara befinna
sigi ett endatillstand, klassiskt definierat av att den totala energin skall vara:

2 252
p? , mw2x

Etot = Epot+ Ekin = m 2

(EQ3.)
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(7.21 i tillaggskompendiet) Bestam antalet tillgangliga tillstand for en

Storheten W(E) & m.a.o. degenerationsgraden for ett makrotillstand fér den harmoniska
oscillatorn, och om vi vet precisi vilket makrotillstand oscillatorn befinner sig, ar for-
stés antalet tillgangligatillstand just lika med degenerationsgraden.

Dock vore uppgiften inte sarskilt intressant om vi skulle komma fram till svaret

WE) = 1, utan vi maste gora ytterligare ett antagande, namligen att energin inte & val-
bestamd. Istdllet antar vi att oscillatorns energi ligger i intervallet [E, E + dE], och da
blir forstas antalet tillgangligatillstand storre. Det blir helt enkelt lika med summan av
allamikrotillstdnd som svarar mot de makratillstand som rymsi energiintervallet.

Det klassiska fallet

Vi vet att ett visst mikrotillstdnd motsvarar en punkt i det s.k. fasrummet, d.v.s. i vart
endimensionellafall har vi ett precist varde pa oscillatorns impuls och |age. Punkten
forflyttar sig langs en ellips, vars axelstorlekar bestdms av oscillatorns totala energi, da
tiden gér (ekvation 3.1 &r ekvationen for en ellips). Om vi har en viss osdkerhet i energin
vet vi att allaméjliga mikrotillstand maste finnas inom den area som ryms mellan den
storre E + dE-€llipsen, och den mindre E-ellipsen. Vi kan alltsa tanka oss att antalet

mikrotillstand & proportionellt mot areant i fasrummet (I&s garna resonemanget om
detta pa sidor 207-208 i Mandl). Utifran klassisk fysik kan vi inte bestamma proportio-
nalitetskonstanten, ty det finnsingenting i klassisk fysik som talar om hur stor fasrums-
volym ett tillstand tar (det & volymen per tillstdnd som avsesi uppgiften aven om det
inte stér det 1), men vi kommer strax se att kvantmekaniken kan |6sa detta problem.

L&t oss dock borjamed att berdkna arean. For att |8t hitta den skriver vi forst om ekva-
tion 3.1 pa standardformen for en ellips:

_ X2y
1=5+% (EQ32)
I p2 +mW2X2

Uil=omE" 2E

Arean for en ellips & ju pab , sd genom att jamstalla 6vre och undre raden i ekvation
3.2 fér vi arean innanfor rérel sebanan som svarar mot energin E:

A = p.J/2mE x r_ng\?vE_Z = Zp% (EQ3.3)

Den area som svarar mot energiovissheten dE blir nu:

2D (E+dE—E) =
w

2pdE
“w (EQ34)

och det totala antalet méjliga mikrotillstand for var g helt valbestdmda oscillator maste
alltsd vara proportionell mot denna area.

1.1 det generellafallet talar vi om volymen i fasrummet, men i vart fal &r ju fasrummet
tvadimensionellt sa volymen Gvergér i en area.
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(7.21 i tillaggskompendiet) Bestam antalet tillgangliga tillstand for en

Det kvantmekaniska fallet
Kvantmekaniskt vet vi att energin for en harmonisk oscillator ges av:

E = twi+ %g (EQ35)

d.v.s. energiskillnaden mellan tva narliggande tillstand & konstant likamed hw . Dér-

med kan vi dra slutsatsen att det i intervallet [E, E + dE] maste rymmas ST_\I/EV makrotill-

sténd. Eftersom varje makrotillstand for en ensam endimensionell oscillator svarar mot
ett enda mikrotillstand® blir det totalaantalet mikrotillstand som till&tsinom vart energi-

intervall, berdknat frén kvantmekaniska resonemang, lika med %—5

Konsistens mellan klassiskt och kvantmekaniskt resultat

Likstaller vi nu resultaten fran det klassiska resonemanget med det fran det kvantmeka-
niska, far vi:

2pdE _ dE
f x v - hw (EQ 3.6)
U f = %xL = 1
hw 2pdE h

Konstanten f, som utgor just tillstandstatheten i fasrummet, maste vara ett genom den
minsta arean for ett tillstand, vilket innebér att minsta arean, eller “volymen” i generella
termer, for ett tillstand & h, v.swv.

1. Detta stémmer val med degenerationsgraden vi hérledde i uppgift 2.12 under andra
réknedvningen
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Raknedvning tolv |
termodynamik, hosten 2000

Fasjamvikt och fasover gangar, Clapeyron- och
Clausius-Clapeyron-ekvationerna (kapitel 8)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, s ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

Forst ndgra kommentarer till kapitel 8, som tyvarr innehaller en del felaktigheter av
olikaallvarligadag. Vi kommer dterkommatill deriktigt allvarligafelen i morgonda-
gens dvning, men idag stoter vi pa en liten férvanskning av historien respektive benam-
ningar, som inte &r sarskilt allvarlig, men icke desto mindre vard att korrigera.

Avsnitt 8.4 innehdller en harledning av Clapeyron-ekvationen, ingenting annat. Emile
Clapeyron (1799-1864) var en fransk ingenjor som forutom termodynamik ocksa
agnade sig & hdllfasthetsldra. Han deltog i konstruktionen av ett flertal hangbroar i
Ryssland och Sibirien, och hans arbete resulterade bl.a. i valkandateorem kring elastici-
tetsteori och spanningsberakningar.

Hans intresse for termodynamik uppstod d& han vid &terkomsten till Paris engagerade
sig i jarnvagsbyggen. Det var under dennatid han formulerade ekvationen som relate-
rade tryck och temperatur |angs en fasdvergangslinje, och dennaekvation har sedermera
fatt bara hans namn. Tillsammans med Rudolph Clausius (1822-1888) formulerade han
s& smaningom en forenklad form av ekvationen, som darmed kallas Clausius-Clapey-
ron-ekvationen. Antagandena som ligger till grund fér denna férenklade form &r:

* Specifika volymen for ngan & mycket storre an for vatskan
* Angan kan approximativt behandlas som en ideal gas

Dennaform av sambandet dyker m.a.o. forst upp i avsnitt 8.5.3 i boken.

(8.91 tillaggskompendiet) Vilket tryck kravs for att is skall smata
vid temperaturen -2°C ?

Smaltpunkten for ett fast amne &r beroende av sdval tryck som temperatur. Vi vet allaatt
issmaélter vid 0°C om trycket & atmosfarstryck, men om vi hgjer trycket andras smalt-
temperaturen. Formodligen skulle man tro att en 6kning av trycket leder till en héjning
av smélttemperaturen, eftersom en tryckhdjning ar kopplad till en minskning av specifik
volym, och denna & normalt stérre ju mindre ordnad en fas &r. Detta géller for de flesta
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(8.10 i tillaggskompendiet) Vad ar den molédra angbildningsentalpin

amnen, men vatten & mycket speciellt i detta avseende: specifika volymen for is &r
stérre an for vatten. Det ar darfor en flaska med vatten kommer att sprangas om du stél-
ler in deni frysen och later vattnet frysatill is. Figur 8.7b (sida229 i Mandl) visar ett
kvalitativt fasdiagram for vatten, ur vilket det tydligt framgar att tryckets temperaturbe-
roende langs sméltlinjen har negativ derivata, d.v.s. en tryckhdjning ar férknippad med
en sankning av sméalttemperaturen.

Om vi utnyttjar Clapeyron-ekvationen paformen (M8.31), sida 228, kan vi med den i
uppgiften givnainformationen direkt berékna tryckandringen som kréavs.

kJ
dP _ hsmélt 334k_g—

ar - Tov (EQLY)

G s
T Xé 9.05 x10 kg0

Eftersom smdltlinjen inte gor ndgra val dsamma krumbukter ndgonstans kan vi inom det
lillatemperaturintervallet mellan 0°C och -2°C approximera derivatan %—PF som kon-
stant. Vi fér d&

_aukd

DP = DT x kg ;
273 x9.05 x10-51-
kg

_ _ 668x10°
273 x9.05 x10-5

= 2.7 x10”Pa (EQ1.2)

Atmosfarstryck & ungefar 1.013 x10° Pa, vilket & forsumbart i forhdllandetill den
nodvandiga tryckokningen, sa vart svar blir P = 27MPa.

(8.10i tillaggskompendiet) Vad & den molara angbildningsental pin
(angbildningsental piteten) for kvicksilver vid 400K ?

Vi har fétt givet ngtrycket vid tva narliggande temperaturer. Angtrycket & precis det-
samma som méttnadstrycket, d.v.s. det tryck dar anga och vatska samexisterar vid en
bestamd temperatur. Forangningslinjen, d.v.s. den linje i TP-diagrammet |angs vilken
anga och vatska kan samexistera, &r den linje som skiljer vétske- och gasfaserna at i
figur 8.7 pasida 229. Forhallandet mellan tryck och temperatur |angs denna linje ges av
Clapeyrons ekvation, som nu formuleras:

dP _ Difhgi dP
d_T = %D hfrpige‘!\ngning = TDvm XCF (EQ21)

Aven hér kan vi approximera derivatan g—_':_) som konstant i det lillatryck- och tempera-

turintervall som intresserar oss. Denna approximerade derivata kan vi l&tt berékna med
informationen given i uppgiften.
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(8.11 i tillaggskompendiet) Bestam massan av varje fas for 1 kg vatten vid

Att tafram forandringen i molar volym vid féradngningen kraver ytterligare approxima-
tioner. Vi foljer d& Clausius och Clapeyrons tankegang och antar att:

* gpecifika volymen for kvicksilverdnga & mycket storre an for kvicksilver i vétske-
fas

* kvicksilveranga kan approximativt behandlas som en ided gas

Vi kan da skriva

d_P_ » th’)%ngnilng — hfmo%ngning (EQ2.2)
dr = TVge, T%

™ lg_P_ - hf‘?j%ngning
PdT RT?2

vilket & Clausius-Clapeyrons ekvation for foréngningslinjen. Det endavi nu behéver
for att tafram foréngningsental pin ar ett varde patrycket vid 400°C, och for detta
anvander jag helt enkelt medelvardet av trycken vid 399°C och 401°C, badagivnai upp-
giften.

RT2dP _ 8.31x4002 ;444.5-13L7; kJ
nol = = 2 (O
Motoning = “5qT = Taa5+13L7¢ 2 2 Omol (EQ23)
2

(8.11 tilldggskompendiet) Bestdm massan av varje fasfor 1 kg
vatten vid trippel punkten, d Vg, = 10%V,54a = 100V !

Vid trippel punkten for vatten géller att is, vatten och dnga kan samexistera. Vi har givet

att vi har lika stora volymer vatska som vatten, men volymen dnga &r 104 ganger stérre
an vatskevolymen. | termer av densiteternafor de olikafasernakan vi daskriva (vi sitter
Vis = Vyatska = V1):

VX ggat Vi X0 jg+ 104 %V xr g0, = 1kg (EQ31)

Genom att sl& upp densiteterna for de olika fasernavid trippel punkten kan vi [6sa ut V4,
och dérmed berékna massorna for de olika fasernam.h.a. ekvation 3.1. Ur tabell A1.1
(méttad angalvatska) och A1.5 (méttad is/anga) far vi (avlas specifik volym vid 0.01°C
och invertera):

Fis 916.8kg am?
I vatska 1000kg am?
I &nga 4.85 x10-3kg am3
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(8.14 i tillaggskompendiet) Ett forslutet 15-liters-karl innehallande 10kg vatten

Ur ekvation 3.1 far vi att massandelen vétska &r lika med:

Vl XTI yatska — Vl XTI vaska
1 Vl X yisa t Vl st 104 le xr anga
I vatska 1000

) M vasa 1 is ¥ 10% X1 anga ) 1000 + 916.8 + 48.5 = 0.509

(EQ3.2)

Motsvarande samband for de andra faserna ger oss féljande svar:

Fas Massa
Is 4669
Vatten 509g
Anga 24.7¢

(8.14 i tillaggskompendiet) Ett forslutet 15-liters-karl innehdllande
10kg vatten (vétska + anga) varms sakta fran 30°C. Nér vi lamnar
det méttade tillstandet, kommer vi d& ha vétska eller anga? Andras
situationen om massan vatten i karlet ar 1kg ?

Vi studerar héar samexistensregionen mellan vétskaoch gas for vatten davi héjer tempe-
raturen och trycket samtidigt. Att bade temperatur och tryck hojs davi varmer behalla-
ren kan man forstd med f6ljande resonemang. Om vi varmer en kombination av méttat
vatten och méttad &nga vid konstant tryck kommer temperaturen inte att hojas eftersom
all tillford varme gar till att forénga véatskan. | vart fall har vi dock hela systemet i ett
slutet karl, och en forangning av vétskan kommer déledatill att trycket hojs. Med hojt
tryck okar ocksa forangningstemperaturen, och darmed kommer i véart fall ocksa tempe-
raturen att oka. | sammanfattning: salange vi har bade vétska och gasi behdlaren, kom-
mer vi att hoja béde tryck och temperatur langs forangningsiinjen i figur 8.7b.

For att |6sa denna uppgift &r det [ampligt att utnyttja tabellsamlingen. Vi borjar dock
med att definiera medel-specifika volymen enligt:

v= 4 =20 -5 EQ4.1
3 (EQ4D)

Dennaér i varje 6gonblick relaterad till de specifikavolymernafér véatskarespektive gas
m.h.a. av féljande relation:

V = Vg xx+V, X(1-x) (EQ4.2)
~ V-V,
U x= Y

V,—V,

g~ Vv

Variabelnx kallas kvaliteten och anger hur stor del av systemets massa som &r i gasfas. |
tabell A1.1 kan vi for olika temperaturer hitta de specifika volymerna for méattad anga
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(8.14 i tillaggskompendiet) Ett forslutet 15-liters-karl innehallande 10kg vatten

och méattad vatska, och darmed i varje del av processen berdkna kvaliteten. Vid var start-
punkt, T=30°C, har vi t.ex:

Temperatur, T Tryck, P Gasvolym, Vg Vatskevolym, V,,  Kuvalitet, X

30°C 4.246kPa 32.89 m3kg 0.001 m3/kg 1.5x10-5

d.v.s. vi har i princip bara vétska.Lat oss nu se vad som hander davi hojer temperaturen.

Temperatur, T Tryck, P Gasvolym, Vg4 Vatskevolym, v, Kvalitet, X
100°C 101.35kPa 1.6729 m3kg 0001044 m3kg 2.7 x104
200°C 1.5538MPa 0.127 36 m¥kg 0001157 m¥kg 2.7 x10-3
300°C 8.581MPa 0.021 67 m3kg 0.001404m3kg 4.7 x10-2
310°C 9.856MPa 0.018 35 m3kg 0001447 m¥kg 3.1 x10-3
320°C 11.274MPa 0015488 m3%kg  0.001499mkg 7 x10-5
330°C 12.845kPa 0012996 m3ky 0001561 mdkg  <O!

Upp till 300°C okar alltsi andelen &nga stadigt om an l1&ngsamt, men darefter minskar
den snabbt och vid 330°C maste vi halamnat det méttade tillstandet (eftersom kvalite-
ten blir negativ). Vi kan alltsi konstatera att allt vatten nu ar i vétskefas.

Om vi gor om berékningarna av kvaliteten vid varje temperatur for fallet att vi bara har

1 kg vatten fran borjan, vilket ger oss en medel-specifik volym v = 15 !

—k—é,farw:

Temperatur, T Kvalitet, X
30°C 4.26 x10~*
100°C 1.16 x10-3
320°C 0.965
330°C x>11

| dettafall 6kar alltsa andelen nga helatiden tills vi lamnat det méttade tillstandet, och
vi kan dra slutsatsen att allt vatten forangats.
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RakneOvning tretton |
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Kritiska punkten, fag dmvikt (kapitel 8)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har frdgor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(8.8) Bestam de kritiska konstanterna for Dietericis
tillstandsekvation:

_@3..9.._6
P(V -b) = RTe RTV?

Vad menas ?

Ytterligare ett exempel p& Mandls mindre lustiga vana att formulera uppgifter utan att
ordentligt definiera vad uppgiften handlar om. Man frégar sig formodligen vilken funk-
tion Dieterecis tillstdndsekvation fyller, vilka de kritiska konstanterna &r, och kanske
&ven vem Dietereci var. Av ekvationens form kan vi &minstone dra slutsatsen att den &r
en utveckling av alméanna gaslagen, i sasmma stil som van der Waal s-ekvationen och
virialexpansionen. Skall man f& mer information f&r man sl upp ekvationen i nagon
lamplig bok, och da finner man att den &r just en utveckling av van der Waals-ekvatio-
nen som lampar sig for att beskriva molekyler néra de fysiska granserna fér systemet.

Med de kritiska konstanterna menar man temperatur, T, tryck, P, och volym, V., for
amnet vid den kritiska punkten. Uppgiften &r alltsa felformulerad eftersom de kritiska
konstanternainte hor till ndgon viss tillstandsekvation, utan till ett visst amne. Vad vi
skall gbra &r att hitta ett uttryck for de kritiska konstanternai termer av konstanterna a
och bi tillstdndsekvationen.

Vem Dietereci var har jag tyvarr inte lyckats hitta ndgon information om.

Den kritiska punkten

Eftersom det & den kritiska punkten uppgiften handlar om &r det |ampligt att utga fran
vad som utmérker denna. Studera PV-diagrammet i figur 8.11, sida236i Mandl ! | vans-
ter del av diagrammet, dér volymen &r liten, & amnet i vatskefas, medan det i hdger del
& i gasfas, utmérkt av en stor volym. Om man fdljer isotermen T; fran 100% &verhettad

anga (den hogra andpunkten av T,-isotermen) till 100% ométtad vétska (vanster, vre
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(8.8) Bestam de kritiska konstanterna for Dietericis tillstdndsekvation:

andpunkt av sammaisoterm), si ser man att den passerar en region dar trycket inte and-
ras, men volymen minskar stadigt. Detta &r just den region dar fasdvergangen sker, och

hér har vi en samexistens av dnga och vétska. Salange bagge faser finns andrar sig var-

ken tryck eller temperatur.

Om vi hojer temperaturen och gor samma isoterma fasdvergang vid den hogre tempera-
turen T, ser vi i diagrammet att den isobar dar méttad gas och vétska samexisterar har
blivit mindre. Ju mer vi hjer temperaturen desto mindre blir skillnaden mellan vétskans
och gasens specifikavolym, och desto mindre blir dérmed samexistensregionen. Till slut
uppnar vi den kritiska punkten dar de specifika volymerna for gas och véatska ar precis
lika stora. Eftersom gas och vétska har exakt samma symmetri finns det nu inte langre
nagonting som skiljer de tva faserna at, och vi kan inte langre tala om en fastvergang.
Det & detta som gor vétske-fas-Gvergangen sa speciell. Sméltlinjen mellan kristall och
vétska kan daremot aldrig slutai en kritisk punkt eftersom symmetrierna for kristall och
vétska &r olika. Det existerar inget sitt att g kontinuerligt fran en symmetri till en
annan: i varje steg har en fas antingen den ena symmetrin eller den andra. Dérfér kom-
mer sméaltningen av en kristall alltid innebéra en diskontinuitet, om inte i ndgon annan
parameter sa atminstone i symmetrin, och darfor & faserna alltid sarskiljbara. Nagon
kritisk punkt kan inte existera pa smaltlinjen. Mandl pastér att det rader tvivel om denna
slutsats, men detta &r inte sant. Hans s#tt att diskutera en eventuell kritisk punkt pa
sméltlinjen vittnar helt enkelt om att han tyvérr inte tycks behérska symmetriargumen-
teni fysiken sarskilt val.

Loésningen

Eftersom den kritiska punkten & den punkt dar den horisontella samexistenslinjen for
isotermernai PV-diagrammet har krympt till noll, utmérks den kritiska isotermen av en
inflektionspunkt i den kritiska punkten. Dettainnebér att sval forsta- som andraderi-
vatan av trycket m.a.p. volymen & noll i den kritiska punkten. Denna observation ar var
utgangspunkt nar vi skall 16sa uppgiften.

Vi l6ser ut trycket ur Dieterecis tillstdndsekvation och deriverar det m.a.p. volymen vid
konstant temperatur. Darefter deriverar vi resultatet en gang till, och sa sétter vi bagge
derivator till noll. Déarmed far vi det samband mellan de kritiska konstanterna T, P, och

V.. och ekvationskonstanternaa och b som vi soker. L&t oss bdrja med forstaderivatan.
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(8.8) Bestam de kritiska konstanterna for Dietericis tillstAndsekvation:

adPs _ geﬂ RTe e O EQ11
Ve, T V| V-b - (EQLD)

e o7

e;_\/g gem_vg

—x(V — ®do
- RT © RTV2 (V-b)-e _ RTe eRTVO a(V —b) T
(V —b)2 (V-b)2 € RTV2 @
_ RT V¢

ba= Vb

dér jag i sista steget inforde de kritiska konstanternai uttrycket.

Andraderivatan blir en aning bokigare. Jag utgar

frén sistaformen av forstaderivatan i

ekvation 1.1 och betraktar forsta bréket som en funktion, och andra som en annan:

el B
2 I'ce x——=x(V —b)2 - x2(V —-b
Ao 1€ VD VD o 8
Q 2 - .I. _h\4 _e 2 (Ele)
&MVag Ig (V-b) RTV
}e 2
i
@i I
e RTVZ __2a(V — b, _a sl
(V—-Db)2¢ RTV3 RTVZﬂ}/
!
p
33_0‘
_ RTe eRTV”l[ a 2 Ja@(v b) .6, _a _2a(V—b)i,'J:O
(V-b)2 {LRTVZ V-bl&€ RTVZ @ RTV2 RTV3
b a’(V-b) 2a 2 2a(V-b) _ 0
R2T2V4 RTVZ V-b RTV3

Nu utnyttjar vi uttrycket for a som vi fann i ekvation 1.1 vilket férenklar resultatet i

ekvation 1.2 vésentligt:
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(8.13 i tillaggskompendiet) Vilken volymsandel vatska kravs i ett kérl innehallande

TV 862 RT V2 RT V2
eV,—bg Ve~ 2V°"°+ AV N (EQ13)
R2T2V¢ RT V2 V.-b RT VS '
= 1 _—2- = —-Zb_vc =0
V.—b V., V/(V.-b)
V
P = _C
b 2

Nu har vi uttryck for bégge Dietereci-konstanter i termer av de kritiska konstanterna,
och darur far vi:

V. =2b
T o= a(Ve—b) _ a(2b-b) _ a_
c RV2 4RbZ ~ 4Rb
& [0}
¢ a =
. Co a .
RT e_ge'qﬁc”3 Rz e 0 a
— C — —
cT Ve 2b-b T e Q14

(8.13i tillaggskompendiet) Vilken volymsandel vatska kravsi ett
kéarl innehdllande méttat vatten (anga + vétska) vid trycket 100kPa,
om vi vill virma det s att vattnet gar igenom kritiska punkten ?

Salange vattnet & méttat, d.v.s. sdlange vi kan ha samexistens mellan vétska och anga,
sa kan vi skriva den totala volymen for systemet som:

Vigt = Migt[(1=X) xv, + xv] (EQ2.1)

dér my; & vattnets totala massa och variabeln x liksom forut stér for kvaliteten, d.v.s.
andelen gasi systemet. Vid den kritiska punkten, & andra sidan, galler ju att specifika
volymen for gas &r precis likamed den for vatska, sadar kan vi skriva:

Vit = Mygr XV (EQ22)

Eftersom kérlet ar slutet (“rigid” far tolkas som att det bade & slutet och att volymen
inte kan andras) &r den totala volymen konstant under hela processen, si om var upp-
varmning skall passera kritiska punkten maste ekvationer 2.1 och 2.2 ge sammavérde,
dv.s
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(8.16 i tillaggskompendiet) Ett karl med volymen 301, innehéllande 4kg mattat

(1=X) xv, +xvg = Vg (EQ23)
b x= W
Vg —Vy

Eftersom vi &r intresserade av andelen vatskai begynnelsetillstandet, sitter vi in varden
pa v, och vy hamtade frén tabell A1.1 (méttad angalvétska) for trycket 100kPa. Aven v,

specifika volymen vid kritiska punkten (T, = 374.14°C och P, = 22.09MPa), finner vi i
dennatabell. Darmed far vi:

_ 0.003155-0.001043 _ _3
Xsat = T 5os0 0001043 208 *10 Q29

Volymsandelen vitska i startégonblicket far vi genom att skriva:

V .. Start 1 —X XV start
& Vvo = ( sat) Xy = 0.33 (EQ25)
€V o (1= Xggart) XV, S8+ Xy XV 521

(8.16i tillaggskompendiet) Ett karl med volymen 301, innehallande
4kg méttat vatten/vattenanga, varms upp. Datrycket kommit upp i
300kPa star locket inte langre emot trycket utan volymen okar vid
konstant tryck till 751. Dér stoter locket emot en fjéder vars

fjaderkonstant & 360kN/m?. Vi fortsétter tillforavarmetillstrycket

kommit upp i 7MPa. | vilket tillstand befinner sig nu vattnet, och
hur mycket arbete har vattnet utréttat palock och fjader ?

Systemet som denna uppgift behandlar &r illustrerat i uppgiftskompendiet. Det &r
uppenbart tre olika steg i processen som vi maste behandla var for sig:

* 0-0 Det méttade vattnet varms vid konstant volym tills trycket &r tillrackligt stort
for att lyftalocket.

* @-0 Trycket har kommit upp i 300kPa, och den fortsatta varmningen kommer nu
resulterai en volymokning dalocket lyfts. Trycket kommer dock vara konstant
framtills....

* O-© Locket tréffar fjadern ndr volymen kommit upp i 79. Den fortsatta expan-
sionen som uppvarmningen kommer ledatill sker samtidigt med bade tryck- och
temperaturdkning.

L&t oss borjamed att ta fram tillstdndet for vattnet vid slutet av processen.

Vattnets tillstand efter processens slut
Andelen anga, x, kan vi 16sa ut ur sambandet:
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(8.16 i tillaggskompendiet) Ett karl med volymen 301, innehéllande 4kg mattat

Vit = Mg X[X Xy + (1 =X) xv, ] (EQ3.1)

Den totala massan & angiven till 4kg, och den totala volymen &r direkt angiveni steg O-
@ och i punkt @. | punkt &, som ju & den punkt vi & intresserade av, kan vi, eftersom
vi kdnner fjaderkonstanten och kérlets tvarsnittsarea, rékna ut volymen utifran trycket
som réder i denna punkt. Vi maste helt enkelt ta reda pé hur 1&ngt fjadern trycktsihop i

steg ®-@. Eftersom tvarsnittsarean A & 0.06m? blir kraften med vilken vattnet trycker
upp locket, datrycket & 7MPa, likamed vid :

F; = P;xA = 7x10%x0.06 = 420kN (EQ3.2)

Av detta gar 300 x103 x0.06 = 18kN till att halla upp locket (dess vikt motsvarar ett
tryck pa 300kPa), sa fjaderlangdens minskning Dy far vi ur:

Fiiager = (420—18) x103 = 360 x10° xDy (EQ323)
P Dy = ‘3% = 1.117m

Foljaktligen maste volymen i punkt @ bli:
V3 = V,+AxDy = 75 %1073+ 0.06 x1.117 = 0.142m3 (EQ3.4)

L&t oss understka om vattnet i punkt @ & méttat genom att séttain var utréknade totala
volym, och de specifika volymerna for méattad vatska och anga frén tabell A1.1, i ekva
tion 3.1:

V3 = 0.142 = my, X[x xvjamnad(7MPa) + (1 - x) xvjatnad(7MPa)] (EQ35)

= 4 X[x x0.02737 + (1 —x) x0.001351]

- g9142 6 1 -
b x = & g~ 000135 5737 —0.0o13e1 - ot

Eftersom x & storre én 1 kan vi dra slutsatsen att vattnet inte |angre & méttat, utan allt
vatten i punkt ® maste varai gasfas. Davi vet den specifika volymen och trycket i detta
steg, kan vi m.h.a. en mindre interpol ation finnatemperaturen hos angan. Ur tabell A1.3
for 6verhettad anga, far vi:

Tryck Specifik volym Temperatur
7Mpa 0.03524m3%/kg 350°C
7Mpa 0.03993m3/kg 400°C

Vi ansétter att specifika volymen foljer ett linjart samband med temperaturen,
v = KT +m, och l6ser m.h.a. ovanstéende tabellvérden ut varden pak och m. Dakan vi

teckna ett uttryck for specifika volymen dér bara temperaturen & obekant, och ur detta
|6ser vi temperaturen:
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(8.16 i tillaggskompendiet) Ett karl med volymen 301, innehéllande 4kg mattat

v= 2= 277 = 038 X105 XT; + 241 X107 (EQ36)
- Q142 Wy 1 _g5ge
b Ty = 50— 241 X100 ey = 3528°C

dér jag satt in vardenak = 9.38 x10-5 och m = 2.41 x10-3 som jag fatt ur den linjara
i nterpol ationen.

Allts&: vattnets tillstand efter processen &r:

* Overhettad &nga
« P=7MPa
e T=353°C

Arbetet som vattnet utfor

Under steg 0-@ utfors inget arbete eftersom volymen hér & konstant. | de tva andra ste-
gen utférs dock i badafall arbete. L&t oss studera ett steg i taget.

Steg 0-0
Under detta steg &r trycket konstant, sa arbetet beraknas enkelt till:

Wie2 = P1e 2*DVie 2 (EQ3.7)
= 300 x103 x(75 — 30) x10-3 = 13.5kJ

Steg ©-©

Detta steg ar inte fullt sd enkelt att behandla, eftersom séval tryck som volym andras.
Trycket & dock summan av trycken fran lockets tyngd och fjaderns tryck, och dettakan
Vi skriva:

360 x103 360 x103 (V—-V,)
= + — = +
Paos = Pa+ =406 DY = Po* =406 006 (EQ38)
= P,+1x108 x(V —V,)
Déarmed kan vi teckna arbetet i detta steg som:
Vs V,
W, 3 = Q P, 3dV = Q [P, +1x108 x(V —V,)]dV (EQ3.9)
2 2

Vs Vs Vs
Py AV +1 ><108[Q V&V -V, () dvj

P,DV,e 3t+1 x108[%(vg -V2)=V,DV,4 3}

3 %105 x(0.142 - 0.075) + 1 x108[%(0.1422 —0.0752) —0.075(0.142 — 0.075)}

244.6kJ
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(8.16 i tillaggskompendiet) Ett karl med volymen 301, innehéllande 4kg mattat

Summerar vi arbetena frén processens olika steg far vi allts&

Wt = 0+ 135+ 244.6 = 258kJ (EQ3.10)
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Réknedvning fjorton 1
termodynamik, hosten 2000

Svartkroppsstralning (kapitel 10)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har fragor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(10.10 1 tillaggskompendiet) Finn ett ungefirligt uttryck for jordens
jamviktstemperatur baserat pa diverse astronomiska data och
antagandet att bade solen och jorden kan betraktas som
svartkroppsstralare ! Berikna virdet numeriskt !

Den av solen utstralade effekten ges av Stefan! — Boltzmanns lag (d.v.s. effekten per
ytenhet for en svartkroppsstralare, se fotnoten pa sida 253 i Mandl)

g—i = oT* W/m? (EQ1.1)

multiplicerad med solens klotyta:
P, = oT#-4nR?> W (EQ1.2)

dér T dr solens temperatur och R dess radie. Jorden befinner sig pa avstandet

L = 1.5-1013 m frén solen, och vid detta avstand #r energititheten per ytenhet for sol-
stralningen:

L _ o B
N

P, = Po-m = 0T} 7 W/m?2 (EQ13)

(effekten har ju spridits sfiriskt).

Eftersom endast halva jordytan kan ta upp solstralningen far vi den mottagna effekten
till%:

1. Ludwig Boltzmann kénner ni vél till vid det hir laget, men kanske inte Josef Stefan. Han var
en osterrikisk fysiker, verksam i Wien, som dr mest kind just for sitt arbete pa virmestralning.
Josef Stefan levde 1835 till 1893.

2. Observera att det dr jordens tvirsnittsarea som skall multipliceras med effekten per ytenhet,
eftersom vi antagit L konstant. Mitt misstag i forsta versionen av detta manus var att ta halva
jordens klotyta, och gor jag det maste jag ocksa ta hiansyn till att avstandet till solen varierar.

1avb



(10.6 i tillaggskompendiet) Visa att en glédlampas ljusutbyte, d.v.s. andelen av det

4 R,
P, = oT; T 4 (EQ 14
D4 jorden dr i jamvikt méste den mottagna effekten P; vara precis lika med den frén jor-
den utstrélade effekten P, (e for “emitterad”). Eftersom dven jorden kan betraktas som
en svartkroppsstralare leder detta till:

2
P, = oTﬁ-%-an = P, = oT}-4nr? (EQ 1.5)

R2 1 1/4 F
= (T4 2 =7 |
=T (Té‘ 2 4) N2L

Numeriskt blir temperaturen ungefér:

T, = 5500 | 2190 _ 66k (EQ 16)
J 2 15-100 ‘

(10.6 1 tilldiggskompendiet) Visa att en glodlampas ljusutbyte, d.v.s.
andelen av det utsénda ljuset som &r synligt for ménniskor, okar om
temperaturen hojs !

Forutséttningen for denna uppgift &r att vi kan behandla en glodlampa som en svart-
kropp. Att en glodlampa, liksom solen, kan betraktas som en perfekt svart kropp &r kan-
ske inte sjélvklart: ingen av dessa kroppar 4r ju sérskilt svarta. Definitionen pa en
perfekt svart kropp r att all strlning som triffar den skall absorberas. Detta innebir att,
om inte kroppen sjcilv stralar ut ljus, sa blir den svart (inget ljus reflekteras). Eftersom
virmestralningen vid absoluta nollpunkten dr noll, 4r alltsa en alternativ definition, som
kanske dr tydligare, att en svartkropp vid absoluta nollpunkten dr helt svart. Detta skulle
stimma vil for solen. For glodlampan skulle det knappast stimma — en avstdngd glod-
lampa ir ju inte svart — men vi kan fortfarande rikna pa dess utsinda ljus, som ju dr
virmestralning, som om det kom fran en svartkropp.

Tva ekvationer ur Mandl utgor var utgangspunkt ndr vi attackerar denna uppgift. Dels
anvinder vi uttrycket for energitdtheten inom ett litet frekvensintervall, himtad ur
Mandl pa sida 250:

A3widw

— 2 Jm® EQ2.1
n2c3[efho — 1] (EQ2.1)

u(w, T)dw =

och dels den variant' av Stefan — Boltzmanns lag som talar om hur stor den fotala ener-
gititheten i en svartkropp dr (Mandl, sida 253):

1. IMandl anges Stefan — Boltzmanns lag vara ekvation 2.2, men tittar man i ett uppslagsverk sa
dr det faktiskt 2.1 som kallas sa. I Physics Handbook har ekvation 2.2 bara titeln “Total energy
density”. Skillnaden mellan uttrycken &r bara en faktor fyra genom ljushastigheten, sa prak-
tiskt har det liten betydelse.
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(10.6 i tillaggskompendiet) Visa att en glédlampas ljusutbyte, d.v.s. andelen av det

w(T) = aT* IJm3 (EQ22)

Taktiken for uppgiften &r att ta fram ett uttryck for andelen synligt ljus, derivera detta
m.a.p. temperaturen, och kontrollera att denna derivata dr positiv. Den totala energitit-
heten ges direkt av Stefan — Boltzmanns lag, medan energin som finns i det synliga lju-
set fas genom att integrera ekvation 2.1 6ver den synliga delen av spektret:

& Weddeo | B3 3
usynligt - f(» m = %1 J/m (EQ2.3)

Hir dr w, =2.3 - 105 Hz och w, = 4.6 - 10'5 Hz den ldgsta respektive hogsta frekvens

det ménskliga 6gat kan uppfattal. Integralen / &r ingen baggis att 16sa, utan vi far borja
med att approximera den nagot. Eftersom exponenten i nimnaren, B , ir av storleks-
ordningen 10% (dir jag antagit att glodlampstemperaturen ligger i storleksordningen

102K) inom vért integrationsintervall, kan vi dra slutsatsen att ettan &r forsumbar. Da far
vi det nagot enklare uttrycket:

P2m3dw x=phw dm—@ 1 [2x3dx 1
I=| — = - = = I (EQ24
f‘”l ebho mzi B’h [34f’l4 y e B4h4 ) (EQ24)
Br  w=w,=>x,=phw,

Integralen 7, kan vi sl& upp bland de obestimda integralerna i Beta, och far da:
= -X . 3 2 x
I, = [e* {-x3-3x2-6x-6}]2 (EQ2.5)

Innan vi gér vidare med ekvation 2.5 kan det vara virt att ga tillbaks till “start” ett tag,
och se vart vi egentligen kommit. Den energiandel vi soker kan vi nu teckna som (kom-
binera ekvationer 2.2, ekvationer 2.3 och ekvationer 2.4):

E... 3
Do _ A7 11 I, = konstant - [, (EQ2.6)

2,3R444 4
Etotal J'IZCI?)’th

d.v.s. allt temperaturberoende finns i /,. Eftersom konstanten &r storre @n noll innebér
det att tecknet pa temperaturderivatan av I, ger tecknet pa den derivata vi soker. Vi beho-
ver alltsa derivera I, m.a.p. temperaturen, och for att forenkla uttrycken nagot, definierar

E
jag im; = E| och im, = E,.Dafar vi (kom ihag att x, = Phw, = k_Yn"):

1. Grinsfrekvenserna for det synliga spektret dr inte sé létta att komma ihdg. Betydligt enklar dr
att minnas att spektret i vaglangdstermer stricker sig ungefir mellan 400nm och 800nm. Mots-

varande vinkelfrekvenser fis ddur w = (2mc)/A.
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(10.6 i tillaggskompendiet) Visa att en glédlampas ljusutbyte, d.v.s. andelen av det

I, = e’%'{— (%)3—3<%>2—6%—6} (EQ2.7)
) () o)

De tvé termerna i ekvation 2.7 ér identiska sandr som pa energivirdena, sé for att deri-
vera uttrycket réicker det att derivera en generell sddan term:

_E 3 2
d( kT-{ E 3 E 6£—6}) (EQ28)

dT CK3T3 T kAT KT

E E

L g B . E _E E g B E
= kT . - .(_ = 2 = (= _ kT = = i

¢ ke ( or oer % 6)” <3k3T4+6k2T3+6kT2)

E

Lo g+ B B E _E _E _E
—em. oL 3L g —6—+3—+6—+6—}

€ [k“TS BT ke ke e T e TRk

E
-

AT

Det blev ju faktiskt ritt trevligt till slut ! Derivatan av I, maste alltsa bli:

E E on h
dl, 1 (E4e(/TT]>_E§‘e‘<k_;>) - ( 4 7<%> <%> (EQ2.9)

_ 4,
dT kTS| ! = s e T w2¢
o, o
+h4 (ﬁ>(wj‘—u)§e_< kT ))

TR

Faktorn framfor parentesen i sista ledet dr uppenbart storre dn noll. Parentesens tecken
avgors av forhéllandet mellan w4 och exponentialtermen. Eftersom skillanden i frek-

vens, Aw, ir:

Aw = (46-23)-105 = 23-1015 (EQ 2.10)
. i o hAw® 2
ar storleksordningen pa beloppet av exponenten, T 10~. Eftersom storleksord-

kT

10 (ir)

ningen av e'% &r 10* inser vi att wje maste vara mycket mindre dn o}, och vi

kan alltsa dntligen dra slutsatsen att ljusutbytet 6kar om temperaturen okar ! (Lang 16s-
ning pa en kort uppgift....)
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(10.8 i tillaggskompendiet) Hur manga fotoner per volymsenhet innehaller den

(10.8 i tillaggskompendiet) Hur manga fotoner per volymsenhet
innehaller den kosmiska bakgrundsstralningen ?

Aven denna uppgift handlar till stor del om krénglig matte snarare 4n fysik. Mandl har
niamligen hirlett ett uttryck for fotontitheten, ekvation (M10.12) pa sida 250, och m.h.a.
detta &r vi endast en smékranglig integral fran 16sningen:

a=N_ L I & w2do _ 1 1 & x2dx EQ31)
Vo nm2c3)gefro—1  m2c3B3%3 e -1 '

dir jag i sista steget gjort variabelbytet x = PAw . Den sista integralen i ekvation 3.1,
som vi kan kalla for 15, liknar mycket den som Mandl 16ser i appendix A2, med den

skillnaden att han har o i tiljaren. Vi kan dock applicera samma 16sningsmetod pa var
integral. Vi borjar med att notera att:

1 e~
= = e’”x E 32
e*—1 l1-e™ E Q32

dér den sista likheten aterfinns i Beta om man inte kommer ihag den. Vi far da:

0

I, = Efe nxx2dx = dY;x_= = E —f eVyidy = E %2 (EQ3.3)

n=19 n=1 n=1

dér jag i sista ledet satt in virdet for integralen (ocksa plockat ur Beta). En sista bladd-
ring i Beta ger oss nu att summan konvergerar ungefir till viardet 1.2021, och vi far dir-
med:

1 1
n = Ww-z-l.zozl =545 -108m=3 (EQ3.4)

Bakgrundsstralningen innehaller alltsa 545 fotoner per kubikcentimeter.

AN EN GANG, LYCKA TILL PA DUGGAN!!!!
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Raknedvning femton |
termodynamik, hosten 2000

Stor kanonisk fordelning (kapitel 11)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har fragor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(11.18 i tillaggskompendiet) Hur bor man behandla protonerna i det
gasformiga inre av en stjarna (relativistisk / icke-relativistiskt,
kvantmekaniskt / klassiskt) ?

Lat oss undersoka ett kriterium i taget, d.v.s. vi borjar undersoka om en klassisk beskriv-
ning racker eller om vi maste ta hansyn till kvantmekaniska effekter, och darefter testar
vi om vi klarar oss med en icke-relativistisk beskrivning.

Kvantmekanisk / klassisk beskrivning 1

| kapitel 11.4 har vi fatt ett nytt kriterium, som passar oss bra i denna uppgift, for att
avgora om vi maste behandla ett problem kvantmekaniskt, eller om det racker med klas-
siskt:

ePH»1 « Klassisk beskrivning OK (EQ1.1)

[Detta kriterium féljer av villkoret att medelvardet av alla tillstdnds besattningstal ar
mycket mindre &n etﬁi «1 ,vilketikapitel 7.3 angavs som villkor for att en klassisk

beskrivning art OK. Ekvation 1.1 &r samma villkor omformulerat for fallen Fermi-Dirac
eller Bose-Einstein-statistik (ekvation M11.26). Vi studerar protoner har, sa denna
omformulering passar bra.]

For att anvanda detta kriterium behdver vi dock ett uttryck pa den kemiska potentialen,
U, och for detta andamal slar vi upp kapitel 11.7. Har finner vi namligen att den kemiska
potentialen ar relaterad till Helmholtz fria energi enligt:

- PFO
M= 5N,y (EQ12)

Kvarstar alltsa att berékifaoch da anvander vi oss av det generella uttrycket for Helm-
holtz fria energi for en ideal ghekvation M7.22):

1. Attvi kan behandla protonerna som en idealgas framgar av uppgiftsformuleringen.
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(11.18 i tillaggskompendiet) Hur bér man behandla protonerna i det gasformiga

CeV 2mmk T2

F = NKTInOg B0

g
Zim(T)E (EQ 1.3)

Eftersom protoner inte har nagra inre frinetsgrader far vi i vaiZfalE 1.

Da vi nu kombinerar ekvationer 1.2 och 1.3 far vi darmed:

R0 |:|N 2TIMKT T 3/@
= = kT|In +1 EQ1.4
Vi satter nu in den kemiska potentialen i kriteriet (ekvation 1.1):
k¥ 0 O
i = e‘BkTD”[V[H e 0 5 Ve T[kaD3/2_|_e_1 o 15
= "N hZ O (EQ 1.5)
Protonens vilomassa anges i Mandl (sista uppslagetvaral1027kg , temperaturen

ar enligt uppgiften lika me@ = 1K och protonkoncentrationen ar®f@rotoner/m.
Med dessa varden insatta i ekvation 1.5 far vi:

m1.67 010627 [1..381001623 [1L mo@DW
+el=5MP»1 EQ 1.6

T 6.626 C10-68 ? Q10
Vi kan alltsa konstatera att ivite behtver gora en kvantmekanisk beskrivning.

Kvantmekanisk / klassisk beskrivning 2

En kanske nagot smidigare vag for att komma fram till detta resultat ar att plocka in
definitionen av fermienergin fran kapitel 11.5. Den kommer introduceras under torsda-
gens forelasning, men i mycket korta ordalag sa ar fermienergin den hogsta ockuperade
energinivan for fermioner (elektroner, protoner, ...) vid absoluta nollpunkten. Vid mer
normala temperaturer definierar fermienergin den energiniva, och darmed det tillstand,

for vilken beséttningstaléér precis 0.5. Ett uttryck for fermienergin ges av ekvation
(M11.86), sida 288 i Mandl:

2/3

_ h? 3
& = 5- nrﬁ (EQ17)

Satter vi in protonens vilomassa och tatheten enligt uppgiftsspecifikationen i detta
uttryck, farviep = 3.161021J .

1. Besattningstalet for ett visst tillstdnd ar lika med sannolikheten for att en partikel befinner sig i
tillstdndet

Réaknedvning femton i termodynamik, hésten 2000 2av8



(11.16) Kan vi, i en studie av musklernas syreupptagningsférméga, behandla syre

Precis som vi i kapitel 6 definierade Einstein- och Debye-temperaturer som den rele-
vanta energin dividerat med Boltzmanns konstant, kan vi nu defiréemd-temperatu-
ren enligt:

T = = (EQ 1.8)

Vi har hittills stott pa flera olika kriterier for att avgora om en kvantmekanisk beskriv-
ning behovs eller om en klassisk beskrivning duger. | och med inférandet av fermitem-
peraturen far vi ytterligare ett: om systemets temperatur ar mycket hogre an
fermitemperaturen, s ar kvantmekaniska effekter forsumbara (detta &r, som du kanske
redan markt, samma sak som att sdga att om den termiska energin &r mycket hégre an
fermienergin sa ar kvantmekaniska effekter forsumbara). | vart fall blir fermitemperatu-
ren, beréknad enligt ekvation 1.8, lika med 229K, vilket ar valdigt mycket mindre &n
stjarnans temperatur. Vi kan alltsa dn en gang konstatera att vi inte behdver gora en
kvantmekanisk beskrivning.

Relativistisk / icke-relativistisk beskrivning

Om relativistiska effekter skall vara av betydelse maste protonerna ha en hastighet i nar-
heten av ljushastigheten. D& vi konstaterat att vi kan behandla systemet klassiskt galler

ekvipartitionsteoremet, och vi vet darmed att rérelsenergin per progjnTér . Darur
kan vi l6sa partikelhastigheten enligt:

2E, 23
v = [—Kn - «/3 [1.381010% [1C° _ 1 oy 5y s« (EQ 1.9)
m 1.67010%7

Det &r alltsa langt kvar tills protonerna kommer i narheten av ljushastigheten, sa vi kan
med gott samvete behandla systemet icke-relativistiskt.

Svar
Protonerna kan behandlas klassiskt och icke-relativistiskt.

(11.16) Kan vi, i en studie av musklernas syreupptagningsformaga,
behandla syre som idealgas, oavsett om det ar fritt eller bundet till
myoglobin, och sedan beskriva systemet m.h.a. den stora kanoniska
fordelningen ?

| uppgiftsformuleringen har jag forsokt komprimera ner den tamligen langa uppgiftstex-
ten till pudelns karna, s att saga. Att det ar den stora kanoniska fordelningen som kom-
mer in i uppgiften, beror pa att antalet syremolekyler i myoglobinmolekylerna inte ar
konstant. M.a.o. &ten omgivande syrgasen var energi- och partikelreservoar
myoglobinet avgransar vart syste(Rartiklarna i vart system ar dock bara syremoleky-

ler, inte myoglobinmolekyler).
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(11.16) Kan vi, i en studie av musklernas syreupptagningsférméga, behandla syre

| hogergraf (observera att graferna ar omkastade relativt beskrivningen i uppgiftstexten)
visas mattnadsgraden (funktion@rior myoglobinet, d.v.s. andelen myoglobinmoleky-

ler som bundit en syremolekyl. Denna &r precis lika med sannolikheten for att en enda
syremolekyl skall bindas av en myoglobinmolekyl (antalet myoglobin med syre &r ju
precis lika med totala antalet myoglobinmolekyeganger sannolikheten att syre

binds till myoglobin).

Den stora kanoniska fordelningen anvands alltsa nar saval partikelantalet som energin
kan variera. Sannolikheten for att systemet skall vara i ett sarskilt tillRfdwitakteri-

serat dels av a#intalet partiklar i systemet ar,Mch dels av aystemets totala energi

ar Eyg ges av (kombinera Mandls ekvationer M11.13 och M11.14, se sida 265):

@P(HN —Eyg)

N — (EQ 2.1)
pNR eB(Un - Enr)

nr

Jag har har valt nagot annorlunda beteckningar &n Mandl, helt enkelt for att tydligt skilja
pa vilka variabler vi summerar 6ver, och vilka som &r fixa. | namnaren i ekvation 2.1
forekommer deistora kanoniska tillstindssummarth har summerar Gver alla tank-

bara partikelantal d.v.s. variabelm kan anta alla varden mellan noll och det maximala

tankbara antalet partiklar i systethetchover alla kombinationeiidentiferade med
variabelnr, av enpartikeltillstdndom kan tankas da systemet mpartiklar. Med andra
ord kan vi skriva ekvation 2.1 ndgot mer explicit pa foljande satt:

B(UN — Exgr) B(UN — Exgr) B(MN — Eyg)
(S e e
pNR = Nmax = Nmax = Nmax (EQ 22)
B(un—-Ey) Bun —BE,, Bunz (n)
€ e e e n
nZO Z nZO Z nZO

darZ(n) ar den vanliga kanoniska tillstdndssumman for ett system betstaemgarav

tiklar. | avsnittet om den stora kanoniska férdelningen i Physics Handbook ser du unge-
far samma former pa tillstindssumman och sannolikheten, &ven om de skulle kunna
behova lite mer forklaringar an vad som finns i &tminstone min upplaga (exempelvis ar
oandlighetstecknet som évre summationsgrarsumman en férenkling som inte alltid

ar korrekt — se fotnoten har nedan).

| vart fall avgransas systemet av en myoglobinmolekyl som endast kan binda en syre-
molekyl. Darmed kam endast vara ett eller noll och fér vart och ett av dessa alternativ
ar systemets tillstand helt valdefinierat, d.v.s. variableownR blir 6verflodiga. San-
nolikheten for att ett syre ar bundet av en myoglobinmolekyl blir darmed:

1. Om systemet rymmer ett obegransat antal partikldpfylika med antalet partiklar i varme-

och partikelreservoaren, vilket i praktiken kan séttas lika med oéndligheten pa det séatt som
gors i Physics Handbook. Om antalet partiklar i systemet daremot &ar begra¥igay bka

med antalet partiklar som utmarker ett mattat system.
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(11.16) Kan vi, i en studie av musklernas syreupptagningsférméga, behandla syre

gP(H-Ey) _ eB(u+e) _ eBlu+e)
1 T e0g0 + gBHgBE 1 + gB(i+e)
z eBune_BEn
n=0

Jag har alltsa satt energin for en icke-bunden syremolekyl till nollnivan, vilket leder till
att energin for en bunden syremolekyl &r -

P = (EQ23)

[Resten av uppgiften &ar identisk med min forsta version av l6sningen, sa har féljer en
liten kommentar om andringen. | férsta versionen motsvarades ekvation 2.1 av en kom-
bination av ekvationer M11.22, M11.23 och M11.21:

[

B(H—g)n;
p(ny Ny, -) = 1] = (EQ2.4)
i=1 z eB(“_si)ni
n;

Detta uttryck ar ocksa helt korrekt, och ar smidigare da man studerar stora partikel- och
energinivaantal. Dock handlar alla vara uppgifter om ett mycket litet antal partiklar, och
ett litet antal energinivaer, och da ar faktiskt den “ursprungligare” formen 2.1 enklare att
hantera. Den har dessutom fordelen att den i princip ar identisk med den form som ater-
finns i Physics Handbook, vilket man inte kan sdga om ekvation 2.4.]

For att kunna berdkna denna sannolikhet behéver vi forst och framst den kemiska poten-
tialenu for syremolekylerna i systemet. Liksom i forra uppgiften tar vi fram den m.h.a.
uttrycket for Helmholtz fria energi for en ideal gas (syrgasen fick ju behandlas som ide-
algas):

eV 2mmkT¥2 0
= -NKTInGg (HRH  Zind T (EQ 25)
0 O

Denna gang studerar vi en tvaatomig molekyl sa vi maste ta hansyn till att de inre fri-
hetsgraderna bidrar till Helmholtz fria energi, d.¥;s; ar inte lika med ett. Utfor vi

deriveringen for att berakna kemiska potentialen, far vi nu:

—3/
oF0) :kT{InDN kT ZD—Inzim+1 (EQ 2.6)

M= 5y O

For att kunna saga nagot @y, tillstindssumman svarande mot de inre frihetsgra-
derna, behdver vi ga tillbaks till slutet av kapitel 7.5, dar vibrations- och rotationsexcita-
tioner gas igenom for olika gasmolekyler. For en symmetrisk diatomisk molekyl, vilket
O,-molekylen &r, kan vi lasa oss till &ga vibrationsmoder &ar exciteradeira rums-
temperatur. Eftersom temperaturerna for vara grafer ar 10°C till 40°@ ktsa

strunta i vibrationsmoderna. Rotationsmoderna fér diatomiska molekyler ar daremot
normalt fullt exciterade vid rumstemperatur, och vi kan darfor dra slutsatsgy att

Ziot-
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(11.16) Kan vi, i en studie av musklernas syreupptagningsférméga, behandla syre

En diatomisk gas har rotationsenerginivaer givna av (se Physics Handbook eller Mandl,
uppgift 7.1):

_h?
g = ol Cr(r +1) (EQ2.7)

darl ar troghetsmomentet octkan anta heltalsvarden stérre eller lika med noll. Till-
standssumman svarande mot dessa excitationer blir, f&yemmetriskliatomisk mole-
kyl, d.v.s. en molekybestdende av tva icke-identiska atomer

0 T +1
Zasym = Z (2r+1) [k e 7015 (EQ 2.8)

r=
dar jag tagit hansyn till att varje energiniva ar{21)-faldigt degenererad. Eftersom vi
vet att alla rotationsmoder ar exciterade vid rumstemperatur, kan vi dra slutsatsen att

kT »h— r(r +1) (EQ 2.9)

[Hade vi inte kommit ih&g att titta i kapitel 7.5 skulle vi ocksa kunnat sl& upp rotations-
temperaturen for syre i Physics Handbook, och konstaterat att den ar 2.09KaAklltsa
digt mycket mindre &n rumstemperatur.]

De olika energinivaerna hamnar da sa tatt att vi med gott samvete kan lata summan i
ekvation 2.8 g& over i en integral, och far:

OO|:| 0 g _
zZagym = IE(Zr ey Oy | xerr e (EQ 2.10)
O dx=(2r + 1)dr

IEE E2IkT D%dx — M

h2

Med hjalp av ekvation 2.9 kan vi pa vanligt manér definietationstemperaturenti-
fran rotationsenergierna:

L
= ER—I (EQ 2.11)
varefter vi kan skriva rotationstillstindssumman:
Zasym = g (EQ 2.12)

-

| vart fall studerar vi en @molekyl, som ju bestar av tva identiska atomer, och darmed
uppstar symmetrier i molekylvagfunktionerna som vi maste kompensera tillstandssum-
man fér. Denna problematik diskuteras kortfattat i I6sningstipset till uppgift 7.1 (sida
356-357 i Mandl) och dar laser vi att modifikationen for hga temperaturer helt enkelt
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(11.16) Kan vi, i en studie av musklernas syreupptagningsférméga, behandla syre

innebar att vi delaZ@y™ med tva. Darefter kan vi satta in resultatet i ekvation 2.6 for
att finna den kemiska potentialen:

In— +

EVe 2 0 E 36, (EQ 2.13)

~3/
“:kTPnDN k¥ T 1}

_ NO, _prmk ¥4 _ -
= kT{lnH\-/-e—T e 0O E+1 = kT[In(c edge)™) + 1]

dar jag identifierat syrekoncentrationen 99 och kallat allt 6vrigt i forsta termen for
inversen av g (talete ganger nagot slags referenskoncentration). Skalet till denna
definition blir strax klart. Detta uttryck satter vi nu in i ekvation 2.3 for att fa sannolik-
heten for en bunden syremolekyl:

c Dﬁ“ﬁ%
o BTInCeeg )N re)  egy
p(nl_l) - 1+eB(kT[In(cE(eD(;ef)*l)+1]+s) - %+im (EQ 214)
1+ c e kO
€Gef
— C
e

Coof 8 M

Om vi nu identifierar ekvation 2.14 med uttryckgtvet i figuren, ser vi att ar koncen-
trationen for myglobin+syre (precis som sig bor 8 ju lika med\/V) medan

_Oep
Cret LB *T 4r koncentrationen for myoglobin. Vi ser att ju stérée, d.v.s. ju mer sys-
temet kan sénka sin enegginom att en syremolekyl binds till myoglobin, desto lagre
blir koncentrationen av ensamt myoglobin, vilket verkar rimligt. Vi ser ocksa att denna
koncentration dkar da temperaturen okagysjalv ar proportionell mat*2 och

exponentialfaktorn 6kar daokar. Detta leder till aftminskar, och det ar ocksa vad vi
ser i figuren. Om vi plottar ekvation 2.14 med grovinjusterade vardengi&,s, far vi
féljande utseende:

Réaknedvning femton i termodynamik, hésten 2000 7 of 8



(11.16) Kan vi, i en studie av musklernas syreupptagningsférméga, behandla syre

" T=310K
SRIE S s N T=305K
| // 4
, = B
[ o
'_ = T=290K
2 osl /7
! -.-- T=280K
2 4 6 8

FIGUR 1.

Ekvation 2.14 ritad vid ungeféar de temperaturer som anges i uppgiftsfiguren.

Det verkar alltsa som om var modell fungerar hyfsat val. For att ta fram ett vagde pa
far vi forst bestammegs ur tva olika punkter i den givna grafen. Lat oss t.ex. titta pa
temperaturern@ = 10°C ochrl = 40°C, bada vid koncentrationer 2:

0eg
Coor (B X = 22
Temperatur f - varde f
10°C 0.9 0.222
40°C 0.4 3

Om delar de tva resultaten med varandra, och ater igen plockar in temperaturberoendet i
Cref, far vi:

nen
08F/2e K283 ogiz f-ml 0.222 EQ2.15
o 31302 ) ez
3132 [k 313]

0.222 313/ %

L = In=E—=—=

O 2835/4]

- pR:222 3134 0l 107 | 203 =
0e=InF3 %ED(EBB S54] = 9-6010200 = 0.6eV

vilket ar precis vad facit anger. Darmed far vi kanna oss nojda.
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Fermigaser (kapitel 11)

Jan Lagerwall

Om du upptacker tryckfel eller har fragor om eller kommentarer till
resonemangen, sa ar jag mycket tacksam om du meddelar mig pa
e-post: jpf@fy.chalmers.se

(11.5) Bestdam trycket for en frielektrongas vid absoluta
nollpunkten !

Eftersom vi studerar en frielektrongas dr det Fermi-Dirac-statistik vi méste anvinda.
Den stora kanoniska fordelningen &r ldmplig som beskrivning eftersom vi inte har ndgot
vil avgrinsat system, utan vi tittar pa en liten del av frielektrongasen. I avsnitt 11.7 hér-
leds ett antal anviindbara termodynamiska samband foér denna férdelning, och bland
dessa finner vi var utgangspunkt, ekvation M11.123:

Q2
=),

Hir dr Q den “stora potentialen”. Detta dr en generalisering av den fria energin for fallet
att partikelantalet kan variera. Definitionen av den stora potentialen lyder:

Q=FE-TS—uN = F-uN (EQ1.2)

Detta innebdr att derivatan i ekvation 1.1 kan skrivas:

(), = (7,7, EaL

[Eftersom Helmholtz fria energi, F, inte dr definierad for variabelt partikelantal innehal-
ler den inte u, och ddrmed kan vi skippa indexet y i forsta termen.]

Den andra termen i hogerledet av ekvation 1.3 formulerar vi m.h.a. ekvation M11.85:

N = %[4—:3V(2m)3/2}813;/2 (EQ14)

Denna ekvation talar om antalet elektroner i frielektrongasen, och bygger pa att ett sys-
tem beskrivet av Fermi-Dirac-statistik, vid absoluta nollpunkten har alla tillstand upp till
den s k. fermienergin, €, besatta. (Detta resonemang genomfors i avsnitt 11.5.) Vi soker

volymsderivatan av ekvation 1.4, och denna blir ju helt enkelt:
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(11.5) Bestam trycket fér en frielektrongas vid absoluta nollpunkten !

2[4m
§[ﬁ(2m)3/2}%/2 (EQ 1.5)

Nir vi nu sétter in ekvation 1.5 1 1.3 tar vi dessutom hénsyn till att vi studerar elektron-
gasen vid absoluta nollpunkten. Vid denna temperatur dr den kemiska potentialen, y,
precis lika med fermienergin (se avsnitt 11.5, ekvation M11.81), och didrmed far vi:

()
WV

Nista steg i var vig mot frielektrongastrycket dr alltsa att ta reda pa volymsderivatan av
Helmbholtz fria energi, F. For detta &ndamal anvinder vi definitionen av F och far:

(3_‘I‘;>T - (3_\E/>T_T<§_Xi)r - <@) (BQ1.7)

v/
dér det sista ledet foljer av att vi studerar systemet vid absoluta nollpunkten, d.v.s. 7= 0.

= (aF (2 )3/2¢3/2 (EQ 1.6)

5x7> 3h3

Energin for frielektrongasen far vi genom att integrera energin per energiniva, ganger
besittningstalet for energinivén, ganger tillstindstitheten, 6ver alla mojliga
energinivaer:

E =ﬁ:sﬁ(s)f(s)ds (EQ 1.8)

Vid absoluta nollpunkten blir denna integral litt, ty d& vet vi att beséttningstalet 4r ett
for alla tillstind med energier upp till fermienergin, och alla tillstind dérutover har
besittningstalet noll (detta férhallande definierar fermienergin, se avsnitt 11.5). Till-
standstitheten finner vi pa sida 284 (ekvation M11.76) och dédrmed fér vi:

£ e
E = f gm/(zm)3/2 1/2d Z3V(2m)3/2f €3/2d8 (EQ 1.9)
0

- 87“/(2 )3/2¢3/2

5h3

Med hjilp av ekvation 1.9 kan vi enkelt teckna volymsderivatan av E, och ddrmed borjar
vi nirma oss ett slutligt uttryck for trycket for frielektrongasen:

0Q oE 83‘5 1 1
p_ (9% _ _(o& 2m)323/2 = 2m)3/2¢ 5/2( ! 110
(av)T . (av) 3h3( ) 7 2m)’ 3 5) (EQLIO

16w
- 15h3(2m)3/2€;/2

Nu sitter vi in uttrycket for fermienergin, givet av ekvation M11.86 pa sida 288, och far:
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(11.23 i tillaggskompendiet) Bestam a) fermisfirens parametrar vy, ¢ och T for

P = .1..6_31; 2m)3/2—-£-(-§—]!)5/3 = 1_6_31?_11:1(1)2/3(&)5/3 (EQ 1.11)
T 15k3 (2m)32\8xV) 15 (2m)8xm\8x % '
_ 1h2 ) 3 2/3 N 5/3 B 1h2 43/2_31:3_3 2/3 N 5/3

=56 V) s 7)

— 7!;[2 2. 2/3 N >3

= 5 3) (V)

Dirmed 4r vi framme. Vi kan alltsa konstatera att trycket 6kar snabbt med stigande tiit-
het av elektroner i materialet, vilket verkar rimligt.

(11.23 i tilliggskompendiet) Bestam %) fermisfirens parametrar v,
€r och Ty for 3He, betraktad som en gas av icke vixelverkande

fermioner, vid absoluta nollpunkten ! ®) Bestim virmekapaciteten
vid laga temperaturer (7' << T) och jamfor med det experimentella
resultatet C = NkT !

Fermisfaren &r en konstruktion i k-rummet som kan anvindas for att beskriva systemets

JfIme,
h
massan for fermionerna vi studerar och e dr fermienergin. Poéingen med fermisfiren dr

tillstand. Det dr den sfir, centrerad i origo, som har radien k = k, = ,déar m ar

att den rymmer precis alla translationstillstand da temperaturen dr OK. Det totala anta-
let tillstand &r dubbelt sa stort, eftersom vi har tva spinntillstand per translationstillstand.
Parametrarna T och v &r helt enkelt temperaturen och translationshastigheten som sva-

rar mot fermienergin €, och ér alltsd egentligen inte kopplade till fermisféiren pa nagot
speciellt vis.

[Observera att vi inte kommer arbeta med vagvektorn k i denna uppgift, sa nir jag fram-
over anvinder bokstaven k betecknar detta Boltzmanns konstant, och ingenting annat.]

3He har, som vi kan lisa i uppgiftsformuleringen, kirnspinnet 1/2 och ér alltsé en fer-
mion. Detta beror pa att atomkérnan har tva protoner och en neutron, och atomen som
helhet har dessutom tva elektroner. Alla dessa elementarpartiklar &r fermioner och har
alltsé kdrnspinn 1/2. Det totala kiarnspinnet for atomen beror helt enkelt pd om det totala
antalet fermioner 4r udda eller jimnt, och eftersom det i vart fall &r udda blir spinnet 1/2,
och atomen &r en fermion. Foljaktligen anvinder vi Fermi-Dirac-statistik for att analy-

sera He.

A: Fermienergin, fermitemperaturen och fermihastigheten

Utgangspunkten for uppgiften &r uttrycket for fermienergin, givet pa sida 288 i Mandl
(ekvation M11.86):

N 2/3

- h_2<i_> (EQ2.1)
F= om\8nV '
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(11.23 i tillaggskompendiet) Bestam a) fermisfirens parametrar vy, ¢ och T for

For att berdkna fermienergin behover vi alltsa ett uttryck for atomtitheten, N/V, och
detta kan vi hiimta ur densiteten, som dr given i uppgiftsformuleringen. Vi har namligen
att:

(EQ22)

Eftersom atomens massa i princip &r lika med atomkérnans (elektronernas bidrag till
massan dr forsumbart), och eftersom protoner och neutroner viger ungefir lika mycket,
kan vi skriva:

m, = 3-m =3-1.67-10"%kg (EQ23)

e proton

Anvinder vi de tva senaste resultaten i ekvation 2.1 far vi:

h? (3

_ S2_ P 3 .10-237 =
o = (5250 ) = 679-1023] = 042meV (BQ2.4)

proton proton

Fermitemperaturen och -hastigheten far vi nu ur fermienergin, pa foljande sitt:

€
T, = TF = 50K (EQ2.5)

2¢ . . 10-23
vy = | B o 267910 s, (EQ2.6)
w3 167107

B: Varmekapaciteten vid laga temperaturer

Virmekapaciteten for frielektrongasen diskuteras i avsnitt 11.5.2. Eftersom vara 3He-
atomer 4r fermioner, och de enligt uppgiften kan betraktas som en gas av icke-
vixelverkande partiklar, kan vi anvinda resultaten fran detta avsnitt pa vart fall. Ekva-
tion M11.95 ger direkt virmekapaciteten per partikel vid laga temperaturer, sa vi far:

2 2
Tk L o oNkT - T

C,=N

vilket 6verensstimmer med det experimentella resultatet angivet i uppgiften.
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(11.24 i tillaggskompendiet) Bestam a) fermitemperaturen fér ledningselektronerna

(11.24 1 tilliggskompendiet) Bestim 2) fermitemperaturen for
ledningselektronerna i natrium approximativt, och 5 hur mycket

3He vi méste forénga i kontakt med ett prov om 100 cm? natrium
for att sdanka dess temperatur fran 1K till 0.3K !

Som vanligt i kapitel 11 betraktar vi ledningselektronerna i natrium som en gas av fria
elektroner. Eftersom vi studerar absoluta nollpunkten vet vi att alla tillstdnd upp till fer-
mienergin ér besatta, och att inga andra #r det. Eftersom vért system bestér av fermioner
vet vi att det totala antalet besatta tillstdnd maste vara precis lika med antalet elektroner
(varje tillstdnd kan ju rymma hogst en elektron). Det var detta resonemang som gav 0ss
ekvation 1.4, sambandet mellan fermienergin och antalet elektroner for frielektrongasen
i dagens forsta uppgif, och vi kan dédrfér anvinda exakt samma ekvation hir:

N = %[4;:—3‘/(2m)3/2}s%/2 (EQ3.1)

A. Fermitemperaturen

Genom att 19sa ut fermienergin ur ekvation 3.1 far vi den sokta fermitemperaturen, 7,
efter division med Boltzmanns konstant, k.

_3NR 1

2/3 3N 2/3 h2 3N 2/3 h2
o= (Wagm) < v - 9

gva) 2m = \xv) B8m (PR32
Vi behover nu ett virde pa elektrontitheten, N/V, och detta far vi med hjilp av densiteten
och atomvikten for metallen, som bada dr givna i uppgiften:

103 N -10-3 N
p= m_nM - 107 _ NMaom :]‘l/’ = P (EQ3.3)

v v N,V My * 1073

[Molmassan M anger ju antalet gram (dérav faktorn 10%) per mol, och detta &r exakt
samma tal som den afomdra massan i enheten u.]

Vi siitter in ekvation 3.3 i 3.2 och delar med Boltzmanns konstant, for att fa fermitempe-
raturen:

3 Nap 2/3 h2
Tr=|~————] -—— EQ3.4
F (Tcmatom : 10*3> 8mk EQ34
_ (2'6.02'1023-950)2’3 6.626% - 1068 ~ 36000K
mo 23-1073 8-9.11-10731-1.38 - 102

B: nédvindig mangd kylande 3He

Vi skall sinka temperaturen for ett 100cm? natriumblock frén 1K till 0.3K, och detta gor
vi genom att bringa blocket i kontakt med flytande 3He vid temperaturen 0.3K. Vid
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(11.24 i tillaggskompendiet) Bestdam a) fermitemperaturen fér ledningselektronerna

denna process kommer vi att fordnga en del 3He, och fragan dr hur mycket. Lt oss forst
se hur stor virme som maste ledas bort fran natriumblocket:

03 0.3

N 2
0 = mNafcvdT = ona Vg Mi’%—k%dT (EQ35)
1 1

dir jag i sista steget anvént mig av uttrycket for frielektrongasens virmekapacitet som
hérleds i avsnitt 11.5.2 (ekvation M11.95, samma som 1ag till grund for ekvation 2.7).
Alla virden pa parametrarna i ekvation 3.5 dr vid det hir laget kinda, s vi far:

N, n2 k
0 = b Vi (L)
F
6021021381023 - x2

2-23-10-3 36000

= 950-100-10°°- (-0.445) = -0.0021J

I uppgiften star det att det atgér 0.8J viarme for att fordanga lem?® med *He, s den vid
kylningen forangade mingden blir:

(% = 0.0026 cm3 (EQ3.7)
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(11.4) Vad & ® molarainre energin, ® molara entropin och ©
trycket, av en ideal bosongas under kondensationstemperaturen ?

Under kondensationstemperaturen & en betydande méngd av gasens partiklar i det
absoluta grundtillstandet, d.v.s. de har ingen som helst energi eller impuls. Dessa partik-
lar utgor en del av gasen som befinner sig i ett supraledande tillstand. Eftersom deras
energi &r noll, bidrar deintetill energin vilket man tagit hansyn till da den givnamoléra
varmekapaciteten,

..3/2
cpol = 1.93R2?|_T—8 , T<T, (EQ1L1)
[of

har hérletts (se Mandl, sidor 295-296).

A.Inre energin

Att beraknainre energin ur varmekapaciteten ar i vissman lite 16jligt, eftersom ekvation
1.1 &r beréknad just ur ett uttryck for inre energin. Vi kan med andra ord forvanta oss att
vart resonemang blir en baklangesvariant av resonemanget i den gréarutan pa sida 296 i
Mandl.

Eftersom vi studerar fallet konstant volym, har vi:

lav6b



(11.4) Vad ar @ molara inre energin, ®) molara entropin och © trycket, av en ideal

193R 2 x1.93RT5/2
| = AcmoldT = =22 A3/ =
Eme = (W" dr = T3/ 6-3 2dT = 5 T2 (EQ1.2)
0772RT—5/2
- T32

Vi kan skrivaom dettam.h.a. definitionen av kondensationstemperaturen, som féljer av
Mandls ekvation M11.100:

N ,.2/3 h2
—aNs
Te €2.61V9a ><2p mk (EQ1.3)

Vi sétter in ekvation 1.3 1.2 och fér:

T5/2

s N 62/3 h2 63/2 (EQL4)

8261V 2pmke
_ 2.61 x(2p)3/2 xm3/2 xk3/2 x0.772NkV
N Nh3

Emo = 0.772R

T5/2

_ 2015xv xm3/2
(2p)3/2 h3

0.128Vm?3/

2
(KT)5/2 = e (KT)5/2

Jamfor vi vararesultat med den gra rutan pa sida 296 ser vi att de stammer bra, &ven om
motsvarigheten till ekvation 1.4 dér & skriven i termer av en bestamd integral.

B: Entropin

Aven hér utgér vi frén de gamlavanligarel ationerna mellan véra olika termodynamiska
storheter. Vi har ju att:

gs =9 - &

T T (EQ15)

dar den senare likheten foljer av att inget arbete utréttasi det fall vi studerar. Alltsafér
Vi:

dEMI §><O.128Vm3/2

gmol = fsjsmol = OT— 5 h—3k5/26-1/2d'|' (EQ 1.6)
_ 5,0128Vm32 5/prqy, _ SEM
3 h3 3T
C: Trycket

For att berdknatrycket anvander vi oss lampligen av de generellatermodynamiskarela
tioner som hérleds for den stora kanoniska férdelningen i avsnitt 11.7. Pasida 301 fin-
ner vi att:
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Tvad homogena metallblock av aluminium, vardera med volymen 1dm3, har fran

- _aW
p = ¢ EQ 1
VT, QLD

dér Wér den stora termodynamiska potentialen som i sin tur & definierad genom
W=F-mN (EQ18)

Den andratermen i ekvation 1.8 kommer inte ge nagot bidrag till trycket. Under kon-
densationstemperaturen kan vi némligen se systemet som uppdelat i tvadelar: en del
som befinner sig i absoluta grundtillstandet och darmed inte bidrar till trycket (impulsen
& noll —sesida295i Mandl), och en del som befinner sig strax ovanfor grundtillstandet
men har kemiska potentialen m= 0 (réttare sagt sa & mextremt naranoll men vi kan
rékna som om den vore noll, se sida294 i Mandl).

For att kunna anvanda varatidigare resultat vajer vi att studera en mol av systemet.
Trycket & juintensivt, sA det maste varalika stort i varje delmangd. Darmed far vi:

_ éF mol(,j _ _gﬂEmOl('j ~ £5m0|6
qV o T TV & eV o (EQ19)

_ _£Em0|6 +éﬂEm0|6 _ 2£Em0|('j _ 0.085m3/2

C eV g &3V g 3eV o h3

(KT)5/2

dar jag utnyttjat vart tidigare resultat ekvation 1.6.

Tva homogena metallblock av aluminium, vardera med volymen

1dm?3, har fran borjan temperaturen 100°C respektive 0°C. Vad &
maximala arbetet som kan erhallas om man |&ter metallblocken
anta. omgivningens temperatur som & 25°C ? (Uppgift fran gammal
termodynamiktenta.)

Jag har valt denna uppgift eftersom den liknar de tva uppgifter som skapade storst pro-
blem pa arets bagge duggor (6lkylningen och bestamningen av maximala arbetet vid
kylningen av en kropp). Liksom i dessa bada uppgifter &r det viktigt att ta hansyn till att
endast omgivningen temperatur ar konstant under processen, d.v.s. kropparnas tempera-
tur éndras.

Vi studerar ett alumniumblock i taget och ser vad det maximala arbetet frén varje block
blir. Dérefter summerar vi resultaten.
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Tvad homogena metallblock av aluminium, vardera med volymen 1dm3, har fran

A: Blocket vid 100°C (block 1)

— o
Observera att temperaturerna T; och T i uppgiftens tva T,=100°C

figurer endast galler begynnelsetemperaturerna. Suttem- Q
peraturen ar i bagge fall lika med T, H

Vi har tva varmefl 6den: Qy fran blocket in i var maskin

(dennar inte definierad i uppgiften, men vi maste hanagon

slags maskin som tar in véarme och omvandlar sd mycket det

gér av den till arbete), och Q, fran maskinen till omgiv-

ningen. Det senare varmefl 6det &r ren spillvarme, som alltsa

inte kan utnyttjas. Det maximala arbete som kan utvinnas & Q
precis den maximala skillnaden mellan varmeflddena, d.v.s. -

Winax = Qu—Q[" (EQ2.1) T,=25°C

Flodet Qy & fixerat av begynnelse- och sluttemperaturerna for aluminiumblocket, sa
detta behdver inte maximeras. Storleken beréknas létt till:

Qu = CyX(T—Tg) = Vxr xc,(T;—Tp) (EQ22)

dar blockets volymV & 1dm3, ochr och ¢, & aluminiums densitet respektive specifika
varme.

For att fa varmeflodet QMin far vi gaviaentropin och taandra huvudsatsen till hjdlp. Vi
vet namligen att totala entropindringen &r:

T

0
\dT QL
DSt = DSyioek + DSomgivning =Vxr XCVOT_+ ﬁ (EQ23)
Tl
To, Q
= =t
Vr c\,ln_l_1 T,

Eftersom det maximala arbetet f&s da entropin inte alls andras (reversibel process), inne-
bér detta att:

min = Tl
min = ToVr c\,ln_l_—0 (EQ2.4)

Vi far nu maximala arbetet som kan utvinnas fran forsta aluminiumbl ocket genom att
kombinera ekvationer 2.1, 2.2 och 2.4:
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Tvad homogena metallblock av aluminium, vardera med volymen 1dm3, har fran

T
Wi, = Vroy(T,=To) = Tovr CVInT—l (EQ25)
0
=Vre, &, -Ty 1+ |nE 0 = 10-3x2.7 x10% x903873 - 208[ 1 + In2L3 [0
ve'l 0 Tol2 ' e 208 @
= 19.8kJ
B: Blocket vid 0°C (block 2)
Det andra blocket varms upp av omgivningen, s har gar .
allafloden & andra héllet. Vi har nu: T,=0°C
Wiax = QI —Q, (EQ2.6) Q
L
med flédena definierade enligt figuren till hdger. Denna W

gang & Q fixerat av begynnelse- och sluttemperaturerna
for blocket, s det & Qy som skall maximeras. Ater igen
tecknar vi totala entropin och sétter den till noll, varvid vi

far:
To QH
dT QO
D =Vrc - =0 (EQ27)
o 2V 0T, T,=25°C
2

P QU™ = TyVrc,In=2
H 0 A%
P

[Observera att entropiandringen for omgivningen nu & negativ eftersom varme lamnar
omgivningen.]

Véarmeflodet Q| , som &r flodet till aluminiumblocket, & 1&tt att berékna eftersom vi kén-
ner begynnelse- och sluttemperaturerna. Vi far darmed:

T T )
W2, = ToVroyIn=2—Vrc,(T,—T,) = Vr cvaefo[ln—o—q +T0  (EQ29
T, & T, 7

298 o
= 10-3 3 £96 0 —
= 103 x2.7 x10 ><903§298[In 573 1} + 273‘5 2.7kJ

Det totala maximala arbetet blir foljaktligen:

wet = wi o +wz2, = 225kJ (EQ29)
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Argongas vid 25°C och 0.1MPa &r innesluten i en behallare med volymen 500cm®.

Argongas vid 25°C och 0.1MPa & innesluten i en behallare med
volymen 500cm?®. Bestam entropi andringen for argongasen om man

|&ter den expanderatill 1000cm?® och samtidigt varmer upp den till
100°C ! Gasen far behandlas som en idealgas med konstant
varmekapacitet. (Uppgift fran gammal termodynamiktenta.)

Utgangspunkten for denna uppgift &r forsta huvudsatsen pa formen:
Tds = de + Pdv (EQ3.1)

For en ideal gas har vi ju:

de = c dT (EQ3.2)
och
_ RT
P= IV (EQ3.3)

sd ekvation 3.1 kan skrivas om enligt:

dT , Radv
T MY e

Integration av ekvation 3.4 ger oss entropiandringen:

ds =c

T, \7]
_ Y dT Y R dV _ T2 R V2
Ds = O:VT +Qﬁv = c\,ln_|_1+MInvl (EQ3.5)
Ty Vi
520 , 373 8.31 1000 J
= ——In—+ = A7——
1666298 © 39.048 <102 " 500 ~ 24 K

déar varden hamtats ur Physics Handbook (c, stér inte direkt, utan jag har skrivet Cp divi-

derat med g). Vi soker dock inte den specifika entropidndringen utan systemets entropi-
andring, savi behtver massan for systemet. Denna far vi ur allmanna gaslagen:

PV = nRT = gRT (EQ36)
_ MPV _ 39.948 x10-3 x105 x500 x10—6 _
bm= 5= 8.31 x298 = 0819

Alltsa far vi en entropiandring pa

DS = 0.00081 x214.17 = 0.17% (EQ3.7)
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