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1. Betrakta ideala gaslagen PV = kpNT.

(a) Beskriv hur ideala gaslagen kan hirledas fran kvantfysik och statistisk mekanik. Du
behover inte utfora hirledningens alla steg men skall beskriva de konceptuella stegen
och vilka approximationer som gors. (3p)

(b) Sackur-Tetrodes ekvation beskriver entropin hos en ideal gas. Ekvationen hirleddes
utan att ha tillgang till kvantmekanik. Beskriv hur ekvationen kan hérledas utan att
kidnna till kvantmekanik. (3p)

Lo6sning:

Vi betraktar en kanonisk ensemble (NVT) som tillimpas for system med givet V' och N.
Systemet dr i termisk jamvikt med en reservoar som har temperaturen 7. Sannolikheten
(P;) for att finna systemet i ett mikrotillstand ¢ ges av Boltzmannférdelningen:
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Hér ar E; energin for tillstandet ¢ och Z &r tillstdndssumman:

7 = ZefEi/kBT
7

Energierna i Bolzmannfoérdelningen ges av 16sningen av Schrédingerekvationen for en par-
tikel i en ldda. Energierna i en dimension ges av:
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Har dr L ar ladans lingd och n kvanttalet (n = 1,2,3,...). Tillstindssumman ges av:
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Eftersom tillstanden ligger tatt kan summan ersittas med en integral.

Z1ip = /‘OO e~ hn? [BmL2kpT g, \/72WWZL];BT L=L/l,
0

For tre dimensioner blir resultatet:

Zsp = L)1}, = V/vg,

Partiklarna dr oskiljbara vilket ger att tillstdndssumman fér N partiklar ar:

1
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Med tillstdndssumman kan vi berdkna Helmholtz fria energi (F') enligt:
F=—-kpThhZz

Enligt Stirlings formel:
InZ=N(nV —-InN —Invy, + 1)

Vilket ger:
F=—-kgTN(InV —InN —Invy, + 1)

Trycket ges av:

oF NkpT
P = —(—— =
Gv)ry ="y
Vi har siledes ideala gaslagen:
PV = NKgT

Sackur-Tetrodes ekvation ger entropin for en monoatomisk gas:

V 4mmU 5

S = k’BN{ln(N( SNK2 )3/2) 5}

Ekvationen hérleds fran Boltzmanns uttryck fér entropi:
S = kB In Q)

For att f& multipliciteten (antal méjliga tillstand) Q krivs en diskretisering av fasrummet.
Detta &r ett sitt att infor kvantmekanik i en klassisk hirledningen. Diskretiseringen gors
genom att i en dimension anta AzAp, = h. Rums- och rérelsekoordinater dr oberoende
varfor vi for en partikel kan skriva:

VW VW

QL V,U) =QyQ, = Bty T

For N oskiljbara partiklar blir detta:

VN Wsn
NI h3N

Genom att anvinda Stirlings formel erhalles Sackur-Tetrodes ekvation.

Q(N,V,U) =



2. Ftt isblock skall utnyttjas for att utvinna arbete. Storleken pé arbetet beror pa omgivningen
och isblocket transporteras till en 6ken. Isblocket fungerar i 6knen som en lagtemperaturre-
servoar och Gkensanden som hégtemperaturreservoar for en virmemotor. Okensanden har
temperaturen 60 °C. Hur mycket arbete kan maximalt erhallas? Isblocket har massan 1000
ton och initialt temperaturen 0 °C. Ange svaret i Joule. (4p)

L6sning:

Vi antar att all virme kan utnyttjas som arbete. Vi studerar de tva processerna att 1) isen
smélter och 2) att det smélta vattnet virms upp. Varmekapaciteten for vatten (cm,0) ges
enligt Physics Handbook av 4.19 x 10% J/kgK. Omvandlingsvirmen (latent heat, L) for
vatten dr enligt Physics Handbook 333 x 103 J/kg.

Energikonservering for férsta processen ger:

Qsand = Wl + Qis

Qsand 8r virmen som sanden avger, Wi ar arbetet och ;s ar virmen for att smélta isen.
Qis ges for M kg is av omvandlingsvirmen:

Qis = M L =10° x 333 x 10° = 333 x 10°J

Andringen av total entropi fr processen (AS;) #r:

_Qsand + Qis >0

AS| =
! Tsand Tlis -

Vilket ger:

Tsand
Qsand S ;jn Qis
7

Arbetet for forsta processen dr saledes:

T.
Wl = Qsand - Qis < ( ;nd - 1)@15
is

333
Wl < (2773 - 1)Qis =73GJ

Energikonservering for andra processen ger:
Qsand = W2 + QHQO

Vi kan anta att volymen for vattnet inte dndras varfor vi anviinder:

oS
cy =T (87)
Vilket ger:
- [«
as= [Zar



Andringen av total entropi for processen (ASs) ir:

333
ASy = —Loond / LCTHQO dT > 0
2

Tsand 73
333
Qsand < MCHQOTsand In Tm
Detta ger:
333
Wa = Qsand — Qu,0 < Mcn,01sand In 73 Mep,o0(333 —273) =26 GJ

Det totala arbetet dr som mest W7 + Wy = 99 GJ.

. Betrakta ett icke-kvantmekanisk system med N partiklar vid temperaturen 7. Varje par-
tikel kan befinna sig i tva energinivaer med energierna Ey och Fj.

(a) Berikna medelenergin per partikel. (1p)

(b) Ange medelenergin per partikel d& T'— 0 och T'— oo. (1p)
)
)

(c

(d) Berdkna virmekapaciteten da 7' — 0 och 7' — oo. (1p)

Berikna virmekapaciteten for systemet med N partiklar. (1p)

Lo6sning:

Systemet &r klassiskt varfor vi anvinder Boltzmannférdelning. Sannolikheten for ett till-
stand med energin F; ges av:

1 55
3226 BE;

B =1/kpgT och Z ér tillstdndssumman som ges av:
Z = Z e PP
i
Energimedelvirdet (E) ar generellt:
_ 1
— o~ BE;
E=— Z Eje

For det studerade systemet dr energimedelvirdet per partikel:

EgefﬁEO + ElefﬁEl

B = e—BEo + o—BE1

Om vi antar att Fq > Eg > 0 och later AE = E1 — Ey kan vi skriva:

Eo+ Ele_ﬂAE
1+ e BAE

eyl

Da T — 0 gir E mot Ej.
Da T — oo gar E mot 3(Ey + Ey).



Varmekapaciteten ges av:

OE. 0B

a5 o)

AE , e PAF
]{BT) (1 + e_BAE)2

Cy = N (

Cy = Nkg(

Da T — 0 gar Cy mot N kp (%)QB_BAE.

Da T — oo gar Cy mot 1 N kp (%)2.

4. Fn svart plan yta med temperaturen 77 &r parallell med en svart plan yta med temperaturen
Ty. Energifiodet i vakuum mellan de tvA ytorna ér J = o(T{ — T4). En tredje svart yta
placeras mellan de tva ursprungliga ytorna.

(a) Berikna temperaturen pa den tredje ytan nir energiflodet blivit konstant. (2p)

(b) Hur forhaller sig energifiddet med de tre ytorna till fallet med tvéa ytor? (2p)

Lo6sning:

Energi flodar fran plattan med temperatur 77 till plattan med temperatur 75. Plattan i
mitten far temperaturen T3. Flodet fran 1 till 3 ges av:

Jiz = o (T} — Ty)

Flodet fran 1 till 3 ges av:
Jzo = o(Ty — T3)

Nar flodena &r lika stora har mittenplattan natt sin sluttemperatur.
4 4 4 4
o(ITy = Ty) = o(Ty — 1)

T + T24)1/4

T3 = ( 5

Flodet mellan tva plattor ar:

o J
Jio = 0T~ 1) = (T} = 1) = ST = 1) = &



5. En reversibel kretsprocess for 1 mol av en enatomig ideal gas &r sammansatt av tva isobarer
och tva adiabater. Initialtillstdndet dr 1 atm och 0 °C. Gasen komprimeras adiabatiskt till
3 atm. Dérefter sker en isobar fordndring till temperaturen &r 300 °C. I en adiabatisk
process expanderar sedan gasen till 1 atm varefter den andra isobaren aterfor systemet till
initialtillstandet. Berdkna arbetet och verkningsgraden for kretsprocessen. Ange svaret i
Joule. (4p)

Lo6sning:

Processen (se figure) gar med en adiabatisk kompression fran 1 till 2, en isobar expansion
till 3, en adiabatisk expansion till 4 och dérefter en isobar kompression till 1. Pi=P;= 1
atm. Pob—P3;— 3 atm. T7—= 0 °C och T3= 300 °C.
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Det dr en kretsprocess och vi anvinder {érsta huvudsatsen:
0=dU = Q + Whetto = Q23 + Qa1 + Wheuto
Nettoarbetet ges saledes av:
Whetto = —(Q23 + Qa1) = —(nCp (T3 = T2) + n Cp (11 — T4))

n &r antalet mol (som &r 1) och Cp ar virmekapaciteten (5R/2). Vi behover ta reda pa Th
och Ty. Vi gor detta genom att analysera de adiabatiska processerna.

Eftersom @ = 0 for en adiabatisk process, har vi:
dU =W = —PdV

Energin for gasen ges av:

f
= ~kpT
U 5 kB
Dér f &ar antalet frihetsgrader som for en enatomisk gas ar tre. Vi har saledes:
Nk T
chg@ﬂE—HW:— b av
f1 1
=—dT = ——=d
2T Vv v
Integration ger:
(&)fﬂ — Vi
T; Vi



For en adiabatisk process géller saledes:
VT//? = konstant

Om vi anvinder ideala gaslagen:

1
FT(Hf/z) = konstant

Vi har: P 5
Ty = 2T7/° = 2273%/5 = 423K
P 1
P 2/5 1 2/5
Ty = LT2/° = Z573%/5 = 369K
TR T3

Nettoarbetet ges av:

5R

Wnetto = —nCP (Tg — T2 +T1 —T4) = _7

(573 — 423 + 273 — 369) = —1.12kJ

Arbetet dr negativt vilket betyder att arbete utférs pad omgivningen.
Verkningsgraden ges av:

_ |Wnett0’ o ’Wnetw’ -1 T4 - Tl

= =1- =0.36
Qin nCp(T3 — T3) T35 —Ts

e

. Betrakta gas-vitske fasovergangen i ett fullstindigt blandningsbart tvikomponentsystem
med komponenterna A och B.

(a) Visa att forh&llandet mellan antalet molekyler i viitske- och gasfas vid en temperatur
med bade vitska och gas &r N,/N, = (v — z4)/(x, — x). « &r kompositionen f6r bade
vitska och gas, dvs totala antalet B molekyler i forhallande till totala antalet A och
B molekyler. x4, dr kompositionen av bara gasfasmolekyler och x, kompositionen av
bara vitskefasmolekyler. (2p)

(b) Skissa och forklara ett temperatur-komposition fasdigram f6r tvikomponentsystemet
som visar fasovergangen dér (x — xz4) och (x, — ) &r inritade. (2p)

L6sning:
Vi betraktar antalet B molekyler. Kompositionen ar:
Np

T Na+ N
Totala antalet molekyler &r N = N4 + Np. Totala antalet B molekyler dr x/V.
Antalet B molekyler i gasfas dr: x4 Ny, dér N, &r antalet molekyler i gasfas.
Antalet B molekyler i vitskefas ar: x, N,, dir N, ar antalet molekyler i vitskefas.
Totala antalet B molekyler &r: x4y Ny + x, IN,.

Detta ger oss:
xgNg + x,Ny = N = 2(Ng + Ny)



Ny Ny
:cg+xvﬁ :x—l—ﬁx
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Ny
Ny, w—uxzy
Ny x,—x

N,
2y — 1) =7 — 74

Figuren nedan visar fasdiagrammet. Vid x = 0 har 16sningen bara A molekyler och vid
x = 1 bara B molekyler. Ty &r kokpunkten for A medan T ar kokpunkten fér B.
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