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1. Entank A med volymen 0,50 m® innehaller kviivgas med temperaturen 127°C och
trycket 600 kPa. Genom ett ror dr tanken ansluten till en annan lika stor tank B, som till
att borja med &r tom. En kran i roret Oppnas sa att kvivgasen fordelar sig likformigt i
béada tankarna. Bada tankarna &r forsedda med isolerande viggar, sa att ingen namnvérd
varme overfors fran omgivningen.
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(a) Vilken eller vilka av foljande tillstandsfunktioner dndras inte under processen: inre
energin, entalpin, Helmholtz fria energi, Gibbs fria energi? Svaret maste motiveras.

(b) Entropin okar under processen. Varfor?

(c) Berikna entropickningen under forutsittning att kvdvgasen kan behandlas som en
ideal gas!



2. Figuren illustrerar en vanlig princip for luftkonditionering i flygplan. Antag att luften i
omgivningen har trycket 30 kPa och temperaturen —35 °C, att den i kompressorn
komprimeras till trycket 200 kPa och att den nir den kommer in i kabinen har trycket
100 kPa och temperaturen 18 °C. Berdkna dels det arbete W, som krivs for att driva
systemet, dels den virme Qp som bortgar i kylaren (per kg luft). Den bifogade tabellen
over termodynamiska egenskaper for luft kan anvindas, men det dr ocksa OK att 16sa
problemet genom att behandla luften som en ideal gas med C,/Cy = 14.
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3. De flesta kinner nog till att grafit och diamant &r tva olika former av ett och samma
amne, namligen kol. Det &r ocksa tamligen vilkint att grafit kan omvandlas till diamant
vid mycket hoga tryck. Vi skall hidr undersoka forutsittningarna for detta. I nedanstaende
tabell finns virden pa tre olika termodynamiska storheter for grafit respektive diamant:
Gibbs fria energi g per mol, specifika volymen v och isotermiska kompressibiliteten &z.
Alla virdena giller vid temperaturen 25°C och trycket 100 kPa.

Graphite Diamond
g 0 2867,8 J/mol
v 444-10°° m*/kg 284-10°° m*/kg
Kr 304-107"° pa’! 16:107"° Pa’!

(a) Med utgangspunkt fran tabellen véintar man sig att grafit skall vara den stabila
formen av kol vid rumstemperatur och atmosfirstryck. Varfor?

(b) Anta nu att vi héller temperaturen konstant vid 25°C och successivt okar trycket. Da
komprimeras bade grafit och diamant, d.v.s. deras specifika volymer minskar, men
olika mycket. Bestdm specifika volymen som funktion av trycket for grafit respektive
diamant under antagandet att kompressibiliteterna forblir konstanta!

(c) Anvind resultatet i deluppgift b for att bestimma Gibbs fria energi som funktion av
trycket for grafit respektive diamant!

(d) Skriv ner en ekvation som bestimmer hur hogt tryck man maste applicera for att
omvandla grafit till diamant! Los ekvationen approximativt utgaende fran att kompres-
sibiliteterna dr sma!

(e) I deluppgift a konstaterade vi att grafit bor vara den stabila formen vid atmosférs-
tryck, men det ir ett obestridligt faktum att diamanter existerar, och ingen oroar sig for
att de plotsligt skall omvandlas till grafit. Kan du komma pa nagon forklaring?



4. Ge en beskrivning av vad som bestdmmer en fast kropps virmekapacitet med bérjan vid
hoga temperaturer och successivt sedan mot lidgre temperaturer tills du nar metallers
viarmekapacitet vid riktigt 1aga temperaturer. Viktigt dr att ge en kort redovisning for
varfor c¢,(T), har det T-beroende det har i varje regim. Gor gérna en historisk reflektion
over forstaelsen av ¢, (7).

5. En partikel ror sig i en endimensionell potential u(x) och har
energin E(p,x) = p2/2m+u(x). Partikeln &r i termisk jamvikt
med en reservoar med temperaturen 7. ufx)

(a) Visa att partikelns medelposition <x> ges av
I xe PO dx
J‘efﬁu(x)dx

(b) Om temperaturen dr lag befinner sig partikeln mest kring potentialenos minima, xo I
detta fall kan vi serieutveckla potentialen kring xy,

<x>=

x

u(x) =u(x) +(x—x, ) u'(x,) +1(x—x, )2 u'(x)+L(x—x, )3 u”(x,)+ ...

Visa nu att linjdra termen maste vara noll, och att om du bara héller kvadratiska termen
far du <x>= xg.

(c) Viarmeutvidgningskoefficienten definieras som a=(d<x>/dT)/<x> Det ir forst da
den kubiska termen tas med som medelpositionen beror av 7 och a blir skild fran noll.
Berikna ¢ under antagandet att kubiska termen ir liten.

(d) T en ddelgas approximeras potentialen av en Lennard-Jones-potential
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och fér argon ir ug=0.010 eV och x¢=3.9 A. Vad ir di virmeutvidgningskoefficienten
enligt dina berdkningar? Det uppmiitta vardet for ¢50,=0,0007 K. Hur bra ir approxi-
mationen du gjort?

6. Vita dvirgar ar ett slutstadium for mindre stjarnor som har ungefir var sols massa da de
kollapsat till att ha ungefir jordens radie. Det som héller vita dvirgar stabila dr en
balans mellan gravitationskraften och en degenererad elekrongas tryck.

(a) Gor en uppskattning av gravitationsenergin dér du antar att massan &r uniformt

fordelad med tithet p pa totala volymen. (Resultatet skall gd som 1/R, dér R dr radien
for den vita dvirgen)

(b) Uppskatta kinetiska energin om du antar att stjairnan har en proton och en neutron
per elektron samt att elektronerna &r icke-relativistiska.

(c) Finn minimum for totala energin och bestim didrmed jimviktsradien for den vita
dvérgen som funktion av massan. Vad hinder med radien om massan dkar och hur
forklarar du det?

(d) Temperaturen hos en typisk vit dvirg dr 10 000—30 000 K. Vad dr Fermitempera-
turen T for en vid dvirg med solens massa 2- 10%° kg? Ar det korrekt att anta att
elektrongasen &r degenererad ?
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Loésningar

Uppgift 1

(a) Den enda tillstandsfunktion som sikert forblir ofériandrad ar inre energin. Att den
inte kan é@ndras foljer ur forsta huvudsatsen. Ingen energi tillfors till systemet, varken i
form av virme eller i form av arbete. Ovriga tillstindsfunktioner #ndras i allméinhet (for
ideala gaser giller dock att dven entalpin forblir konstant).

(b) Genom att den tillgingliga volymen okar sa dkar antalet tillgangliga mikrotillstand
och dirmed entropin. Ett annat sétt att argumentera dr att detta dr en irreversibel
process. Irreversibla processer i isolerade system gar alltid i sadan riktning att entropin
okar.

(c) Entropin for en ideal gas kan skrivas som

S(T,V)=S(T,,V,)+nC, ln%+annK

0 0

dar (Ty,Vy) representerar ett godtyckligt valt referenstillstand som vi kan lata vara
begynnelsetillstandet i det hér problemet. For en ideal gas giller att energin bara beror
av temperaturen. I det hir fallet dndras inte energin. och dirfor éndras inte heller
temperaturen. Alltsa dr 7 = Tp. Ur ideala gaslagen foljer att

PV
0

Med V = 2V, finner vi att

nR =

3
SV =S, V)= PV, V. 600:107:0.5:1n2
TO Vo 400

J/K=520J/K

Svar: (a) Inre energin, (b) Antalet tillgéingliga tillstand okar, (c) 520 J/K

Uppgift 2

Vid 6ppna processer av det hir slaget dr virmeutbyte och nyttoarbete direkt relaterat till
dndringar i entalpin H. For varje komponent (kompressor, kylare, expander) giller att

AH =Q-W,

dér A4H ir skillnaden mellan gasens entalpier pa utgdngssidan och ingéngssidan, Q &r
den tillforda viarmen och W, ar det "tekniskt utvinnbara arbetet”. For en turbin dr W,
positivt och fér en pump eller kompressor ir det negativt. Vad vi behdver gora ar alltsa
att ta reda pa gasens specifika entalpi 4 i tillstanden 1, 2, 3 och 4.

Tillstandet 1 (begynnelsetillstandet hos den inkommande luften):
p1=30-10" Pa
T,=-35°C=238K



hy =220, 22+%(24o, 27-220,22) kl/kg =238-10° J/kg

Virdet pa h; dr framridknat genom interpolation i tabellen men kan ocksa erhallas ur
relationen h = ¢, T, dir ¢, himtas ur tabell eller berdknas ur statistisk mekanik for
tvaatomiga ideala gaser.

Tillstindet 4 (sluttillstandet hos den utstrommande luften):

P, =100-10° Pa

T,=18°C =291 K

h, = 290,43+2io(300, 47-290,43) kJ/kg =291- 10° J/kg
Virdet pa h; dr framridknat pa samma sétt som /;.

Tillstandet 2 (mellan kompressorn och kylaren):
p>=200-10° Pa

(r-1)7y 0,4/1,4

T,=T |22 :238-(@j K =409 K
D 30

h, =401, 30+220(421,59—401,30) ki/kg =410-10° J/kg

Temperaturen 7, erholls ur villkoret att processen i kompressorn ar adiabatisk, och &,
riknades sedan fram genom interpolation i tabellen.

Tillstandet 3 (mellan kylaren och expandern):
p3=200-10" Pa

(r-1)17 0,4/1,4
T,=T,| & =291.(@] K=355K
Dy 100

h, =340,70 + ;—3(360,86—340, 70) ki/kg =356-10° J/kg

Temperaturen 73 erholls ur villkoret att processen i expandern &r adiabatisk, och /3
riaknades sedan fram genom interpolation i tabellen.

Arbete som krivs for att driva kompressorn: Weem = b2 - hy = 172 10° J/kg
Arbete som atervinns i expandern: wey, = h3— hy = 65- 10° Jikg
Nettoarbete som maste tIfOras: : Wyes = Weom - Wep = 107-10° J/kg
Avgiven virme i kylaren: gy = hy — h3 = 54-10° J/kg

Svar: Det krivs 107 kJ/kg for att driva systemet. Den i kylaren avgivna virmen &r 54
kJ/kg.

Uppgift 3

(a) Om temperatur och tryck hélls konstanta bestims jamviktstillstdndet av att Gibbs
fria energi skall vara minimal. Eftersom virdet pa g &r lidgre for grafit dn for diamant dr
grafit den stabila formen.

(b) Kompressibiliteten definieras av uttrycket

R T
! viadp ).



vilket innebir att sambandet mellan tryck och volym vid konstant temperatur bestims
av differentialekvationen

Tdv_
vdp

T

Vi later i fortsdttningen po och vy beteckna atmosfirstrycket respektive specifika
volymen vid atmosfirstryck. Integration ger

In—=-x,(p-p,)
Vo

y= voe_"'T(P—Po)

Vi noterar att volymen minskar betydligt snabbare for grafit dn for diamant, eftersom
kompressibiliteten for grafit dr ungefir 20 ganger storre dn for diamant.

(c) Ur definitionen av Gibbs fria energi foljer att

-
p ),

Vid konstant temperatur giller alltsa att
f - (p=po) v ki (p—po)
g=go+dep=g0+V0je (P~ Po dp=g0+?0|:l—e r(P—Po :|
Po Po T

dir go dr Gibbs fria energi vid trycket po.

(d) For att halla isér grafit och diamant hanger vi pa ett index g respektive d. Alltsa:

_ VO *’(Tg(l)*llo)
gg_g0g+’(_g|:1_e :|

Tg

84 = 8oa +m|:l—e_'(”(p_p°)]
Krq

Jamvikt uppnds nir g, = ga:

v — K, (p— V ke (p—
g0, +&|:1_€ 7 (P Po):|:g0d +ﬂ|:1_e 7a(p Po):|
KTg Kra

Hirur kan p bestimmas, men ekvationen kan inte 16sas exakt utan anviandning av nagon
numerisk metod. Vi kan emellertid gora en approximation utgaende fran att kompressi-
biliteterna dr sma:

e Kmlrm) _q_ Ky, ([) - Po)
e—erd(P*P(l) =1- Ky (p - Po)
Detta ger

8o, +v0g(p_p0):g0d+v0d(p_p0)

_ .
p=p,+22 780 _1100.10° + 2’8678610 :

Vog ™ Voa 0,012-(444-10° —284-10°°)
=1,50-10" Pa

[Om man vill gora en bittre approximation kan man ga till kvadratiska termer i
serieutvecklingen av exponentialfunktionerna:



2

—Kpe\P=Po K

e =1k (p=po)+ (P p0)

(e K,

e Ml p°)=1—KTd(p—p0)+%(P—Po)2

Detta leder till en andragradsekvation for trycket:

2( vy, =V, 2(g0 — &

(p_po)z_ (Og 01) (p—p0)+ ( 0d Og) -0
KreVoo ~ KraVou (KTg Voo ~ KraVoa )

Loser man denna sé finner man p = 1,50 10° Pa, vilket visar att den linjédra
approximationen var god nog.]

(e) Diamant vid atmosférstryck dr ett ”metastabilt tillstand”. Det innebir att det finns en
potentialbarriir som maste dvervinnas om diamant skall omvandlas till den mera stabila
formen grafit. Ju hogre barridren dr desto lidngre tid tar omvandlingen. I det hér fallet
handlar det om astronomiskt 1anga tider, &tminstone vid normala temperaturer. Om
diamanter hettas upp till mycket hdga temperaturer sker omvandlingen snabbare.

Svar: (a) Gibbs fria energi ér ldgst for grafit, (b) v= vOe_KT(” ~n)

© g=g +v—°[1—e*"f(”*”°>], (d) 1,50 GPa, (e) Det finns en potentialbarriir
K

T

Uppgift 4
Se kurslitteraturen.

Uppgift 5

(a) For ett system i kontakt med en virmereservoar vid konstant temperatur T géller den
kanoniska fordelningen, d.v.s. sannolikheten att finna systemet i ett tillstaind med

energin E dr proportionell mot Boltzmannfaktorn exp(-SE), dir f=1/kT. Alltsa finner vi
att

Txdx]o dp exp(—’sz — ﬁu(x)]

0 2m
<x>=L——= >
Idxj dpexp(—ﬁp - ,Bu(x)]
0 2m

Integralerna dver p i tdljare och ndmnare tar ut varandra, sa att resultatet blir

oo

J‘xe’ﬁ”(“)dx

<x>=L
Je’ﬁ”(x)dx
0

(b) For att forenkla skrivarbetet infor vi en dimensionslds variabel 0 som matt pa
avvikelsen fran jamviktsldget xo:

x=(1+0)x,
s="_1
Xo

Potentialen kan da skrivas som u(x) = &(9), dir

D(5)=@(0)+P'(0)5+1@7(0)5* +Ld7(0)5 +....



Eftersom 0= 0 svarar mot minimum i @ maste @’(0) vara noll. Om vi forsummar alla
termer bortom den kvadratiska kan medelvirde pa oberiknas enligt formeln

T 5e—ﬁ’[¢(0)+§¢”(0)62] s
<o>==
J- efp[qb(o)%qb'(o)az] is

—oo

dir vi satt den undre grénsen till -co, eftersom det i denna approximation inte finns
ndgon hard kédrna som hindrar partikeln att passera origo. Detta ger uppenbarligen
resultatet <> = 0, eftersom integranden i téljaren &r en udda funktion av J. Alltsa giller
i denna approximation att <x> = xj, oberoende av temperaturen.

(c) Om vi tar med den kubiska termen men betraktar den som en liten storning kan vi
skriva Boltzmannfaktorn som

e_,e[q>(o)+%q>~(o)52+g¢"(o)53] o

_ efﬁqb”(o)(s2 [

1-£27(0)5" ]

sz,

Detta ger foljande uttryck for <> till ligsta ordningen i @

oo B ) oo .
o'e 20 dé 2 J.z4e’zhdz
<d>=-Lo”(0)= =—ﬁ¢”’(0)|: } =
oo 7£ . 2 6 ” oo s
Ie 27100 dé pe’(0) fe’z dz
_297(0) Nm/ia_ 27(0)
3p[@’(0)] Nx  28[e(0)]
Alltsa finner vi att
<x>=x x0¢”(0) : :xo_x0¢’ ”(O)kz
28[@7(0)] 2[27(0)]
g L od<x>_ D" (0)k
<x> dT 2[27(0)] - 2" (0)kT

(d) Med de beteckningar vi infort ovan far vi féljande uttryck for Lennard-Jones-
potentialen och dess derivator:

&(8)=u, [(ﬁ} _ 2(&” ®(0) = —u,
&(5) :12u0|:—[1j5j13 +(1+15ﬂ #(0)=0
¢"(5)=12%[13(“15]14—7(1;5)8} & (0)=72u,

1 15 1 9
D7 (0)=1 13| — 4] —— @7 (0)=-1512
(9) 68u0[ 3(”5] . (1+5” (0)=—1512u,

Detta ger




1512uk’T Tk

a= 2 22 22
2[72u,]" +1512uk>T 48%[ 7T J

I+
48u,
Siffervirden: k = 1,38066-102° J/K, uo = 0,010-1,602-10™" J, T = 84 K. Resultatet blir
o= 0,00126 K'=0,00117 K
140,076

vilket dr av ritt storleksordning men omkring 70 % hogre dn det uppmiitta virdet.
Siffran 0,076 1 némnaren ger en antydan om det numeriska fel vi gér genom serie-
utvecklingen av potentialen (denna term borde vi egentligen kasta bort eftersom vi
redan forsummat andra termer som kan vintas vara av samma storleksordning). Storre
delen av avvikelsen fran det experimentella resultatet ligger alltsa i sjdlva modellen,
vilket inte dr nagon Gverraskning. Det dr tvédrtom forvanansvirt att en sa enkel modell
landar sa nira det uppméitta virdet.

®”(0)k
Svar: g=— 4> _ 2( ) =0,0012 K"
<x> dT 2[@”(0)] —-@”(0)kT
Uppgift 6
(a) Den sammanlagda potentiella energin for gravitationskrafterna dr
Gp(r)p(r,)

L s 2
Uz—Ejd*rljd‘r2 m—

dir G dr gravitationskonstanten, d’r; och d’r; ér volymselement, och p(r) dr densiteten
i punkten r. Integralen kan inte beriknas om man inte i detalj kiinner p(r), men man kan
gora en uppskattning om man noterar att avstandet |1‘l —r2| kan variera mellan O och 2R,
dér R &r stjarnans radie. Om vi ersétter |r1 —r2| med mittvirdet R separeras de tva
volymintegralerna sa att var och en av dem blir stjirnans totala massa M. Detta ger
GM’
2R

Om man gor det i och for sig ganska tvivelaktiga antagandet att densiteten p dr konstant
kan man ganska ldtt genomfora integrationen exakt. Resultatet blir da

_3GMm*®
5R

Vi anvinder i fortsittningen detta uttryck men haller i minnet att faktorn 3/5 inte far tas
pa alltfor stort allvar.

(b) Stjarnans massa utgors huvudsakligen av nukleoner. Antalet elektroner N antages
vara hilften sa stort som antalet nukleoner, vilket ger

M
N=—-
2m,
dér m,, dr massan hos en proton (vi forsummar masskillnaden mellan protoner och
neutroner). Den kinetiska energin K finns huvudsakligen hos elektronerna, som
forutsitts bilda en degenererad fermigas. Det innebir att



2/3
K_ENS B 3Nh2 37[2 Ejzl} ~ 3Mh2 97[M B 37/37[2/3h2M5/3
5 F 10m, \% ZOume 8mpR3 80memz/3R2
2 5/3
20,348—h A;[/3 >
m,m, R

dar m, ar elektronmassan.

(c) Den totala energin blir
37/37[2/3h2M5/3 3GM2

E=K+U = —
80mgm15)/3R2 SR

Jamviktstillstdndet bestims av att E skall vara minimal. Den radie som svarar mot
jamvikt finner vi alltsa genom att derivera E med avseende pa R och sitt derivatan lika
med noll. Resultatet ar

~ 34/3752/3h2 ~ h2
- 8mem2/3GM”3 _1’16m8m2/3GM”3

Om massan okar minskar alltsa radien. Det beror pa att den negativa
gravitationsenergin vixer snabbare med massan dn den positiva kinetiska energin. Det
som hindrar stjdrnan att kollapsa under gravitationens inverkan ir elektrongasens tryck,
men ju stdrre massan dr desto mer tar gravitationen over.

(d) Genom att sitta in sifferviirdena finner vi att solens radie som vit dvirg skulle bli R
=172 10° m. Antalet elektroner blir N = 6,0 1056, och fermitemperaturen blir

n NY"?  w (9zNY" n 9zN "
TF= 37[2—] = 2] = 3 —j
2km, v 2km, \ 4R 2km,R 4

=2.2.10 K

Stjdrnans temperatur &r av storleksordningen 104 K, d.v.s. mycket ldgre dn fermi-
temperaturen. Det dr alltsa en god approximation att betrakta elektronerna som
degenererade.

Svar:
M 2
(a) Gravitationsenergin &r cirka — 3(5;R ,
TRVEL
(b) Den kinetiska energin &r cirka0, 3»—5 >
m,m, "R

h2

(c) Radien blir cirka —————+—,
m,n, "GM

(d) Fermitemperaturen blir cirka 2- 10° K,
(e) Elektronerna dr degenererade.



