Tentamen i Mekanik 2 for F, FFM521 (géaller aven fér FFM520)

Fredagen 5 juni 2015, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, ankn. 3181, besdker tentamenssalarna c:a kl. 9.30 och 11.30.

Tillatna hjélpmedel: Physics Handbook, Beta, Chalmersgodkand kalkylator.

Tentamen bestar av en obligatorisk del (uppg. 1-4) och en &verbetygsdel (uppg. 5 och 6). Varje uppgift
ger maximalt 10 poédng. For godkant (betyg 3) kravs 16 poang pa den obligatoriska delen. Om betyg 3
uppnatts rattas aven 6verbetygsdelen. Granser fér betyg 4 och 5 &r 36 resp. 48 poang.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésningarna férvantas vara
vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i férekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt!

Lycka till!

Obligatorisk del

. En liten pérla med massan m kan glida utan friktion langs en lang rak metalltrad. Traden &r horisontell
(sa att tyngdkraften blir ovéisentlig for rorelsen) och roterar kring en fix vertikal axel genom en punkt
pa traden (“origo”) med den konstanta vinkelhastigheten w. Om pérlan passerar origo vid tiden t = 0
med farten u, bestdm dess position pa traden som funktion av tiden under den efterféljande rorelsen.
Bestdm ocksa den horisontella delen av normalkraften fran traden under rorelsen, dels som funktion av
tiden, dels som funktion av laget.

. En tillverkare av biljardbord vill designa ett bord sa att om en biljardboll kommer rullande vinkelrétt
mot sargen (kanten pa bordet), studsar mot den och vénder tillbaka, sa rullar bollen utan glidning
dven efter studsen mot sargen. Detta skall inte bero pa friktionskraften fran bordsytan, eftersom den
inte hinner utéva tillrackligt vridmoment under den mycket korta tid en studs mot sargen tar. Bollarna
ar homogena klot med radien r. Hur hog skall sargens héjd h (se figuren) vara for att den Onskade
egenskapen skall uppnas? (Det far forutsattas att sargen paverkar bollen med en rent horisontell kraft,
vilket mojligen inte ar realistiskt.)

r/7

. En homogen planka med massan m &r horisontellt upplagd pa tva roterande rullar, som snurrar snabbt
med konstant rotationshastighet i de riktningar figuren visar. Avstandet mellan rullarna ar 2d. Friktion-
skoefficienten mellan plankan och rullarna &r p. Hela anordningen utsitts for en horisontell vibration
y(t) = acoswt. For vilket w uppstar resonans i plankans rorelse?



y(t)

. Néar man cyklar i en kurva behdver man luta inat i kurvan for att kompensera centrifugalkraften. Det
finns dessutom en effekt som kommer sig av att hjulens rotationsriktning éndras da man svénger. Gor den
att man behdver luta mer eller mindre, jamfért med den lutning som behovs p.g.a. centrifugalkraften?
Gor en grov uppskattning i en realistisk situation for att ta reda pa om inverkan av hjulens rotation &r
forsumbar i jamforelse med centrifugalkraften eller ej.

Overbetygsdel

. Betrakta en partikel med massan m som &r tvungen att rora sig pa ytan av en sfar med radien a.
Antag att det finns en potential V(6), dér 6 &ar vinkeln fran z-axeln. Skriv ned Lagranges ekvationer {or
partikelns rorelse. Finns det nagra konserverade storheter, forutom energin? Betrakta nu speciellt fallet
V(6) = 0. En rorelse som ganska uppenbart &r méjlig (visa det!) dr 0(t) = 5, o(t) = Qt, dér Q &r en
konstant. Los ekvationerna for sma sviangningar i 6 kring denna bana, och tolka resultatet.

. Ett mynt, vars geometri kan approximeras med en cirkelskiva med radien r, rullar utan glidning pa en
bordsyta pa ett sitt sa att myntet bildar den konstanta vinkeln v med den horisontella ytan och myntets
masscentrum &r i vila. Rorelsen kan ses som en reguljar precessionsrorelse, dar precessionshastigheten 2
ar vinkelhastigheten for kontaktpunktens vinkelhastighet runt en cirkel pa bordet. Vilken relation mellan
Q och « skall gélla for att denna typ av rorelse skall kunna dga rum? Uppskatta ) for en svensk 1-krona
med radie 25 mm, da a = 30°.




Lésningsforslag till tentamen i Mekanik 2 fér F, FFM521
Fredagen 5 juni 2015
Examinator: Martin Cederwall

Lésningsforslagen innehaller inte alltid den dimensionsanalys, som i férekommande fall kravs fér full
podng, och ofta inte heller figurer som bér ritas. De skall inte betraktas som modellésningar utan som
en ledning om méjliga metoder.

. Lat koordinaten langs traden vara &, och anvénd 7 fiar den horisontella riktning som &r vinkelrdt mot
§. Den vertikala riktningen &r ¢ = 2. Ortvektorn far pérlan ar 7= . Man kan antingen derivera detta

tva ganger, under anviandande av é = wz X é = wr), eller sa anvinder man de fardiga uttrycken for
centripetalacceleration/centrifugalkraft och Coriolisacc./Corioliskraft. I vilket fall fas ekvationerna for
rorelsen i &- resp. n-led: )

m(§ - CUQE) =0 )

2mwé =N,

déar N dr normalkraften fran traden (i n-led). Den allménna 16sningen ér £(t) = Ae“! + Be™ . Inséttning
av begynnelsevirdena bestdmmer A = —B = 3=, sa att

&) = Y sinhwt .
w

(Kontroll: f6r sma tider, alternativt liten rotationshastighet, dvs. wt < 1, blir £(¢) ~ ut.) Normalkraften
blir da
2
w
N = 2mwu coshwt = 2mwuy /1 + <> .
u

(Fér stora tider (wt > 1) dr den exponentiellt avtagande delen av cosh och sinh liten, och N & 2mw?¢,
oberoende av begynnelsevillkoren.)

. Stoten tar mycket kort tid, sa impuls och impulsmoment fran kontaktkrafter fran bordet kan férsummas.
Om en horisontell kraft F' verkar pa hojden h, fas ekvationerna fér masscentrums acceleration a och

vinkelaccelerationen:
ma = F,

2
gmr2a =(h—r)F.

Elimination av F' ger %rza = (h — r)a. Om rullning hela tiden skall ske, maste a och « relateras enligt

a = ra. Detta uppfylls om h = %r. (Skulle kraften istéllet vara riktad radiellt, r dess vridande moment
kring masscentrum noll. A andra sidan kan kontaktkrafterna inte lingre forsummas, sa hela resonemanget
blir mer komplicerat, och kan bero pa friktionskoefficienten.)

. Beteckna plankans ldge med x, masscentrums forflyttning fran punkten mittemellan rullarna. Lat nor-
malkrafterna fran rullarna vara Ny och Ny Jamvikt i vertikalled och momentjamvikt ger

N1—|—N2:mg,
Ni(d+x) — Na(d—2) =0,

vilket ger
Ny =

&=
I



Hade det inte varit for den horisontella vibrationen hade rorelseekvationen for plankans rorelse i z-led
blivit

.1 T 1 z
mi = 5 (1= ) umg = 5 (14 3) g = =52,
Losningarna ar harmonisk svangningsrorelse med vinkelfrekvens w,, = \/’%g . Om nu systemet dessutom
utsétts for vibrationen med vinkelfrekvens w, kan den introduceras som en troghetskraft. Resonans

uppstar da w = wy,.

. Cykelns hjul kommer att ha rérelseméngdsmoment som &r riktade at vanster. Lat séga att man svanger at
vanster. Da kommer dessa rorelsemangdsmoment att dndras; deras tidsderivata ar riktad bakat. Detta
maste astadkommas av ett vridmoment. Kombinationen tyngdkraft och normalkraft ger ett moment
med rétt riktning om man lutar at vénster, alltsa inat i kurvan (fér hogersving géller motsvarande
argument med omkastade riktningar). Effekten av hjulens rotation samverkar alltsa med effekten av
centrifugalkraften, i meningen att man beh6ver luta mer.

En mycket grov uppskattning: Man cyklar med fart v i en kurva med radie R. Massan av cykel och
cyklist &r M Lat hjulens massa vara m och deras radie r. D& ar deras rorelsemdngdmoment ungefar

mr? - = = mrv. De forandras med vinkelhastigheten %, sa storleken av deras tidsderivata ar ungefar
%f’(z. Det vridande momentet fran kombinationen av centrifugalkraften och den motriktade kraften fran
Mnv?

marken ér ungefar ~5-h, dir h r masscentrums héjd. Dessa tva moment kan jimforas med varandra, och
deras kvot (som blir ett matt pa hur stor effekten av hjulens vridning &r relativt den av centrifugalkraften)

blir mgjz (MT”Zh)_1 = 477+ Normalt sett dr hjulens massa en ganska liten del av den totala massan,
dessutom &r masscentrum hogre beldget dn hjulradien, sa den “extra” effekten i uppgiften ar ganska
liten.

Skall man vara mer noggrann far man ta hénsyn till att rorelseméngdsmomenten inte pekar horisontellt
nar cykeln lutar, etc.

. Anvind sfiiriska koordinater 6, . Hastigheten fir partikeln ir & = a(6 + sin 0¢). Lagrangianen blir

1 .
L=T-V= §ma2(92 +sin? 0¢?) — V(0) ,
och Lagranges ekvationer ger
d . av
0= %(maQG) — ma? sin 0 cos 0 + 0
0= a(ma2 sin? ) .

Den senare ekvationen uttrycker bevarandet av rorelsemidngdsmomentet m.a.p. z-axeln. Lat denna
rérelsekonstant betecknas ¢ = ma?sin® 6. Da kan ¢ 16sas ur denna ekvation och stoppas in i ekva-

tionen for 0, som blir

s 2 cosb dVv
0= 0 — 4
ma ma? sin3 0 * do

Den givna rorelsen, 0(t) = %, ¢(t) = Qt, ar uppenbarligen en losning, med ¢ = ma®Q. Sméa andringar
6 = 7 + € hanteras m.h.a. sin(§ 4+ ¢€) ~ 1, cos(§ + ¢) =~ —e. Den lineariserade ekvationen for (t) ar
€+ (m{l s)%e = 0, dvs. € + Q% = 0. Losningarna #r harmonisk rérelse med vinkelfrekvens €. Det ér
naturligt/nédvéndigt/sjélvklart att detta maste vara den rétta vinkelfrekvensen — i franvaro av en
potential ror sig partikeln pa en storcirkel som avviker litet fran ekvatorn. Hade inte vinkelfrekvensen

matchat den i p-rorelsen, hade det inte blivit en storcirkel.




6. Eftersom bade kontaktpunkten och masscentrum &r i momentan vila, roterar myntet momentant runt
en axel som utgoér myntets diameter genom dessa punkter. Rotationsvektorn ar = 2sin aé, dar &-
riktningen ar langs diametern (snett uppat at hoger i figuren). Denna riktning &r en huvudtroghetsaxel
for myntet, med tréghetsmoment imrQ. Rorelsemingdsmomentet pekar alltsa at samma hall, och &r

L= imrQQ sin aé. Dess tidsderivata ar
L=0OxL= Zmr%ﬁsinacosaﬁ,
dér 7 pekar in i pappret i figuren. Detta skall astadkommas av det vridande momentet (runt masscen-

trum) av normalkraften fran bordet, som p.g.a. jamvikt i vertikalled har beloppet mg. Momentekvationen
ger

1
Zmr2§22 sin « cos an = mgr cos o] .
Detta ger den sokta relationen
Q? _ 4g
rsina

Med r ~ 25 mm och o = % fas numeriskt Q ~ 56 s~ ~ 8.9 varv/s.



