Tentamen i Mekanik 2 for F, FFM521 och FFM520

Tisdagen 15 april 2015, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, ankn. 3181, besdker tentamenssalarna c:a kl. 9.30 och 11.30.

Tillatna hjélpmedel: Physics Handbook, Beta, Chalmersgodkand kalkylator.
Samma uppgifter och regler géller fér FFM520 och FFM521.

Tentamen bestar av en obligatorisk del (uppg. 1-4) och en dverbetygsdel (uppg. 5 och 6). Varje uppgift
ger maximalt 10 poéang. For godkant (betyg 3) kravs 16 poang pa den obligatoriska delen. Om betyg 3
uppnatts rattas aven éverbetygsdelen. Granser fér betyg 4 och 5 &r 36 resp. 48 poang.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésningarna férvantas vara
vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i férekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpodng. Skriv och rita tydligt!

Lycka till!

Obligatorisk del

. En stel kropp med densiteten p ar formad som ett ratblock med sidorna a, b och c. Bestam kroppens
huvudtroghetsaxlar, och berdkna troghetsmatrisen i ett lamplig system. (En utrdkning kravs; ev. fardiga
eller memorerade formler far inte anvéindas.)

. Ett hoghastighetstag har en inbyggd automatik som lutar vagnarna i kurvorna sa att ingen kraft i sidled
skall upplevas. Corioliskrafter kan dock inte kompenseras pa detta sdtt. Antag att en passagerare har
en (horisontell) hastighet relativt vagnen pa hogst 5 m/s, da taget kor med farten 360 km/h genom en
kurva med krokningsradie 1.0 km. Vilken lutningsvinkel har vagnen? Ar Corioliseffekterna acceptabla,
eller behdver man bygga om banan? Hur stora krokningsradier anser du vara acceptabla (ur denna
synpunkt) for ett tinkt framtida tag som haller en hastighet 1000 km/h?

. En pendel bestar av en liten massa m som sitter fast i ett létt snore med langden £. Snérets andra dnda
ar fistad i en punkt i taket, som ror sig horisontellt en periodisk rorelse enligt z(t) = asinwgt. Pendeln
ror sig endast 1 planet som spéanns av z-axeln och vertikalen. Kalla pendelns utslagsvinkel 6. Bestam 6(t)
for sma svangningar om begynnelsevillkoren ar 6(0) = 0, 9(0) = 0. Vad hénder da wy sammanfaller med
pendelns egenfrekvens?

. Den ena &nden av en rak homogen planka kan glida mot ett glatt golv och dess andra &nde mot en glatt
vagg. Plankan befinner sig hela tiden i ett vertikalplan. Om plankan startar fran vila med en mycket
liten vinkel mot viggen (sa gott som upprétt, alltsa), vad blir dess vinkelhastighet da den bildar vinkeln
0 mot viggen? Vid vilken vinkel [dmnar plankans ovre dnde vaggen?



éverbetygsdel

. En rotationssymmetrisk kropp ar uppbyggd av en latt axel med langden ¢, pa vilken en tunn homogen
cirkelskiva med radie r och massa m ar fiastad vinkelrdatt mot axeln. Axelns dnde a&r momentfritt fastad
i en punkt O pa ett horisontellt plan, och cirkelskivan rullar utan glidning pa planet sa att precessions-
hastigheten runt vertikalen genom O &r ). Bestdm kraften pa kroppen fran infistningen i punkten O
samt kontaktkraften pa cirkelskivan i kontaktpunkten med planet (det far forutsittas att den senare
saknar horisontell komponent) till storlek och riktning!

. Ett homogent klot rullar utan glidning pa ett sluttande plan (en kil). Det sluttande planet kan i sin tur
glida friktionsfritt mot ett horisontellt underlag. Vi kan inskranka oss till att betrakta plan rorelse, for
bade klotet och kilen, i ett vertikalt plan spant av vertikalen och linjen pa kilen med brantast lutning.
Infor relevanta storheter och anvind Lagranges formalism for att berdkna klotets acceleration relativt
det fixa underlaget, samt dess vinkelacceleration. Glom inte att kontrollera rimligheten, t.ex. genom att
titta pa nagra extrema parameteruppsittningar.
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. Av symmetriskal ar huvudtroghetsaxlarna genom masscentrum parallella med ratblockets sidor. Med
avseende pa den axel som ar parallell med sidan med ldngden a ser kroppen ut som en rektangel med
sidorna b och ¢ och tathet pa. Motsvarande huvudtréoghetsmoment blir

b/2 6/2 1
dy/ dz pa(y? + 2?) = — pabe(b* + %) .
b2 J—cs2 12

De 6vriga fas genom permutation.

2

. Lutningsvinkeln « fas genom tan a = %. I exemplet &r detta ungefér 1, sa lutningen blir c:a 45°. (Det
verkar som att krokningsradien redan &ar i minsta laget for denna hastighet.) Coriolisaccelerationen vid
en relativ horisontell hastighet u #r 2wu &~ 1 m/s?, en tiondel av tyngdaccelerationen. Kanske i hogsta

laget.

Antag att hastigheten skalas upp med en faktor a och radien med en faktor b. Coriolisaccelerationen
skalas d& som a/b, medan tan a gar som a?/b. Om man accepterar hogre lutningsvinklar kan man (m.a.p.
Corioliseffekter) lata krokningsradien 6ka med samma faktor som tagets fart.

. Man kan sdtta upp pendelns rorelseekvationer antingen i ett inertialsystem, dér

r = asinwgt+ £sinf,
y = —flcosb,

eller i ett system med origo i den accelerade upphéangningspunkten, och da inkludera en fiktiv kraft (det
senare alternativet kan bli litet effektivare). Om man véljer det férra har man

i = —awsinwgt+ hcosd — 6%sind,
ij = {£0sinf+ (6% cosh.
Insdttning i m& = —Ssinf, miy = S cos§ — mg, och eliminering av snorkraften S ger ekvationen for 6:
2
0+ %sin@ = % sin wot cos B,

som for smavinklar approximeras av

. 2
0+ %9 = al&sinwot.

Denna differentialekvation har den allménna 16sningen

aw?

_ m sin wgt + A coswt + Bsinwt,

dir w = £. Notera att partikuldrlosningens amplitud ar storre ju ndrmare egenfrekvensen wp ligger.
Insdttning av begynnelsevillkoren ger

~)



Lamplig rimlighetskontroll: dimension; mycket stora och mycket sma wyq,... Om wy = w fas istéllet en
partikulérlosning — 57t coswt. Den kan forstas bara anvincas for sma tider.

. Lat plankans lingd vara ¢ och dess massa m. Plankans mittpunkt ror sig pa en cirkel med radie % med
farten %9, dér 6 ar vinkeln mot véiggen. Dess rorelseenergi ar da

1 ¢, 11 . 1 .
T — S 20)2 & = 20262 — 20262

m(29) + 212m€ 0 GmE 0
Dess potentiella energi (relativt den vid § = 0) ar V = %mgﬁ(cos 6 —1). Energiprincipen, T+ V = 0, ger
farten vid vinkeln 6,

6% = 379(1 —cosf).

For att besvara den andra fragan behéver man betrakta krafter, och ta reda pa nar den horisontella
kraften fran viiggen skulle behdva bli “negativ” (en dragkraft) for att rorelsen skall forsiggd som an-
taget. Masscentrum har en centripetalacceleration med beloppet %92 = 379(1 —cos ), och en tangentiell

acceleration %0 = % sin #. Den horisontella delen av accelerationen blir
3 3 3
—?g(l —cosf)sinf + ?g sinf cosf = ?g sinf(2cosf —1).
Plankan tappar kontakten med viaggen da cosf = %, dvs. 8 = 60°.

. Vi borjar med att bestdmma rotationsvektorn. Precessionen € dr given, vi tar den riktad uppat i figuren.
Rullvillkoret ger att den momentana rotationsaxeln gar langs planet. Spinnet v &r riktat lings kroppens
symmetriaxel, nedat at hoger i figuren i tesen, och &ar sa stor att dess vertikala komponent ar © (nedat).
Det kan vara praktiskt att inféra en vinkel «, som ar vinkeln mellan kroppens symmetriaxel och planet.
Da ér tan « = r /¢, och man har vsina = Q.

Sedan behéver man ta fram troghetsmatrisen, for att kunna bilda rorelsemangdsmomentet. Troghets-
momentet m.a.p. O runt symmetriaxeln dr Io = %mﬂ och runt vinkelrata axlar I, = imr2 + ml2.
Precessionsvektorn behover delas upp i huvudtréghetsriktningar innan delarna multipliceras med resp.
troghetsmoment. Med (-axeln riktad lings spinnvektorn far man da

LC = IC(Z/ — Qsina) = ICQ(

— —sina).
sin a
Den andra delen av € ger upphov till L¢, dér -axeln ér vinkelrdt mot (-axeln och pekar snett uppat till
hoger,

Le=1,Qcosa.

Den horisontella komponenten av L transporteras av €). Med 7 ut ur pappret:

d -
aL = —7QY(Lecosa+ Lesina) .

Detta skall astadkommas av de vridande momenten runt O. Tyngdkraften bidrager med mgf cos a7} och

kontaktkraften F' i planet med —Cfs Kaﬁ. Samlar vi ihop detta far vi ekvationen

Fe cos a
—mglcosa = I:0Q*—
cosa sin a

+ (Ie — Ic) sinacos a.

Héar kan man forstas satta in troghetsmomenten och de trigonometriska funktionerna, men det blir inte
speciellt mycket mer upplysande.



Den vertikala kraften i O skall balansera 6vriga, och ar alltsa mg — F'. Den horisontella kraften i O skall
astadkomma masscentrums centripetalacceleration, och dr m#Q? cos a.

. Infér nagra relevanta storheter: Kilens massa: M, klotets massa: m, klotets radie: r, kilens lutningsvinkel:
«. Det finns tva frihetsgrader, som kan parametriseras med z, en horisontell koordinat for kilen, och 6,
en rotationsvinkel for klotet. V&lj o positiv at det hall dar kilen &r hogre, och 0 positiv da klotet rullar
uppfor.

Nu kan vi skriva ned kinetiska och potentiella energier. Det enda som kréver eftertanke ar klotets
translationshastighet, som har en vertikal komponent 76 sin a och en horisontell komponent & + 76 cos a.
Lagrangefunktionen blir

1 1 . . 12 .
L=T-V= §M3b2 + —m |(rfsina)? + (& + rfcosa)?| + = Zmr?6? — mgrf sin o

2 25
1 . 7 .
= —(M 4+ m)i? + mrcos aif + —mr?6? — mgrsinad .
2 10
Lagranges ekvationer ar
d 0L L .
= %gix - g—x = (M +m)Z +mrcosal,
_doL OL

I Y .
= mrcosar + gmr 0 4+ mgrsina.
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Hiirur kan man 16sa for 6 och #:

i 5gsin o 1
= — = 7
1= s costa
. dgsinacosa m 1
B 7 M+ml—-3_"_cos2a’

7T M+m

Tecknen verkar bra: klotet accelererar nedat och trycker kilen at sidan. Uttrycket i nmnaren kan inte
bli noll. Férutom dimensionskontroll kan man kolla nagra extremfall. Om a = 0 hénder ingenting, som

vantat. Om M >> m blir & = 0, och § stammer med ett klot som rullar nedfor ett plan. Om o = 5 fas
inte fritt fall, utan rullning léngs en lodrat vagg, och & = 0.



