Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM521 och 520)

Tid och plats: Fredagen den 17 januari 2014 klockan
08.30-12.30.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta samt en

egenhandigt handskriven A4 med valfritt
innehall (bagge sidor).

Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter. For att bli godkand
krivs minst 8 podng pa uppgifterna 1-4 (inklusive eventuell bonuspoéng).
For de som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-4 samt 6-7 plus eventuell bonuspoang enligt foljande:
8-17 poang ger betyg 3, 18-25 poang ger betyg 4, 26+ poang ger betyg 5.

FFM520: For studenter som skriver FFM520 géller att de skriver samma
tentamen som FFMb521 med foljande tillagg: Har man inte gjort inlamnings-
uppgiften 2012 eller 2013 skall man istéllet 16sa en extra uppgift (uppgift
5, 4p). For dessa studenter ar kravet for godként 10p pa uppgifterna 1-5
inklusive eventuell bonuspoang.

Betygsgranser: 10-19 (betyg 3), 20-27 (betyg 4), 28+ (betyg 5).

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For full (4 eller 6) poédng krévs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 podngs avdrag om orimligheten pekas ut; annars fullt
poangavdrag.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, losningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géller 10sningsforslag vars presentation ar omojlig att folja.

Losningsforslag som ar ofullstandiga eller innehaller felaktigheter, men dar
en tydlig losningsstrategi har presenterats, genererar i allmanhet det lagre av
poangavdragen ovan.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. (a) Harled den naturliga vinkelfrekvensen for sma oscillationer i ver-
tikalplanet kring jamviktslaget runt punkten O foér en halv cirkel-
skiva med radie r. (2 podng)

T

(b) Punkten A i nedan avbildade system ges en konstant acceleration
a at hoger. Systemet startar fran vila med x ~ 0. Berdkna vinkel-
hastigheten w for linken AB uttryckt i « och a. (2 podng)

2. Berikna troghetsmatrisen for en homogen kon (massa m, hojd h och
basradie R) i ett valfritt orienterat kartesiskt koordinatsystem. Uppgiften
skall 16sas explicit genom att stalla upp och utfora volymsintegraler.
Enbart svar fran tabellsamling ger noll poéng. (4 podng)

3. Betrakta en homogen stang AB med massan m och lingden [ som ror
sig i ett vertikalplan. Stangens andpunkter ar forenade med sma kolvar
som glider ldngs glatta spar (se figur).

Anden B paverkas av en konstant horisontell kraft
F. Stangen ar i vila vid t = 0 med 6(t = 0) = 0. :

M F
(a) Bestdm vinkelaccelerationen som en funk-
tion av rotationsvinkeln 6. (4 podng.) I

(a) Bestdm vinkelhastigheten som en funktion 4
av rotationsvinkeln 6. (2 podng.)
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4. En ihalig cylinder med massan M; och ra-
dien Ry rullar, utan glidning, pa insidan av
en storre ihalig cylinder med massan M, och
radien R,. Antag att R; << Rs och att tjock-
lekarna pa cylinderskalen &ér forsumbart sma.
Bagge cylinderaxlarna ar horisontella och den
storre cylindern ar upphéangd sa att den kan
rotera fritt runt sin symmetriaxel S. Vad blir
frekvensen for sma sviangningar? (6 podng.)

Extrauppgift

e Studenter pa FFM521 (dvs inskrivna fr.o.m ht 2012) skall inte
gora denna uppgift.

e Studenter pa FFM520 som har gjort inlamningsuppgiften pa stel-
kroppsrorelse i rummet ar 2012 eller 2013 skall inte l6sa denna
uppgift. Men ange girna pa ett tentamensblad, med uppgiftens
nummer, vilket ar du har gjort inlamningsuppgiften.

e Studenter pa FFM520 som inte har blivit godkanda pa uppgiften
2012 eller 2013, kan gora denna uppgift som en del av den grund-
laggande delen pa tentamen.

5. Ett homogent, rektangulért block med hojden
b och langden a glider pa en horisontell yta A

med farten v; nir den traffar en liten kant Ffjﬂ‘/'/‘ P

vid punkten O (se figur). Antag att blocket L il _z '

. o e . e ¢

inte studsar mot kanten utan istillet borjar <50, o )} b
- !

rotera upp till en staende position. Vad ar den 0
minsta hastighet v; som precis later blocket
komma upp i det staende laget? (4 podng.)
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6verbetygsuppgifter

6. En homogen skiva (massa m och radie r) & monterad pa en vertikal
axel med en vinkel a mellan skivans plan och rotationsplanet (se figur).

(a) Ge ett uttryck for skivans rorelsemangdsmoment m.a.p. punkten
O. (4p)

(b) Berdkna vinkeln mellan den vertikala axeln och rérelsemangds-
momentsvektorn da o = 45°. (2p)

7. Betrakta tva partiklar (med massor m; och msy) som véxelverkar via
en central kraft (dvs en potential V' (r), dar r ar det relativa avstandet
mellan partiklarna). Teckna Lagrangianen i masscentrumssystemet och
visa med Lagranges ekvationer att bade systemets totala energi samt
rorelseméngdsmoment m.a.p. masscentrum &r rorelsekonstanter. (6

podng.)
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Tid och plats: Fredagen den 17 januari 2014 klockan

08.30-12.30.

Losningsskiss: Christian Forssén

Obligatorisk del

1. Endast kortfattade 16sningar redovisas. Se avsnitt 8/4, respektive 5/3
i kursboken.

(a)

For att kunna stélla upp vridmomentsekvationen behévs avstandet
till halvskivans masscentrum (som blir 7 = 4r/37) samt dess
troghetsmoment runt O (Ip = mr?/2). Den eftersokta naturliga

vinkelfrekvensen fas genom att teckna rorelseekvationen for sma
vinklar. Svaret blir: w,, = 1/8¢/37r, som har riatt dimension.

Utnyttja det geometriska sambandet = = 2bcos @, dar 6 ar vinkeln
mellan AC och BC'. Derivera m.a.p. tid

i = —2bfsin 6.

Notera att den sokta vinkelhastigheten ar w = 0, medan hastigheten
v=a. Vifar w = —v/(2bsin ). Hér ar det lampligt att rita en
figur for att visa pa positiv riktning,.

Utnyttja sedan att a ar konstant och det resulterande sambandet
% = 2ax.

I slututtrycket vill vi inte anvanda variabeln 6 utan enbart x
som givet i uppgiftsformuleringen. Vi utnyttjar darfor att sinf =

V1 —cos?l = /1 — x2/4b>. Svaret blir

2ax
Ww=4]/——
42 — 22’

med ratt dimension.

2. Vi valjer att teckna troghetsmatrisen i ett kartesiskt koordinatsystem
med origo i mitten av basen, och z-axeln lings symmetriaxeln (dvs
0 < z < h). Eftersom konen dr homogen blir densiteten

m

0= B3
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Vi kan skriva masselementet dm = p(x,y, z)dxdydz och far troghetsmatrisen
ur foljande volymsintegral(er)

Y+ z —xyY —Tz
I= / plr,y,2) | —wy 22422 —yz | dxdydz
1%

—xz —yz 2?42
(R(h—2)/h)2—y? v+ 22—y —az
/ / / —ry 2?42 —yz
z=0 Jy=—R(h—2)/h (R(h—z)/h)2—y? —xz —yz 372+y2
mh? + 3mR? 0 0
mh? 3mR?
0 T T T 0 )
0 0 3mR

10

Vi kan notera att troghetsmatrisen ar diagonal och att dessa koordi-
nataxlar alltsa ar huvudtroghetsaxlar. Deviationsmomentet kan visas
vara lika med noll genom symmetriargument. Notera symmetrin i bade
x och y koordinaterna. Det ar ocksa uppenbart att troghetsmomenten
maste vara lika runt z- och y-axlarna. Detta lamnar enbart tva ma-
triselement att rakna ut explicit: I, = I, och I... Se integral och
svar ovan.

3. Losningsstrategi:

()

(b)

(c)
(d)

Borja med kinematiken och teckna ett uttryck for stangens mass-
centrums acceleration uttryckt i vinkeln 0, vinkelhastigheten w =
0 samt vinkelacceleration .

Teckna sedan vridmomentekvationen. Valjer man att gora detta
m.a.p. masscentrum maste man dven teckna kraftekvationer for
att fa de okanda normalkrafterna i A och B. Enklare blir det om
man valjer nagon av punkterna som genomkorsas av dessa krafters
verkningslinjer.

Vinkelaccelerationen blir 8 = 3E cos ) — 39 sin 6.

l
Vinkelhastigheten fas genom att integrera detta uttryck. Anvéind

sambandet ¢ = wdw/df, samt ett begynnelsevillkor. Detta ger
0% = L sin 6 + 22 (cos § — 1).

4. Losningsstrategi:

(a)

Teckna rorelseekvationer for det tva cylindrarna. Vi kommer att
ha tva rorelsevariabler (tva rotationsvinklar) samt en okénd frik-
tionskraft. Foljdaktligen behovs tre ekvationer.
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(b) Den mindre cylinderns position relativt vertikalaxeln kan beskri-
vas med en tredje vinkel . Da vi har rullning utan glidning borde
denna vinkel bero pa cylindrarnas rotationsvinklar.

(c) Utnyttja siné ~ 6 f6r sma vinklar for att 16sa roresleekvationen
for 6.

Troghetsmomenten for de tva cylindrarna ar I, = M;R?, i =1,2.Vi
infor den okédnda friktionskraften F' som verkar i kontaktpunkten mel-
lan de tva cylindrarna. Vinklarna 6; och 0y beskriver de tva cylindrar-
nas rotation (moturs positivt) med 6; = 6 = 0 da den mindre cylindern
befinner sig langst ner i den storre cylindern. Vridmomentsekvation-
erna blir

FR, = M, R%0,, (1)
—FRy = MyR26,. (2)
Vi introducerar ocksa vinkeln 6 som beskriver den mindre cylinderns

position relativt vertikalaxeln (en figur vore bra). Vi kan da teckna
kraftekvationen for den mindre cylindern

F — Mygsinf = M, R»0 (3)
Utan glidning, och med R; < Ry, fas villkoret
Rze ~ R202 — Rlel. (4)

Med vara tre rorelseekvationer och ett geometrisk samband kan vi
teckna en rorelseekvation for # med enbart kdnda storheter. Vi ut-
nyttjar ocksa att sinf ~ 6

1\, M
<M1+ﬁ>6+ Yoo

it 5 Ry

Den sokta frekvensen blir darfor

W= i Ml + MQ
VRV My 20,
Notera t.ex. specialfallet da My < M;: Friktionskraften blir forsumbar
och vi har bara en normalkraft. Den mindre cylindern beter sig som

en pendel med langden Ry och frekvensen blir mycket riktigt /g/Rs.
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Extrauppgift

5. Losningsstrategi:

(a) Vi inser att rorelseméngdsmomentet Lo runt punkten O kommer
att konserveras genom stoten. Sedan kommer denna att minska
pga vridmomentet fran tyngdkraften. Da kan vi anvénda arbete-
energi-principen for att finna den eftersokta minsta farten.

(b) Fére stoten ges Lo av masscentrums hastighet v; samt momen-
tarmen b/2: Lo = muvib/2.

(c) Efter stoten har blocket rotationshastigheten v/7, ddr v r mass-
centrums hastighet direkt efter stéten (tangentiellt mot rotatio-
nen) och 7 = (b?/4 + ¢?/4). Notera att vi kan forsumma studsen.
Detta ger Lo = % (b* + ¢*) w, dér vi anvént Steiners sats for att
rakna ut troghetsmomentet Io.

(d) Rotationshastigheten w = 2(1?21)—41:();2) riacker for att lyfta blocket om

rotationsenergin precis matchar 6kningen i potentiell energi. Staller
vi upp uttrycken for dessa tva energier far vi slutligen villkoret

v1:2\/g <1+g—z) (Ve -b)

(")verbetygsuppgifter

6. Enbart svar:
(a) Lo = mTrQw [—sina cos ad + (sin® a + 2 cos? ) 2]

(b) B = arccos (EO : 2/LO) vilket ger 3 = arccos(3/v/10) =~ 18° for
o = 45°.
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7. Med en kraft som alltid ar riktad langs med separationsvektorn mellan
de tva partiklarna kommer dessa att rora sig ett plan. Med polara
koordinater i detta plan galler foljande for masscentrumssystemet

m1771+m2772=0,

dvs mirm] = —me7y eller myr; = mory f0r storlekarna. Den kinetiska
energin blir
2
m m
T: LI IT AT R IT S 2(7" 7’02)

dar g = mymy/(my + my) ar den reducerade massan. Den potentiella
energin beror pa avstandet r = 1| + ry = mory/p. Med 6 och 5 som
generella koordinater far vi Lagrangianen

2

ms
L=T-V = b (7“2 +7’%02> V (mars/p) . (5)

Konserverade storheter ges av rérelsekonstanter. Da Lagrangianen sak-
nar 6-beroende ger den ena av Lagranges ekvationer direkt att

OL m27“20
00 n
Nu géller det bara att identifiera J. Systemets totala rorelsemangds-

moment runt masscentrum ar moraf 4+ myr20 = m3r3f/p = J. Alltsa
ar rorelsemangdsmomentet konserverat.

= konstant = J.

For att finna en annan rorelsekonstant tecknar vi
dL OLdg; ~OL .\ 0L dg; d (OL d oL
it Zj: (aqj a t aqjqf) - Z]: {aq'j at T at\ag, )| T @ 2eag

dar vi har utnyttjat Lagranges ekvationer samt att L ej beror pé t
explicit. Rorelsekonstanten blir darmed

oL
—¢; — L = konstant
Z 55,9

I vart fall finner vi att summan i vansterledet blir

mars N mar3 6’2
p M

dvs med L = T — V ser vi att var rorelsekonstant ar 7'+ V = F =
konstant.

= 2T,
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