Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM521 och 520)

Tid och plats: Tisdagen den 27 augusti 2013 klockan
14.00-18.00.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Obligatorisk del

1. Losningsskiss

e Anvénd arbete-energi principen.

e For rotationsrorelse runt en fix punkt kan vi anvanda att T =
Iow2 / 2.

e Det blir da uppenbart att maximal rotationshastighet fas nar den
potentiella energin ar som minst, dvs nar skivans masscentrum
befinner sig rakt nedanfor O.

e Den enda svarigheten blir da att rdkna ut Ip (anvénd Steiners
sats), samt hojdskillnaden h mellan start- och slutldgen. Vi finner

att \/_
5 5—1
Ip = —mb®, h=
0= 3m 2

e Insattning i V) + 17 = Vi, + T5 ger slutligen

)

vilket latt kontrolleras for ratt dimension.

b.

2. Ratt svarsalternativ:
(a)
(b)
(¢)
(d)
(e)
(f)
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3. Losningsskiss
e Rorelseekvationen for sma svangningar i detta fall ar

- mgd
0+ ——0=
+ 7 0,

dar [ ar det relevanta troghetsmomentet for den aktuella rota-
tionsaxeln och d ar avstandet till masscentrum. Vi ser alltsa att

woxl/ VI
e Avstandet d = r i bagge fall.

e For att finna troghetsmomenten ar det enklast att anvanda Stein-
ers sats

Iaa =mr*/2 +mr? = 3mr?/2,

Ig_g =mr* +mr? = 2mr2.

e Slutligen far vi alltsa att

WAaA—A 4

WB—-B 3

Vi noterar ocksa att en dimensionsanalys enkelt ger att vart slu-
tuttryck ej kan bero pa nagra av systemparametrarna: m, r, g,
och att en numeriska kvot alltsa var forvantad.

4. Kroppen A befinner sig pa jordytan (vid latitud ¢, se figur).

A
({

Den upplever en gravitationskraft som verkar rakt mot jordens mass-
centrum. Vi kan friligga kroppen A, och har alltsa bara en verklig
kraft
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Vi tecknar Newton II: mgy = mad,, dar da alltsa ar A:s absoluta ac-
celeration. Notera att @4 = gy alltsa ar den acceleration som vi skulle
uppmata i ett icke-roterande koordinatsystem.

Lat oss istéllet betrakta kroppen A pa ett roterande jordklot (vinkel-
hastigheten € pekar norrut). Vihar fortfarande samma rorelseekvation:
mgo = mad,. Men vi kommer att observera en rorelse relativt jordytan,
dvs en acceleration d,. relativt ett roterande koordinatsystem. Den
absoluta accelerationen kan relateras till denna via féljande samband

6A:d’3+&xﬁ+2§xﬁrel+ﬁx(ﬁxI3L)+d}el.

Med jordens mittpunkt B som origo i ett inertialsystem, och ¢, = 0,
a = 0 far vi alltsa fran rorelseekvationen att

mﬁozm[ﬁrel—i—ﬁx(ﬁxﬁ) ,

vilket ger den observerade accelerationen

Fo)]

a‘m:g*o—ﬁx( x}?)

g

Vi noterar att ‘ﬁ x (§ x é)) = O?Rsin(n/2 — ¢) = Q?Rcos ¢, och
illustrerar de relevanta vektorerna och vinklarna med en figur

Vi kan anvénda cosinussatsen for att relatera langden pa vektorerna

g° = gt + (P Rcos ¢)? — 2g0(Q2R cos ¢) cos ¢.
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Vi introducerar nu z = Q?R/ gy, och noterar att * < 1 (med numeriska
véarden: x ~ 0.0005). Vi finner darfor att

[\

=1-2vcos’¢p+0(z%) = giz 1 —zcos® ¢+ O(x?).
0

SHA

I uppgiften eftersoktes g — gy ~ —gox cos? ¢.

(b)-uppgiften gick ut pa att finna den maximala vinkeln mellan vek-
torerna ¢ och gp. Vi noterar fran figuren ovan att vinkeln € blir som
storst nér a. | = (Q*Rcos @) sin ¢ = Q?Rsin(2¢)/2 ar maximal. Detta
intraffar uppenbarligen nér ¢ = 45° (vilket kédnns logiskt).

Med g =~ go(1 — z cos? ¢) far vi

Q’Rsin(20)/2  wxsin(2¢)
go(1 —zcos?2p)  2(1 —xcos? )

0 ~ sinf ~

Vid latituden 45° blir detta 0yax ~ /2 + O(2?) (= 0.015°).

Extrauppgift

5. (Enbart ledningar och svar)

Vi kan antingen teckna tva rorelseekvationer (N-II for translationsrorelse
samt vridmomentsekvation), eliminera den okénda friktionskraften fran

dessa, och integrera fran start till tiden da bollen har slutat att glida.

Notera att friktionskraften inte &r given (Fy < uN).

Alternativt kan man anvénda sig av konservering av rérelseméangdsmoment
m.a.p. en punkt pa marken.

I bagge fall far vi svaret
Vo

vp = ——,
7155
dar g = 2/5 for ett homogent klot. Notera att friktionskraften utrattar

ett negativt arbete och att den totala energin kommer at minska.
Eftersom bollen rullar utan att glida géller att w; = vy/R och vi
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forandringen i kinetisk energi fas enkelt som

R R O SRR L A W S S S
AT—2mv0 (2m0f+2]wf>—2mv0 1 1597 (1+57
—lmvz—ﬂ
20 (1+8)

Vi kan notera att méngden kinetisk energi som férloras beror pa stor-
leken pa troghetsmomentet I = SmR2. Desto storre 3 dr, ju mer energi
forloras.

Overbetygsuppgifter

6. Losningsstrategi

e Teckna skivans rotationsvektor samt troghetsmatris i ett kropps-
fixt koordinatsystem

e Teckna ett samband mellan dessa kroppsfixa axlar och det rums-
fixa koordinatsystemet zyz.

~

e Den sokta vinkeln fas genom skalarprodukten cos 8 = - 2.

h|1
Q0

(a) Rorelsemangdsmomenten uttryckt i det rumsfixa koordinatsystemet
- 1
Lo = ZmTQw [(—sinacosa)z + (sin® o + 2 cos® a) 2]

(b) Vinkeln § = arccos (%) ~ 18°.

7. (Enbart svar)

Fo=F, F,=F, F. =1FI,

dvs dessa tre motsvarar de kartesiska kraftkomponenterna. Vidare har
vi

Fy =1 (F,cosfcosp+ F,cosfsingp — F,sinf),

dvs ¢-komponenten av vridmomentet m.a.p. masscentrum, dar ¢-riktningen

ar vinkelrdt mot vertikalen (z) samt mot stavens riktning. Slutligen har
Vi

Fy=1sinf (—F,sin¢ + F,cos ¢),
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dér detta motsvarar den vertikala (z) komponenten av vridmomentet
m.a.p. masscentrum.
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Tid och plats: Tisdagen den 27 augusti 2013 klockan
14.00-18.00.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta samt en

egenhandigt handskriven A4 med valfritt
innehall (bagge sidor).

Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter. For att bli godkand
krivs minst 8 podng pa uppgifterna 1-4 (inklusive eventuell bonuspoéng).
For de som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-4 samt 6-7 plus eventuell bonuspoang enligt foljande:
8-17 poang ger betyg 3, 18-25 poang ger betyg 4, 26+ poang ger betyg 5.

FFM520: For studenter som skriver FFM520 géller att de skriver samma
tentamen som FFMb521 med foljande tillagg: Har man inte gjort inlamnings-
uppgiften 2012 eller 2013 skall man istéllet 16sa en extra uppgift (uppgift
5, 4p). For dessa studenter ar kravet for godként 10p pa uppgifterna 1-5
inklusive eventuell bonuspoang.

Betygsgranser: 10-19 (betyg 3), 20-27 (betyg 4), 28+ (betyg 5).

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For full (4 eller 6) poédng krévs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 podngs avdrag om orimligheten pekas ut; annars fullt
poangavdrag.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, losningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géller 10sningsforslag vars presentation ar omojlig att folja.

Losningsforslag som ar ofullstandiga eller innehaller felaktigheter, men dar
en tydlig losningsstrategi har presenterats, genererar i allmanhet det lagre av
poangavdragen ovan.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. En homogen, rektangular platta med massa m slapps fran vila i det
illustrerade laget. Bestdam den maximala vinkelhastigheten som plattan
har under den efterféljande rorelsen. Forsumma friktion i leden. (4

podng)

2b

2. Besvara foljande flervalsfragor. Svaren behoéver ej motiveras. Ett poang
for varje ratt svar utover tva. Dvs: 0-2 ratt = Op, 3 ratt = 1p, 4 ratt

= 2p, osv. (4 poing)

(a) Hur manga frihetsgrader har en stel kropp som kan réra sig i planet
och vars masscentrum ar tvingat att rora sig langs en cirkulér
bana?

1: 1 X:2 2: 3
(b) En partikel ror sig med konstant hastighet i ett plan. Partikelns
ldge beskrivs med poldra koordinater (7, ¢). Vid ett visst 6gonblick

ar r = 4.00 m, 7 = 4.00 m/s, p =0, ¢ = 0.750 rad/s. Hur stor ar
partikelns fart?

1: 4.75 m/s X:5.0m/s 2: 7.0 m/s

(c¢) En bil med massan 1.0 ton kor rakt norrut med farten 100 km/h
pa 30° sydlig bredd. At vilket hall &r corioliskraften riktad?

1: vasterut X: Osterut 2: ingenstans, den
ar noll

(d) Ett hjul som rullar utan att glida pa ett plant underlag paverkas
i allmanhet av

1: en friktionskraft, X: ingen friktions- 2: en friktionskraft,
som dock inte utfor kraft. som utfor ett nega-
nagot arbete. tivt arbete.
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(e) Betrakta ett roterande koordinatsystem &n¢ (hogersystem) som
roterar med vinkelhastigheten 2 = (2(. Vad blir tidsderivatan av
enhetsvektorn i &-riktningen?

1:5295 X:é:Qﬁ 2:520
(f) Resonansfrekvensen for en driven svingningsrorelse med svag ddmpning
ar
1: storre X: lika stor 2: mindre

an resonansfrekvensen for motsvarande system utan dampning.

3. En cirkular ring med massa m och radie r ar upphangd sa att den kan
rotera helt fritt kring punkten O. Foérsumma storlek, massa och friktion
hos denna infastning. Betrakta sma svangningar runt axeln A — A,
respektive runt axeln B— B. Vad blir kvoten mellan vinkelfrekvenserna
for dessa tva svangningsrorelser? (6 podng.)

4. Tyngdaccelerationen som uppmats i ett jordfixt koordinatsystem beteck-
nas med g. Pga jordens rotation skiljer sig g fran den verkliga gravita-
tionsaccelerationen gy som hade uppmaétts om jorden inte hade roterat.
Antag (nagot forenklat och felaktigt) att jorden ar ett perfekt klot och
rakna ut

(a) Skillnaden i storlek g — go som en funktion av latituden ¢;

(b) Den maximala vinkeln mellan g och gy samt vid vilken latitud
denna intraffar.

(6 podng.)
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Extrauppgift

e Studenter pa FFM521 (dvs inskrivna fr.o.m ht 2012) skall inte
gora denna uppgift.

e Studenter pa FFM520 som har gjort inlamningsuppgiften pa stel-
kroppsrorelse i rummet ar 2012 eller 2013 skall inte losa denna
uppgift. Men ange garna pa ett tentamensblad, med uppgiftens
nummer, vilket ar du har gjort inlamningsuppgiften.

e Studenter pa FFM520 som inte har blivit godkédnda pa uppgiften
2012 eller 2013, kan gora denna uppgift som en del av den grund-
laggande delen pa tentamen.

5. Betrakta en boll med radie R och massa m som glider (helt utan att
rulla) med farten vy pa en horisontell yta. Bollen har tréghetsmomentet
SmR? runt en axel genom masscentrum (8 < 1). Friktionen gor att
bollen borjar rulla. Harled bollens fart i det lage da den rullar utan att
glida. Harled ocksa hur mycket kinetisk energi den har forlorat fram
till det laget. (4 podng.)
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6verbetygsuppgifter

6. En homogen skiva (massa m och radie r) & monterad pa en vertikal
axel med en vinkel a mellan skivans plan och rotationsplanet (se figur).

(a) Ge ett uttryck for skivans rorelsemangdsmoment m.a.p. punkten

O. (4p)

(b) Berdkna vinkeln mellan den vertikala axeln och rérelsemangds-
momentsvektorn da o = 45°. (2p)

(6 poding.)

7. En tunn stav med langden 2/ ror sig i rummet. Vi valjer fem gen-
eraliserade koordinater enligt foljande: kartesiska koordinater (z,y, 2)
for masscentrums lage samt sfiriska vinkelkoordinater (6, ¢) for stavens
riktning. Detta betyder alltsa att stavens ena dnde har de sfariska ko-
ordinaterna (I, 0, ¢) relativt masscentrum.

En kraft F' = F,& + F,y + F.z verkar pa just denna &nde. Hérled
ett uttryck for denna krafts generaliserade kraftkomponenter och tolka
dessa i termer av krafter och vridmoment. (6 podng.)
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