Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Onsdagen den 13 januari 2010 klockan
08.30-12.30 i V.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-

godkand miniraknare samt en egenhandigt
skriven A4 med valfritt innehall.
Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande larare: Christian Forssén, 031-772 3261.

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter och varje uppgift kan ge
maximalt 6 podng (om ej annat anges). For att bli godkéand kravs minst 12
poang pa uppgifterna 1-4.

For dem som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av podngsumman
fran uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoéng enligt foljande grénser:
12-23 poang ger betyg 3, 24-29 poang ger betyg 4, 304+ poang ger betyg 5.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i fore-
kommande fall) , inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna
forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar
skall, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt!

Vid tentamensrattning galler foljande allmanna principer:

e For full (6) podng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 podngs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poangs avdrag.

e Allvarliga principiella fel ger 5-6 poangs avdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, losningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géller 10sningsforslag vars presentation ar omojlig att folja.
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Obligatorisk del

1. (6 podng. 2 podng for varje rdtt svar. Endast svar skall ges. )

(a) Lokalisera masscentrum for ett tunt, homogent skal i form av en
rak pyramid med kvadratisk bas (sidléngd a) och héjd h. Det pyra-
midformade skalet har ingen basplatta och dess totala massa ar M.
(b) Finn tréghetsmomentet (runt axel genom centrum, vinkelrdt mot
planet) for en reguldr “N-gon” (se figur) med massa M och radie R.
(Figuren visar en hexagon, N = 6, men vi eftersoker ett svar for allmént
N.)

(¢) Hjulet i figuren nedan rullar utan glidning och masscentrum O
ror sig med farten vy rakt at hoger. Ge ett uttryck for punkten A:s
hastighet relativt punkten P (momentan kontaktpunkt med marken).
Bégge punkterna ar fixa i hjulet.

2. Tva identiska stavar med langd [ ar ihopsvetsade i en rat vinkel enligt
figur. Den totala massan for de tva stavarna ar m och arrangemanget
kan svanga fritt kring en horisontell axel genom punkten O. Blocket
B drivs av en extern kraft. Bestam den kritiska svangningsfrekvens w.,.
som resulterar i en kraftig oscillation for stavarrangemanget.
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3. Ett homogent klot med radie R rullar (utan glidning) med farten ;.
Klotet traffar rakt pa ett vertikalt trappsteg, med héjden h, och rullar
upp Over det. Antag att den punkt pa klotet som traffar 6verkanten
av trappsteget ocksa sitter fast dér under en kort stund (fram till
att klotets masscentrum befinner sig rakt ovanfor trappstegskanten).
Harled ett uttryck for den minsta hastighet som klotet maste ha for
att komma Over trappsteget.

4. En s.k. Foucaults pendel ar egentligen bara en lang pendel med en tung
vikt langst ner, vars svangningsrorelse inte ar begransad till ett enda
plan. Rorelsemonstret for en sadan pendel sedd fran en observator pa
jordytan visar pa ett elegant sett att jordklotet roterar.

(a) Beskriv kvalitativt hur denna rorelse ser ut. Rita figur och specifi-
cera relevanta rotationsriktningar. (2 podng)

(b) Beskriv rorelsen kvantitativt. Ge ett explicit uttryck for rotations-
hastigheten som en funktion av latitud och jordens rotationshastighet.

(4 podng)
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Overbetygsuppgifter

5. Ett mynt med radie r utfor en rullande rorelse enligt figur (ingen glid-
ning). Myntets kontaktpunkt med marken ritar ut en cirkel med radie
R och myntet lutar en vinkel 6 relativt horisontalaxeln. Vad ar vinkel-
frekvensen for kontaktpunktens cirkelrorelse? Visa samtidigt att en
sadan rorelse enbart dr méjlig da R > (5/6)r cos 6.

6. En kula glider utan friktion langs ett masslost snore. Snorets andar
ar fésta i punkterna (x,y) = (0,0) samt (x,y) = (a,0) och snorets
lingd &r v/2a. Gravitationskraften verkar i negativ y-led. Finn kulans
stabila jamviktslage och frekvensen for sma oscillationer kring detta
jamviktslage.

Lycka till!
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Tid och plats: Onsdagen den 13 januari 2010 klockan
08.30-12.30 1 V.
Losningsskiss:  Christian Forssén.

Obligatorisk del

1. Rétt svar pa de tre deluppgifterna
(a) Masscentrum ligger 2h/3 rakt under pyramidens topp.

(b) I = M;QQ (1—2sin® T).

(c) Tayp = Vol + o], dir i pekar horisontellt at hdger och j vertikalt
rakt upp.

2. e Vilj en fix punkt (leden O) och berdkna tréghetsmoment och
rorelsemangdsmoment runt en axel genom densamma.
Troghetsmomentet fas tex genom att dela in den stela kroppen
i tre st stavar (tva med ldngd [/2 och massa m/4 samt en med
langd [ och massa m/2) vars &ndar mots i punkten O.

1m 1m (1\> 5
To=-2p 4o (1) = 2,
°o=33" * 34(2) "

Rorelsemangdsmomentet map O blir helt enkelt Lo = Iof, med
f definierad enligt figur.

k% sin 6 @)

mg/2

e Vi kan skriva vridmomentsekvationen map den fixa punkten O

> Mo = Iob,
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dar positiv rotationsriktning ar moturs. Frilaggningsdiagrammet
ovan ger det resulterande vridmomentet
[ [ l [ mg l
Mo = —k=sinfl—cosf — k | —sinf — —cosf) — ——sind
o 5 sind; cos (2 sin SL’B> 5 €O 5 5 S0
e Rorelseekvationen som kommer fran vridmomentsekvationen lin-
eariseras for sma svangningar cosf = 1, sinf = 0. Efter viss
forenklingar och insattning av den drivande rorelsen xp = bsin wt
fas 6 |2k 12 kb
. g .
0+-|—+=|0=——sinwt
T3 {m - 11 5 ml
e Detta ar ett exempel pa en tvingad, odampad svingingsrorelse.
Resonans fas helt enkelt da den naturliga frekvensen &r lika med
den drivande frekvensen

6 (2 g
Wresonans — g (E + 7) .

3. Strategi:

(a) Utnyttja det faktum att klotets rorelseméngdsmoment map &ver-
kanten pa trappsteget (vi kallar kontaktpunkten for P) dr bevarat
genom kollisionen. Detta galler eftersom alla krafter som verkar
vid punkten P kommer att utova noll vridmoment map P!.

(b) Genom att utnyttja foregaende faktum kommer vi att kunna ut-
trycka kinetiska energin direkt efter kollisionen (notera att detta
ar en inelastisk kollision och att den totala mekaniska energin inte
dr bevarad).

(c) Villkoret for att klotet skall komma upp for trappsteget ar att
denna kinetiska energi ar storre an mgh.

Vi foljer denna strategi

(a) Vi delar upp rorelseméngdsmomentet map P i en del relativt
masscentrum och en del fran masscentrums rorelse. Vi utnytt-
jat ocksa villkoret att klotet rullar vilket ger wR = Vj och far
darmed

2 R
Lp= ng% +mVo(R — h) = mV, (? - h) :

Wridmomentet fran tyngdkraften kommer visserligen att #indra Lp, men forst efter
kollisionen.
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(b) Vi infér rotationshastigheten ' for att beskriva hur fort klotet
vrider runt punkten P efter kollisionen. Parallellaxelteoremet
sager att troghetsmomentet map en axel genom P ar

Ip = (2/5)mR* + mR?,

och darmed L', = ngQw’ . Bevarande av Lp ger da
R 7 Vo 5h
_ h = — 2. / = — 1 e — .
mVy ( 5 ) 5mR w = w 7 ( 7 R)

Energin direkt efter kollisionen &r alltsa

17 7 5h\ 2
T/:__ 2 /2:_ 2 1__ )
o5 W = gm Y ( 73)

(c¢) Klotet kommer upp da 7" > mgh vilket ger villkoret

—1
o [T (12
7 R

4. (a) Det tvadimensionella plan i vilken pendelrorelsen dger rum kommer
sakta att precessera pga jordens rotation. Denna precessionsrorelse ar
enkel att forestalla sig om vi tanker oss pendeln upphangd ovanfor nord-
polen. En extern observator, som befinner sig svavande ovanfor jorden
och ser jordens rotation fran ovan, kommer att se pendelplanet vara fixt
(relativt stjarnor pa himlen). En observator nere pa jordytan kommer
alltsa att uppleva att pendelplanet sakta roterar medurs sett ovanifran.
Det tar ett dygn for rorelseplanet att svianga runt ett helt varv. Denna
rotationshastighet kommer att minska om vi flyttar pendeln soderut
for att byta riktning nér vi kommer 6ver pa sodra halvklotet.

(b) Vi betraktar nu en Foucaults pendel som befinner sig vid nagon viss
breddgrad som specificeras med den polara vinkeln 6. For att studera
detta kvantitativt gor vi vissa forenklande antaganden. (1) Vi kan be-
trakta pendelns rorelse som horisontell, dvs parallell med jordytan. (2)
Corioliskraften —2ma x ¢ kommer att peka i nagon komplicerad rikt-
ning men vi bryr oss enbart om den horisontella komponenten. Den ver-
tikala komponenten bidrar till att modifera tyngdaccelerationen, vilken
i sin tur bestammer pendelrorelsens periodtid 7 = 27 \/7 , men denna
paverkan &r liten i sammanhanget.

Vi kan infora ett jordfixt koordinatsystem (enligt figur nedan) och dela
upp rotationsvektorn

W& = w(cosbz + sin 0y)
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Losning 1 (resonerande): Den horisontella komponenten av Coriolis-
kraften (som ansvarar for pendelplanets precession) har storleken

F! (t) = 2mw(cos f)v(t),

cor

och &r vinkelrdat mot (¢). Fran pendelns synvinkel skulle detta motsvara
en situation i vilken den befinner sig pa nordpolen hos en planet som vi
kan kalla Terra Costethica med rotationshastighet wcosf. Som vi ar-
gumenterade ovan blir pendelplanets precessionshastighet da lika med
wr = wcosf riktad medurs (notera att cos@ byter tecken for 6 < 0).

Losning 2 (i pendelplanet): Vi tédnker oss att vi befinner oss i pendelns
rorelseplan, och alltsa roterar med i detta plans precession. Vi vill finna
hur detta plan roterar relativt det jordfixa koordinatsystemet (Z, g, 2)
som vi inforde ovan.

I detta plan paverkas pendeln enbart av krafter (verkliga och fiktiva)
som ligger i planet, ty annars hade den rort sig ut ur planet. Detta
skulle strida mot var definition av detta plan som ju foljer med i
rorelsen.

Vart jordfixa koordinatsystem roterar med & = w (cos 02 + sin 0y) rela-
tivt ett inertialsystem. Vart pendelplan roterar med &r = wpZ relativt
det jordfixa systemet. Detta betyder att rotationen relativt inertialsys-
temet beskrivs av rotationsvektorn

0+ dp = (wcos 4+ wp) 2+ wsin Oy.

For att hitta den horisontella komponenten av Corioliskraften bryr vi
oss enbart om Z-delen av denna rotationsvektor. Vi finner alltsa att

F! (t) = 2m (wcos @ + wr) v(t). For att denna verkligen skall vara noll

maste vi ha wp = —w cosf och darmed
Wp = —wcosfz.

Notera hur denna vektor byter riktning vid 6 = /2.
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(")verbetygsuppgifter

5. Vi infor ett kroppsfixt koordinatsystem med origo i myntets masscen-
trum (se figur). Riktningen 2; pekar in i pappret.

Vi kan betrakta rorelsen i ett koordinatsystem med origo i masscen-
trum och som roterar kring en fix, vertikal Z-axel med den eftersokta
frekvensen €). I detta koordinatsystem ar myntets masscentrum fixt
medan myntet spinner kring sin (negativa) 3 axel med frekvensen w’.
Eftersom myntet rullar galler att w'r = QR. Myntets rotationsvektor
kan alltsa skrivas

. R
O =07 —wis=Qsinbliy —Q (— — cos@) T3.
r
Huvudtroghetsmomenten &r Iy = mr?/2 och Iy = mr?/4 och rorelse-
mangdsmomentet map cirkelns mittpunkt blir L = lLwsZs + I3wsZ3.
Enbart den horisontella komponenten av denna kommer att ha ett
tidsberoende: L, = (lowscosf — [zwssinf)é,, dar vektorn é; pekar
horisontellt in mot cirkelrorelsens mittaxel.
Vi far nu rorelseekvationen fran
~ dL 1
M = i QL2 =...= —ZmrQQ sinf (2R — r cos ) 2.

Vridmomentet, map masscentrum, uppkommer pga krafterna som verkar
genom kontaktpunkten. Dessa bestar av en vertikal komponent, mgZ,
samt en horisontell friktionskraft. Den sistndmnda maste vara F| =
m (R — rcos ) Q%¢ , eftersom masscentrum ror sig i en cirkelbana med
radie R — rcos@. Slutligen fas vridmomentet

M=— [mgr cos§ — m(R — r cos §)Qr sin 6] 2.
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Rorelseekvationen ovan ger slutligen sambandet

0? = g
SRtan6 — 2rsinf’
vilket ger den eftersokta frekvensen.
Vi far enbart fysikaliska losningar da hogerledet ar positivt, vilket ger
villkoret R < %r cosf.

Specialfall: § — 7/2 ger Q — 0, vilket &r rimligt.

0 — 0 ger £ — oo, vilket ocksa ar rimligt.

Notera att da R — %7’ cosf sa gar frekvensen €2 — oo. Detta betyder
ocksa att friktionskraften blir stor vilket i praktiken betyder att frik-
tionskoefficienten maste vara motsvarande hog. Sa smaningom borjar

antagligen myntet att glida.

6. Strategi:
e Finn antalet frihetsgrader och vilj lamplig(a) generaliserade ko-
ordinater.
e Bilda Lagrangianen och stéll upp Lagranges ekvationer.
e Finn jamviktslage genom att hitta extrempunkter.

e Linearisera rorelseekvationerna och identifiera en svangningsrorelse.

Vid varje 6gonblick ser linan ut som en triangel sammansatt av tva
ratvinkliga trianglar (se figur). Massans lage uppfyller villkoret

VPP + =P 7 = Vaa.

Vi kan jamfoéra detta villkor med definitionen av en ellips och inser
att massan ror sig pa en sadan med centrum i (a/2,0), storaxel v/2a,
lillaxel a/2 [= max(|y])].

Detta innebar att vi enbart har en frihetsgrad. Vi kan parametrisera
rorelsen langs ellipsen med en variabel 7 enligt

a a
rT=—+4+ ——=COoST

2 V2

yZO—%SiHT.
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Givetvis véljer vi 7 som var generaliserade koordinat och bildar La-
grangianen

V =mgy = —mg% sinT

SO (R

2 1
L=T-V= % <sin2 T2 + 3 cos? 77"2> + mgg sin 7.

T =

N | —

Jamvikt da 9 = 0 = 7 = 90°,270°.

Stabil jamvikt da 2% > 0 = 7 = 90°, dvs da (2,y) = (a/2, —a/2)
(foga forvanande).

Vi kan teckna Lagranges ekvationer %g—? — g—f = 0, och sedan linearisera
for sma rorelser fran jamviktslaget. Vi infor 7 = 90° + 1 och betraktar
sma 1,

COST =~ —1), sintT ~ 1.

Detta ger sa smaningom rorelseekvationen

ma2._jL a 0
— 4+ mg—n =
9 n 9277 )

fran vilken vi finner svingningsfrekvensen w = /g/a.
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