
Tentamen – Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Onsdagen den 13 januari 2010 klockan
08.30-12.30 i V.

Hjälpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-
godkänd miniräknare samt en egenhändigt
skriven A4 med valfritt inneh̊all.

Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande lärare: Christian Forssén, 031–772 3261.

Betygsgränser: Tentamen best̊ar av sex uppgifter och varje uppgift kan ge
maximalt 6 poäng (om ej annat anges). För att bli godkänd krävs minst 12
poäng p̊a uppgifterna 1-4.
För dem som har klarat föreg̊aende krav bestäms slutbetyget av poängsumman
fr̊an uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoäng enligt följande gränser:
12-23 poäng ger betyg 3, 24-29 poäng ger betyg 4, 30+ poäng ger betyg 5.

Rättningsprinciper: Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i före-
kommande fall) , införda storheter förklaras liksom val av metoder. Lösningarna
förväntas vara välstrukturerade och begripligt presenterade. Erh̊allna svar
skall, om möjligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt!

Vid tentamensrättning gäller följande allmänna principer:

• För full (6) poäng krävs fullständigt korrekt lösning.

• Mindre fel ger 1-2 poängs avdrag. Gäller även mindre brister i presen-
tationen.

• Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 poängs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poängs avdrag.

• Allvarliga principiella fel ger 5-6 poängs avdrag.

• Ofullständiga, men för övrigt korrekta, lösningar kan ge max 2 poäng.
Detsamma gäller lösningsförslag vars presentation är omöjlig att följa.
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Obligatorisk del

1. (6 poäng. 2 poäng för varje rätt svar. Endast svar skall ges. )
(a) Lokalisera masscentrum för ett tunt, homogent skal i form av en
rak pyramid med kvadratisk bas (sidlängd a) och höjd h. Det pyra-
midformade skalet har ingen basplatta och dess totala massa är M .

(b) Finn tröghetsmomentet (runt axel genom centrum, vinkelrät mot
planet) för en regulär “N-gon” (se figur) med massa M och radie R.
(Figuren visar en hexagon, N = 6, men vi eftersöker ett svar för allmänt
N .)

N=6

R

(c) Hjulet i figuren nedan rullar utan glidning och masscentrum O
rör sig med farten v0 rakt åt höger. Ge ett uttryck för punkten A:s
hastighet relativt punkten P (momentan kontaktpunkt med marken).
Bägge punkterna är fixa i hjulet.

2. Tv̊a identiska stavar med längd l är ihopsvetsade i en rät vinkel enligt
figur. Den totala massan för de tv̊a stavarna är m och arrangemanget
kan svänga fritt kring en horisontell axel genom punkten O. Blocket
B drivs av en extern kraft. Bestäm den kritiska svängningsfrekvens ωc

som resulterar i en kraftig oscillation för stavarrangemanget.

Fundamental fysik, Chalmers Page 2 Examinator: C. Forssén



Tentamen – Mekanik F del 2 (FFM520) 2010-01-13

3. Ett homogent klot med radie R rullar (utan glidning) med farten V0.
Klotet träffar rakt p̊a ett vertikalt trappsteg, med höjden h, och rullar
upp över det. Antag att den punkt p̊a klotet som träffar överkanten
av trappsteget ocks̊a sitter fast där under en kort stund (fram till
att klotets masscentrum befinner sig rakt ovanför trappstegskanten).
Härled ett uttryck för den minsta hastighet som klotet m̊aste ha för
att komma över trappsteget.

4. En s.k. Foucaults pendel är egentligen bara en l̊ang pendel med en tung
vikt längst ner, vars svängningsrörelse inte är begränsad till ett enda
plan. Rörelsemönstret för en s̊adan pendel sedd fr̊an en observatör p̊a
jordytan visar p̊a ett elegant sett att jordklotet roterar.

(a) Beskriv kvalitativt hur denna rörelse ser ut. Rita figur och specifi-
cera relevanta rotationsriktningar. (2 poäng)

(b) Beskriv rörelsen kvantitativt. Ge ett explicit uttryck för rotations-
hastigheten som en funktion av latitud och jordens rotationshastighet.
(4 poäng)

Fundamental fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén



Tentamen – Mekanik F del 2 (FFM520) 2010-01-13

Överbetygsuppgifter

5. Ett mynt med radie r utför en rullande rörelse enligt figur (ingen glid-
ning). Myntets kontaktpunkt med marken ritar ut en cirkel med radie
R och myntet lutar en vinkel θ relativt horisontalaxeln. Vad är vinkel-
frekvensen för kontaktpunktens cirkelrörelse? Visa samtidigt att en
s̊adan rörelse enbart är möjlig d̊a R > (5/6)r cos θ.

VIII-42 CHAPTER 8. ANGULAR MOMENTUM, PART II (GENERAL L̂)

20. Basketball on rim ***
A basketball rolls without slipping around a basketball rim in such a way that
the contact points trace out a great circle on the ball, and the CM moves
around in a horizontal circle with frequency Ω. The radii of the ball and rim
are r and R, respectively, and the ball’s radius to the contact point makes an
angle θ with the horizontal (see Fig. 8.45). Assume that the ball’s moment

θ rR
Figure 8.45 of inertia around its center is I = (2/3)mr2. Find Ω.

21. Rolling lollipop ***
Consider a lollipop made of a solid sphere of mass m and radius r, which is
radially pierced by massless stick. The free end of the stick is pivoted on the
ground (see Fig. 8.46). The sphere rolls on the ground without slipping, with

mΩ
rR

Figure 8.46

its center moving in a circle of radius R, with frequency Ω.

(a) Find the angular velocity vector, ω.
(b) What is the normal force between the ground and the sphere?

22. Rolling coin ***
Initial conditions have been set up so that a coin of radius r rolls around in a
circle, as shown in Fig. 8.47. The contact point on the ground traces out aθR r

Figure 8.47

circle of radius R, and the coin makes a constant angle θ with the horizontal.
The coin rolls without slipping. (Assume that the friction with the ground is
as large as needed.) What is the frequency of the circular motion of the contact
point on the ground? Show that such motion exists only if R > (5/6)r cos θ.

23. Wobbling coin ****
If you spin a coin around a vertical diameter on a table, it will slowly lose
energy and begin a wobbling motion. The angle between the coin and the
table will decrease, and eventually the coin will come to rest. Assume that
this process is slow, and consider the motion when the coin makes an angle θ
with the table (see Fig. 8.48). You may assume that the CM is essentially

x3x2

Ω θR
Figure 8.48

motionless. Let R be the radius of the coin, and let Ω be the frequency at
which the point of contact on the table traces out its circle. Assume that the
coin rolls without slipping.

(a) Show that the angular velocity vector of the coin is ω = Ω sin θx̂2, where
x̂2 points upward along the coin, directly away from the contact point
(see Fig. 8.27).

(b) Show that

Ω = 2
�

g

R sin θ
. (8.94)

(c) Show that Abe (or Tom, Franklin, George, John, Dwight, Sue, or Saca-
gawea) appears to rotate, when viewed from above, with frequency

2(1− cos θ)
�

g

R sin θ
. (8.95)

6. En kula glider utan friktion längs ett masslöst snöre. Snörets ändar
är fästa i punkterna (x, y) = (0, 0) samt (x, y) = (a, 0) och snörets
längd är

√
2a. Gravitationskraften verkar i negativ y-led. Finn kulans

stabila jämviktsläge och frekvensen för små oscillationer kring detta
jämviktsläge.

Lycka till!
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Tid och plats: Onsdagen den 13 januari 2010 klockan
08.30-12.30 i V.

Lösningsskiss: Christian Forssén.

Obligatorisk del

1. Rätt svar p̊a de tre deluppgifterna

(a) Masscentrum ligger 2h/3 rakt under pyramidens topp.

(b) I = MR2

2

(

1 − 2

3
sin2 π

N

)

.

(c) ~vA/P = voî + v0ĵ, där î pekar horisontellt åt höger och ĵ vertikalt
rakt upp.

2. • Välj en fix punkt (leden O) och beräkna tröghetsmoment och
rörelsemängdsmoment runt en axel genom densamma.
Tröghetsmomentet f̊as tex genom att dela in den stela kroppen
i tre st stavar (tv̊a med längd l/2 och massa m/4 samt en med
längd l och massa m/2) vars ändar möts i punkten O.

IO =
1

3

m

2
l2 + 2

1

3

m

4

(

l

2

)2

=
5

24
ml2.

Rörelsemängdsmomentet map O blir helt enkelt LO = IOθ̈, med
θ definierad enligt figur.

mg/2

mg/4
mg/4

O

θ

k l
2
sin θ

k
(

l
2
sin θ − xB

)

• Vi kan skriva vridmomentsekvationen map den fixa punkten O
∑

MO = IOθ̈,
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där positiv rotationsriktning är moturs. Friläggningsdiagrammet
ovan ger det resulterande vridmomentet

MO = −k
l

2
sin θ

l

2
cos θ − k

(

l

2
sin θ − xB

)

l

2
cos θ − mg

2

l

2
sin θ

• Rörelseekvationen som kommer fr̊an vridmomentsekvationen lin-
eariseras för små svängningar cos θ = 1, sin θ = θ. Efter viss
förenklingar och insättning av den drivande rörelsen xB = b sin ωt
f̊as

θ̈ +
6

5

[

2k

m
+

g

l

]

θ =
12

5

kb

ml
sin ωt

• Detta är ett exempel p̊a en tvingad, odämpad svängingsrörelse.
Resonans f̊as helt enkelt d̊a den naturliga frekvensen är lika med
den drivande frekvensen

ωresonans =

√

6

5

(

2k

m
+

g

l

)

.

3. Strategi:

(a) Utnyttja det faktum att klotets rörelsemängdsmoment map över-
kanten p̊a trappsteget (vi kallar kontaktpunkten för P ) är bevarat
genom kollisionen. Detta gäller eftersom alla krafter som verkar
vid punkten P kommer att utöva noll vridmoment map P 1.

(b) Genom att utnyttja föreg̊aende faktum kommer vi att kunna ut-
trycka kinetiska energin direkt efter kollisionen (notera att detta
är en inelastisk kollision och att den totala mekaniska energin inte
är bevarad).

(c) Villkoret för att klotet skall komma upp för trappsteget är att
denna kinetiska energi är större än mgh.

Vi följer denna strategi

(a) Vi delar upp rörelsemängdsmomentet map P i en del relativt
masscentrum och en del fr̊an masscentrums rörelse. Vi utnytt-
jat ocks̊a villkoret att klotet rullar vilket ger ωR = V0 och f̊ar
därmed

LP =
2

5
mR2ω + mV0(R − h) = mV0

(

7R

5
− h

)

.

1Vridmomentet fr̊an tyngdkraften kommer visserligen att ändra LP , men först efter
kollisionen.
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(b) Vi inför rotationshastigheten ω′ för att beskriva hur fort klotet
vrider runt punkten P efter kollisionen. Parallellaxelteoremet
säger att tröghetsmomentet map en axel genom P är

IP = (2/5)mR2 + mR2,

och därmed L′

P = 7

5
mR2ω′. Bevarande av LP ger d̊a

mV0

(

7R

5
− h

)

=
7

5
mR2ω′ ⇒ ω′ =

V0

R

(

1 − 5h

7R

)

.

Energin direkt efter kollisionen är allts̊a

T ′ =
1

2

7

5
mR2ω′2 =

7

10
mV 2

0

(

1 − 5h

7R

)2

.

(c) Klotet kommer upp d̊a T ′ ≥ mgh vilket ger villkoret

V0 ≥
√

10gh

7

(

1 − 5h

7R

)−1

.

4. (a) Det tv̊adimensionella plan i vilken pendelrörelsen äger rum kommer
sakta att precessera pga jordens rotation. Denna precessionsrörelse är
enkel att föreställa sig om vi tänker oss pendeln upphängd ovanför nord-
polen. En extern observatör, som befinner sig svävande ovanför jorden
och ser jordens rotation fr̊an ovan, kommer att se pendelplanet vara fixt
(relativt stjärnor p̊a himlen). En observatör nere p̊a jordytan kommer
allts̊a att uppleva att pendelplanet sakta roterar medurs sett ovanifr̊an.
Det tar ett dygn för rörelseplanet att svänga runt ett helt varv. Denna
rotationshastighet kommer att minska om vi flyttar pendeln söderut
för att byta riktning när vi kommer över p̊a södra halvklotet.

(b) Vi betraktar nu en Foucaults pendel som befinner sig vid n̊agon viss
breddgrad som specificeras med den polära vinkeln θ. För att studera
detta kvantitativt gör vi vissa förenklande antaganden. (1) Vi kan be-
trakta pendelns rörelse som horisontell, dvs parallell med jordytan. (2)
Corioliskraften −2m~ω × ~v kommer att peka i n̊agon komplicerad rikt-
ning men vi bryr oss enbart om den horisontella komponenten. Den ver-
tikala komponenten bidrar till att modifera tyngdaccelerationen, vilken
i sin tur bestämmer pendelrörelsens periodtid τ = 2π

√

l/g, men denna
p̊averkan är liten i sammanhanget.
Vi kan införa ett jordfixt koordinatsystem (enligt figur nedan) och dela
upp rotationsvektorn

~ω = ω (cos θẑ + sin θŷ)
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Lösning 1 (resonerande): Den horisontella komponenten av Coriolis-
kraften (som ansvarar för pendelplanets precession) har storleken

F h

cor
(t) = 2mω(cos θ)v(t),

och är vinkelrät mot ~v(t). Fr̊an pendelns synvinkel skulle detta motsvara
en situation i vilken den befinner sig p̊a nordpolen hos en planet som vi
kan kalla Terra Costethica med rotationshastighet ω cos θ. Som vi ar-
gumenterade ovan blir pendelplanets precessionshastighet d̊a lika med
ωF = ω cos θ riktad medurs (notera att cos θ byter tecken för θ < 0).

Lösning 2 (i pendelplanet): Vi tänker oss att vi befinner oss i pendelns
rörelseplan, och allts̊a roterar med i detta plans precession. Vi vill finna
hur detta plan roterar relativt det jordfixa koordinatsystemet (x̂, ŷ, ẑ)
som vi införde ovan.
I detta plan p̊averkas pendeln enbart av krafter (verkliga och fiktiva)
som ligger i planet, ty annars hade den rört sig ut ur planet. Detta
skulle strida mot v̊ar definition av detta plan som ju följer med i
rörelsen.
V̊art jordfixa koordinatsystem roterar med ~ω = ω (cos θẑ + sin θŷ) rela-
tivt ett inertialsystem. V̊art pendelplan roterar med ~ωF = ωF ẑ relativt
det jordfixa systemet. Detta betyder att rotationen relativt inertialsys-
temet beskrivs av rotationsvektorn

~ω + ~ωF = (ω cos θ + ωF ) ẑ + ω sin θŷ.

För att hitta den horisontella komponenten av Corioliskraften bryr vi
oss enbart om ẑ-delen av denna rotationsvektor. Vi finner allts̊a att
F h

cor
(t) = 2m (ω cos θ + ωF ) v(t). För att denna verkligen skall vara noll

måste vi ha ωF = −ω cos θ och därmed

~ωF = −ω cos θẑ.

Notera hur denna vektor byter riktning vid θ = π/2.
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Överbetygsuppgifter

5. Vi inför ett kroppsfixt koordinatsystem med origo i myntets masscen-
trum (se figur). Riktningen x̂1 pekar in i pappret.

Vi kan betrakta rörelsen i ett koordinatsystem med origo i masscen-
trum och som roterar kring en fix, vertikal Ẑ-axel med den eftersökta
frekvensen Ω. I detta koordinatsystem är myntets masscentrum fixt
medan myntet spinner kring sin (negativa) x̂3 axel med frekvensen ω′.
Eftersom myntet rullar gäller att ω′r = ΩR. Myntets rotationsvektor
kan allts̊a skrivas

~ω = ΩẐ − ω′x̂3 = Ω sin θx̂2 − Ω

(

R

r
− cos θ

)

x̂3.

Huvudtröghetsmomenten är I3 = mr2/2 och I2 = mr2/4 och rörelse-

mängdsmomentet map cirkelns mittpunkt blir ~L = I2ω2x̂2 + I3ω3x̂3.
Enbart den horisontella komponenten av denna kommer att ha ett
tidsberoende: ~L⊥ = (I2ω2 cos θ − I3ω3 sin θ) ê⊥, där vektorn ê⊥ pekar
horisontellt in mot cirkelrörelsens mittaxel.
Vi f̊ar nu rörelseekvationen fr̊an

~M =
d~L

dt
= −ΩL⊥x̂1 = . . . = −1

4
mrΩ2 sin θ (2R − r cos θ) x̂1.

Vridmomentet, map masscentrum, uppkommer pga krafterna som verkar
genom kontaktpunkten. Dessa best̊ar av en vertikal komponent, mgẐ,
samt en horisontell friktionskraft. Den sistnämnda måste vara ~F⊥ =
m (R − r cos θ) Ω2ê⊥, eftersom masscentrum rör sig i en cirkelbana med
radie R − r cos θ. Slutligen f̊as vridmomentet

~M = −
[

mgr cos θ − m(R − r cos θ)Ω2r sin θ
]

x̂1.
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Rörelseekvationen ovan ger slutligen sambandet

Ω2 =
g

3

2
R tan θ − 5

4
r sin θ

,

vilket ger den eftersökta frekvensen.
Vi f̊ar enbart fysikaliska lösningar d̊a högerledet är positivt, vilket ger
villkoret R < 5

6
r cos θ.

Specialfall: θ → π/2 ger Ω → 0, vilket är rimligt.
θ → 0 ger Ω → ∞, vilket ocks̊a är rimligt.
Notera att d̊a R → 5

6
r cos θ s̊a g̊ar frekvensen Ω → ∞. Detta betyder

ocks̊a att friktionskraften blir stor vilket i praktiken betyder att frik-
tionskoefficienten måste vara motsvarande hög. S̊a småningom börjar
antagligen myntet att glida.

6. Strategi:

• Finn antalet frihetsgrader och välj lämplig(a) generaliserade ko-
ordinater.

• Bilda Lagrangianen och ställ upp Lagranges ekvationer.

• Finn jämviktsläge genom att hitta extrempunkter.

• Linearisera rörelseekvationerna och identifiera en svängningsrörelse.

Vid varje ögonblick ser linan ut som en triangel sammansatt av tv̊a
rätvinkliga trianglar (se figur). Massans läge uppfyller villkoret

√

x2 + y2 +
√

(a − x)2 + y2 =
√

2a.

Vi kan jämföra detta villkor med definitionen av en ellips och inser
att massan rör sig p̊a en s̊adan med centrum i (a/2, 0), storaxel

√
2a,

lillaxel a/2 [= max(|y|)].

(0, 0) (a, 0)

(x, y)

m

x

y

Detta innebär att vi enbart har en frihetsgrad. Vi kan parametrisera
rörelsen längs ellipsen med en variabel τ enligt

x =
a

2
+

a√
2

cos τ

y = 0 − a

2
sin τ.
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Givetvis väljer vi τ som v̊ar generaliserade koordinat och bildar La-
grangianen

V = mgy = −mg
a

2
sin τ

T =
1

2

(

ẋ2 + ẏ2
)

=
m

2

[

(

− a√
2

sin τ τ̇

)2

+
(a

2
cos τ τ̇

)2

]

L = T − V =
ma2

4

(

sin2 τ τ̇ 2 +
1

2
cos2 τ τ̇ 2

)

+ mg
a

2
sin τ.

Jämvikt d̊a dV
dτ

= 0 ⇒ τ = 90◦, 270◦.

Stabil jämvikt d̊a d2V
dτ2 > 0 ⇒ τ = 90◦, dvs d̊a (x, y) = (a/2,−a/2)

(föga förv̊anande).

Vi kan teckna Lagranges ekvationer d
dt

∂L
∂τ̇
− ∂L

∂τ
= 0, och sedan linearisera

för små rörelser fr̊an jämviktsläget. Vi inför τ = 90◦ + η och betraktar
små η,

cos τ ≈ −η, sin τ ≈ 1.

Detta ger s̊a småningom rörelseekvationen

ma2

2
η̈ + mg

a

2
η = 0,

fr̊an vilken vi finner svängningsfrekvensen ω =
√

g/a.

Fundamental fysik, Chalmers Page 7 Examinator: C. Forssén


