Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Mandagen den 24 augusti 2009 klockan
08.30-12.30 1 V.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-

godkand minirdknare samt en egenhandigt
skriven A4 med valfritt innehall.
Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande larare: Christian Forssén, 031-772 3261.

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter och varje uppgift kan ge
maximalt 6 podng (om ej annat anges). For att bli godkénd kravs minst 12
poang pa uppgifterna 1-4.

For dem som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av podngsumman
fran uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoédng enligt foljande grénser:
12-23 poang ger betyg 3, 24-29 poang ger betyg 4, 30+ poang ger betyg 5.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i fore-
kommande fall) , inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna
forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar
skall, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt!

Vid tentamensrattning galler foljande allmanna principer:

e For full (6) podng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 podngs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poangs avdrag.

e Allvarliga principiella fel ger 5-6 poangs avdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, losningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géller 16sningsforslag vars presentation ar omojlig att folja.
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Obligatorisk del

1. (6 podng. 2 podng for varje rdtt svar utover 3. Endast svar skall ges.)

(i) Vilken rotationsriktning har orkanvindar runt ett lagtryck pa norra

halvklotet?
(a) Medurs. (b) Moturs. (¢) Gar ¢ att

forutsaga.

(ii) Ett vanligt pastaende ér att Coriolisaccelerationen bestammer rota-
tionsriktningen hos virveln i ett handfat som toms pa vatten. Vilket
av nedanstaende uttalanden angaende detta pastaende ar korrekt?

(a)  Ja, detta (b)  Nej, detta (c) Nej, Coriolis-

stammer om hand- stammer inte efter- accelerationen

fatets  utformning som  effekten ar paverkar inte fluid-

ar rotationssym- for liten for att system.
metrisk. observeras i vanliga
handfat.

(iii) Tva cirkuléra och homogena metallskivor har samma massa M och
samma tjocklek t. Densiteten for skiva 1 ar mindre &n densiteten for
skiva 2, dvs p; < ps. Vilken skiva, om nagon, har storst troghetsmoment
runt en axel genom masscentrum och vinkelrat mot skivans platta

sidor?
(a) Skiva 1. (b) Skiva 2. (¢) Samma troghets-

moment.

(iv) Hur manga frihetsgrader har rorelsen for en stel kropp i rummet
vars masscentrum ar begransat att rora sig langs en linje?

(a) 3. (b) 4. (c) 5.
(v) Hur paverkar storleken pa ddmpningen den tid det tar for en my-
cket starkt dampad partikel att halvera sitt avstand till jamviktslaget
da den slapps fran vila?

(a) Langre tid ju (b) Kortare tid ju (c¢) Tiden paverkas

starkare dampning.  starkare dampning.  ej.
(vi) En pendel bestar av ett litet klot med massan m upphéngd i
ett latt snore med ldngden [. Periodtiden for sma svingningar kring
jamviktslaget ar T'. Vad ar periodtiden for en lika lang smal stav med
samma massa, upphéangd i sin &ndpunkt?

(a) @T. (b) T. (c) @T .
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2. Vid ett givet ogonblick roterar en plan, cirkular skiva med rotations-
hastigheten & moturs och vinkelaccelerationen @ medurs. I skivan finns
ett rakt spar i vilken en massa A kan rora sig. I samma 6gonblick
uppmats massans ldage r, hastighet 7 och acceleration #, dar r ar av-
standet fran skivans mittpunkt till A. Finn uttryck for massans abso-
luta hastighet och acceleration. (6 podng)

0)1‘-__\

3. Rorelsen hos den yttre vagnen A i figuren ges av x4(t) = asinwat. For
vilka frekvenser w4 kommer amplituden for massan m:s svangnings-
rorelse relativt vagnen A att vara mindre &n ca, dar ¢ ar ett positivt
reellt tal ¢ > 17 (6 podng)

T4 = asinwgt

T 2
sue o i

Bz Z|

4. Betrakta en homogen stav med langden [ och massan m. Staven ar
upphéngd i sin 6vre dnde, kring vilken den kan rotera fritt (se figur).
Staven har satts i rotation sa att dess undre dnde utfor en cirkelrorelse
i horisontalplanet (dvs staven ror sig med konstant vinkel 6 relativt
vertikalaxeln). Finn vinkelfrekvensen w for denna rotationsrorelse. (6

podng)
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Overbetygsuppgifter

5. En rotationssymmetrisk snurra har massan m och troghetsmomentet
Iy med avseende pa symmetriaxeln. Den halls upp av ett snore av
langden L och ror sig runt i horisontellt lage sa att masscentrum ror
sig med konstant fart pa en cirkel, samtidigt som den spinner med
spinnhastigheten v. Avstandet mellan snorets infastning och snurrans
masscentrum ar [. Harled en ekvation som bestammer vinkeln mellan
snoret och vertikalen, och 16s den atminstone for situationer da vinkeln
ar liten! (6 podng)

6. En massa m kan rora sig friktionslost pa ett plant bord samtidigt som
den &r ihopkopplad till en massa M via ett snore (langd L) genom ett
hal i bordet (se figur). Antag att massan M enbart kan rora sig i ver-
tikal led.

(a) Anvand Lagranges ekvationer for att finna rorelseekvationerna for
koordinaterna r och 6 enligt figur. (2 podng)

(b) Under vilket villkor utfér massan m en cirkelrérelse? (2 podng)

(¢) Finn vinkelfrekvensen for sma oscillationer (i variabeln r) runt
denna cirkelrérelse. (2 podng)

Lycka till!
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Tid och plats: Mandagen den 24 augusti 2009 klockan
08.30-12.30 i V.
Losningsskiss:  Christian Forssén.

Obligatorisk del

1. Ratt svarsalternativ pa de sex fragorna ar:
bba baa

2. Vi infor ett roterande koordinatsystem zyz, med z-axeln ut ur planet
och z-axeln langs sparet. Detta betyder att & = w2z, @ = —az, ¥ = rz,
Ul = 7T och d,q = 7z, dar de tva sistndmnda storheterna ar A:s
hastighet respektive acceleration relativt skivan.

Med origo i skivans mittpunkt (som &r fix; dvs vp = 0, dp = 0) far vi
foljande uttryck for A:s hastighet och acceleration i ett inertialsystem.

=W X T+ Upel =WZ XTT+7T =wry +r

S =
SR

=X (@ XT)+aXT+ 20 X Vel + Gyl

= (7“ — w27“) T+ (2wr — ar) g.

3. Strategi: Vi behover rorelsevariabler for att beskriva massans rorelse
relativt vagnen. Men vi behover ocksa rorelsevariabler i ett inertialsys-
tem for att kunna stalla upp Newton II.

Vi infor darfor tre olika koordinater enligt figur: x,,, = massans lage i ett
inertialsystem; z,, = massans ldge relativt vagnen A; x4(t) = asinwat
(vagnens lage i inertialsystemet).

TA

Lre]

F ;
i i
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Vi skriver z.q = ¢ + z, dar x( ar en konstant som ger vagnens lage i
jamvikt (dvs da fjaderkrafterna ar balanserade). x blir da avvikelsen
fran jamviktslaget och en friliggning av vagnen for ett positivt vérde
pa x ger foljande rorelseekvation

N J

—2k (g — kA — X0) =M Ty
<

v . .
= TA+T

Notera att vi anvander Newton II i inertialsystemet. Detta ger oss
dock en ekvation for variabeln x

i+ wir = aw? sinwat,

dér w, = /2k/m. Med insittning av ansatzen z = X sinwat far vi
foljande villkor for amplituden X

_a(wa/wy)?
X = T oaJa)

Vi soker de frekvenser for vilka |X| < ca och finner en &vre och en
undre grins (—c < X/a < ¢):

WA

— eller
Wh, 1+c¢

WA C

Wh, c—1

Vi noterar t.ex. att grinsen ¢ — oo motsvarar resonansfrekvensen
WA — Wp-

4. Strategi:

e For att teckna rorelsemangdsmomentet for staven behover vi infora
ett kroppsfixt (och dérmed roterande) koordinatsystem. I detta
koordinatsystem kan vi sedan uttrycka rotationsvektorn och troghets-
matrisen for att slutligen fa rorelseméangdsmomentet.

e Vi utnyttjar sedan rorelseekvationen som séiger att tidsandringen
av den sistnamnda skall vara lika med det yttre vridmomentet.

e For att slippa de okénda krafterna som verkar i infastningen valjer
vi att skriva vara storheter med avseende pa denna punkt.

Vi infor ett koordinatsystem zyz enligt figur (z pekar ut ur planet) som
roterar med staven, dvs med rotationshastighet & = w (sin 6z + cos ).
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Vara koordinataxlar utgér huvudtroghetsaxlar for staven (alla devia-
tionsmoment ar noll) och vi har troghetsmatrisen I, = mi?/3, I, = 0,
I..=ml?*/3.

Rorelsemangdsmomentet m.a.p. stavens upphangningspunkt: L =
I = (ml?/3)wsin 2. Denna vektor ar alltsa parallell med x-axeln
och roterar med denna (se figur ovan). Tidsderivatan f6r denna vektor

dL/dt = & x L = —(mi?/3)w?sin 0 cos 02

Denna andring av rorelsemangdsmomentet ges av ett yttre vridmoment

—

M (m.a.p. upphéngningspunkten) vilken i sin tur kommer fran tyngd-
kraften som verkar pa staven.

- [
M = —§g) X mg [—sin 0z — cos Oy| = —% sinfz.

Med M = dL /dt far vi slutligen w = 4/ ey

Vi noterar att rotationshastigheten okar med okande vinkel 6, och
speciellt att w — oo da @ — 7/2 vilket &r rimligt. Att stavens massa
inte ar en faktor i svaret kunde vi insett redan fran forsta boérjan m.h.a.
dimensionsanalys.

(3verbetygsuppgifter

5. Strategi:

L=

e Malet ér att kunna utnyttja rorelseckvationen [L] = M med avseende
pa nagon lampligt vald punkt och skriven i ett lampligt (kropps-
fixt) koordinatsystem.
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e Sjilva precessionsrorelsen runt upphéngningspunkten kan beskri-
vas enkelt med en fix koordinataxel fast vi noterar att precessions-
hastigheten inte ar given i upgiften utan maste elimineras.

e Detsamma géller kraften som verkar pa snurran fran snoret. Vi
kan fa villkor pa denna kraft genom att utnyttja de rorelseekvationer
som vi far fran summan av yttre krafter pa snurran.

Viinfor ett fixt cartesiskt koordinatsystem XY Z med origo i upphangnings-
punkten och Z-axeln riktad uppat, samt ett koordinatsystem som roterar
med symmetriaxlarna ryz med z-axeln = symmetriaxeln, och y-axeln
riktad uppat (se figur). Detta koordinatsystem roterar med Q=07

dar ) ar rorelsens precessionshastighet.

Snurrans rotationsvektor & = vz + Q7.
Rorelseméangdsmoment med avseende pa masscentrum,

L=1Iw:+1.027.
Kraftmoment med avseende pa masscentrum
M=—1sxT,
dér T &r kraften fran snoret pa snurran.
Kraftjamvikt i Z-led ger
T cos = myg. (1)
Masscentrums rorelse i horisontell led ger rorelseekvationen

m(l + Lsin0)Q* = T'sin 6. (2)
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Rotationsrorelseekvationen
M:E:QZXE:QVIOZXQ.

Fran uttrycket for M ser vi att T maste ligga i Z2-planet for att ter-
merna i sista ekvationen skalll peka at samma hall. Ekvationen ger da
sambandet

IT cos O = Qul. (3)

Ekvationerna (1-3) ger, genom elimination av 7" och €2, det sokta sam-
bandet, (som lampligen dimensionskontrolleras)

2
(I + Lsin®)g (Z—?> = tan 6.

Vig

Om vinkeln 6 &r néara noll sa kan vi approximera tangens och sinus med
vinkeln. Da far vi

1 (vlp)2 )
[5 ()" — L]
6. (a) Vi antar att snoret har langden L och tecknar Lagrangianen

1 1 :
L= §M7"2 + §m(f2 +7%0%) + Mg(L — 7).

Rorelseekvationerna fas fran Lagranges ekvationer

% (mr29> =0

(M + m)it = mré® — Mg,

dar den forsta ekvationen sager att rorelsemangdsmomentet med av-
seende pa punkten dar snoret gar genom bordet Lo = mr26 ar kon-
serverat, och den andra uttrycker det faktum att tyngdkraften ar ansvarig
for accelerationen av de tva massorna lings snoret plus centripetal-
accelerationen.

(b) Den andra rérelseekvationen med # = 0 och r = ry ger villkoret
mrof? = Mg for cirkelrorelse. Detta villkor ger ocksd ett samband
mellan radien och vinkelhastigheten fér denna rorelse.

(c) Vi uttrycker den andra rorelseekvationen i termer av r samt den
konserverade storheten L

2

L
(M +m)i = —% — Mg.
mr
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Sedan betraktar vi sma oscillationer runt den rena cirkelrorelsen, dvs
r(t) = ro + 0(t), dar § < ro. Vi behaller forsta ordningens termer i ¢

1 11 1, 3
3 (ro+4)3 - 3+ 328 rdl+ 35/7’0 re ro )’
vilket ger

.. 2
(M +m)d ~ Lo (1—3—6)—Mg.
mrg To

Fran (b)-uppgiften ser vi att m—;g — Mg = 0' och diarmed aterstar
0
ekvationen for en fri svangningsrorelse

.. 32
) — =0 )50
+ <(M—|—m)mr§) ’

dar vi identifierar vinkelfrekvensen

3L2
Wy, = \/
(M + m)mrd M +m

Vinoterar att denna frekvens for oscillationer i radiell led inte &r samma
som frekvensen for massans cirkelrorelse. Den sistndmnda ges fran (b)-

uppgiften 0 = /M /m/g/ro.

!Detta samband kommer just fran sjilva villkoret for jaimviktsliget.
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