Tentamen i Mekanik for F, del 2 (géller &ven som tentamen i Mekanik F, del B)
Tisdagen 29 maj 2007, 08.30-12.30, V-huset

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Per Salomonson, tel. 7723231

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon, samt en egenhandigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara
valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt!

Tentamen ar uppdelad i tva delar. Den obligatoriska delen omfattar uppgifterna 1-3, totalt 40 poang,
varav 20 kravs for betyg 3. Forutsatt att kravet for betyg 3 ar uppfyllt rattas aven dverbetygsdelen,
uppgifterna 4 och 5. For betyg 4 kravs 40 poang, och for betyg 5 50 poang, av maximalt 60 pa de tva
delarna sammanlagt. Lycka till!

Obligatoriska uppgifter

. En rymdstation skall rotera sa att centrifugalkraften ger en upplevelse av gravitation. Om rymdstationen
ar en ring med radie R, hur snabbt bor den rotera? Undersék huruvida corioliskrafter kan stélla till
besvér (t.ex., kan de bli jamforbara i storlek med “gravitationskraften”?) for rimliga hastigheter relativt
rymdstationen och olika rimliga virden pa R!

(15 podng)

. En smal rak homogen pinne star vertikalt pa ett helt friktionsfritt underlag. Beskriv den efterféljande
rorelsen (det forutsétts forstas att pinnen lamnar det instabila jamviktslaget)! Vad har pinnens mass-
centrum for fart nér pinnen (férsta gangen) slar i golvet i horisontellt 14ge?

(15 poéng)

. En stel kropp bestar av fyra punktmassor, vardera med massan m. Punktmassorna dr sammanfogade
med latta pinnar sa att de (i ett koordinatsystem som &r fixt relativt kroppen) befinner sig i punk-
terna (av/3,0,0), (—av/3,0,0), (av/2,av/2,0) och (—av/2, —ay/2,0). Finn huvudtréghetsmoment och hu-
vudtroghetsaxlar for kroppen! Glom inte att géra nagon rimlighetskontroll!

(10 podng)

y




Uppgifter for dverbetyg

4. En rotationssymmetrisk snurra har massan m och tréghetsmomentet Iy med avseende pa symmetriaxeln.
Den halls upp av ett snore av langden L och ror sig runt i horisontellt ldge sa att masscentrum ror sig
med konstant fart pa en cirkel, samtidigt som den spinner med spinnhastigheten v. Avstandet mellan
snorets infastning och snurrans masscentrum &r [. Harled en ekvation som bestdmmer vinkeln mellan
snoret och vertikalen, och 10s den atminstone for situationer da vinkeln ar liten!

(10 podng)

mg

5. Man vill skicka en farkost fran jorden till Mars, och tédnker gora det genom att ge den extra fart Av
(relativt jorden, alltsa) framat i jordens bana runt solen, varefter den skall rora sig utan framdrivning
i en ellips med sin yttersta punkt pa Mars bana. Hur stor skall den extra farten vara? (Strunta i
gravitationkrafterna fran jorden och Mars, men kontrollera om det &r en bra approximation. Ar den
erhallna farten mycket storre &an flykthastigheten fran jorden? Om inte, beh6ver berdkningen modifieras
vid uppskjutning fran eller nira jordytan. Detta krivs isafall inte hér.)

Solmassan: M ~ 1.99 x 10%° kg

Jordbanans radie: r, &~ 1.50 x 101 m

Mars banradie: ro ~ 2.27 x 1011 m

Newtons gravitationskonstant: G = 6.67 x 10~ Nm?kg—?2
(10 podng)



Losningar till tentamen i mekanik del 2 for F, den 29/5-2007.

1. Om rymdstationen ar en rotationssymmetrisk tub, till formen liknande en cykelslang,
och roterar kring sin symmetriaxel med vinkelhastighet w, sa kan dess innevanare up-
pleva centrifugalaccelerationen Rw? som gravitationsacceleration, sa att uppat blir mot
symmetriaxeln. Om R ar stor nog kan det kanske vara lamligt att valja denna acceler-
ation ungefar lika stor som jordens gravitationsacceleration, for att darigenom undvika
forsvagning av skelett och muskler. Om tex R = 100 m kan man vélja w = 0.3 rad/s, sa
att accelerationen blir 9m/s?. Coriolisaccelerationen nir man ror sig med hastighet o' i
stationen ar 24 x ¥. Gar man tex ldngs ringen i normal lugn takt, 1 m/s, sa blir coriolisac-
celerationen i denna rymdstation 0.6 m/s?, uppat eller nerat, inget stort problem (men
kanske en lattare och en tyngre riktning for joggare?). Ar R mindre och w i motsvarande
grad storre sa blir coriolisaccelerationen storre. Men hér finns marginal innan den blir
riktigt besvarande. Ror man sig uppat eller nerat blir accelerationen riktad i sidled, vilket
nog kan vara farligare (en stege skulle kanske kunna vélta?). Men a andra sidan brukar
v da vara liten.

2. Krafterna pa pinnen ar gravitationskraften och normalkraften fran underlaget. De ar
vertikala. Darfor kommer pinnens masscentrum att rora sig enbart vertikalt. Samtidigt
vrider sig pinnen. Atminstone till en borjan &r nedre &nden i kontakt med underlaget. Da
galler sambandet y = £ cos # mellan lutningsvinjkeln 6, vertikala koordinaten g, och mass-
centrums starthojd £. Eftersom pinnen ar homogen har den lingd 2¢ och tréghetsmoment
I = m(?/3 med avseende pa sitt masscentrum. (m ar dess massa.) Normalkraften utrattar
inget arbete, och gravitationskrafften ar konservativ, sa vi kan anvénda energikonserver-
ingslagen till att fa ett samband mellan position och hastighet,

E = mgl = mgy + (my® + 10%)/2.

Jag valjer att eliminera y och y med hjalp av sambandet ovan mellan y och 6 och dess
tidsderivata ¢y = —£sin #, och finner

(1 —cosf)2g/t = (1/3 + sin® )6

For att avgéra om pinnen har kontakt med underlaget under hela fallet berdknar jag
vinkelaccelerationen genom att derivera denna ekvation med avseender pa tiden och di-
videra med 6, eliminerar 2 med hjilp av ekvationen ovan, och finner till slut:

(1/3 +sin?0)f = sinf g/¢ —sinfcos 2 = [1/3 4 (1 — cos0)?](g/L) sinf/(1/3 + sin? ).

Detta uttryck visar att vinkelaccelerationen ar > 0. Da maste ocksa normalkraften vara
nollskild, och darfor pinnen ha kontakt med underlaget, sa att denna losnings rorelse
giller &nda tills pinnen slar i golvet for § = /2.

(Anm: Har man en ickehomogen pinne, med I # m/f?/3, sa kan man gora samma rakning
som ovan, och enda skillnaden blir att 1/3 ersitts med I/(mf?). Sa aven sadana pinnar
behaller kontakten med underlaget &nda tills de slar i det.)

Masscentrums fart nér var pinne slar i golvet, dvs § = 7/2, blir

|max| = £sin 66 = Esz'nQ\/(l —cos0)(2g/0)/(1/3 +sin? @) = /3gl/2.



3. Troghetsmatrisen for en stel kropp relaterar ju komponenterna av dess rorelseméngd pga
rotation, i ett cartesiskt koordinatsystem, till rotationsvektorns, L, = >, Iws, och kan
berdknas genom att summera Over alla masspunkter som den stela kroppen bestar av

2
Iab - E mi(ri 5ab - riarib)~
[

(Har betyder 6, 1 nér a = b, 0 annars. Och m; &r massan for masspunkt ¢, och 7;
dess ortsvektor relativt punkt pa rotationsaxeln.) Med hjéilp av denna formel berdknar
jag troghetsmatrisen med avseende pa origo (= masscentrum) for den stela kroppen i
uppgiften, genom att summera 6ver de 4 partiklar den bestar av, med resultatet

2 -2 0
I,b=1 -2 5 0 | 2mad?
0o 0 7

Allmént galler att nar vinkelhastigheten pekar i en huvudtroghetsaxelriktning ar rorelse-
méangdsmomentet riktat som vinkelhastigheten, och propotionell mot vinkelhastigheten,
och huvudtroghetsmomentet [ ar propotionalitetskonstant. Detta faktum ger ett ekva-
tionssystem som kan anvandas for att berdkna huvudtroghetsaxlar och huvudtroghetsmoment.
Dvs man har

Z Ipwy = Iw, som fordrar det(Iy, — dql) = 0.
b

I vart fall 4r 2 huvudtroghetsaxel, med huvudtroghetsmomentet I, = 14ma?. De tva
andra huvudtroghetsaxlarna maste ligga i xy-planet, sa for att bestamma dem racker
det att titta pa Ovre vénstra 2 x 2 - undermatrisen av I,. Determinantekvationen
har tva losningar, I; = 2ma? och I, = 12ma?, som alltsa ar de tva aterstdende hu-
vudtroghetsmomenten. For var och en av dem kan ekvationssystemet anvandas till
bestamning av w’s riktning. For I = I; finner man tex w, = 2w,, som ger huvudtroghets-
axelriktningen & = (2249)/v/5. Pa samma sitt finner man den andra huvudtroghetsaxelns
riktning &y = (—3 + 29)//5.

Nagra rimlighetskontroller. Huvudtroghetsaxlarna ar ortogonala.

Is = I, + I, galler alltid for plan tvadimensionell stel kropp for troghetsmoment med
avseende pa punkt i kroppens plan.

Den aktuella kroppen kan uppfattas som sammansatt av tva stavar som var och en ligger
symmetriskt med avseende pa origo. Om man téanker efter ar det rimligt att det finns en
huvudtroghetsaxelriktning mellan varje stavriktningspar.

Svar: Huvudtroghetsmomenten med avseende pa masscentrum ar 2ma?, 12ma?, 14ma?,
och respektive huvudtroghetsaxelriktningar (22 + 4)/v/5, (=2 + 29)/V/5, 2.

4. Jag tanker mig ett cartesiskt koordinatsystem XY Z med origo i upphingningspunkten
och Z-axeln riktad uppat, samt ett symmetriaxelfixt koordinatsystem xyz med z-axeln =
symmetriaxeln, och y-axeln riktad uppat. Snurrans rotationsvektor, rorelseméngdsmoment
med avseende pa sitt masscentrum, Ez och kraftmoment med avseende pa masscentrum,

med rotationsrorelseekvationen M = E, ar
S=vi+QZ,
L=1Iw:+1,9Z,
—ixS=N=L=QZxL=QlyZx 7%



For att termerna i sista ekvationen skalll peka at samma hall fordras att S ligger i
Z — 2—planet. Ekvationen ger dessutom sambandet ¢S cosf = Qul,. Hartill har vi
ekvationerna for masscentrums rorelse. Kraftjamvikt i vertikalled ger S cos# = mg, och i
horisontell led ger rorelseekvationen m(f + Lsin §)Q? = Ssin . De tre sista ekvationerna
ger, genom elimination av S och €, det sokta sambandet, (som lampligen dimensionskon-
trolleras)
(¢ + Lsin 0)g(€_m)2 = tand.
I/](]

Vilka losningar 6 har denna ekvation? Om man betanker att koefficienterna &ar positiva,
och forestéller sig hur hoger och vansterleden uppfor sig i intervallet —7/2 < 6 < 7/2, sa
tror jag man kan visa att det alltid finns en 16sning i forsta kvadranten, och dessutom noll
eller tva i fjarde kvadranten. Om vinkeln 6 ar nara noll sa kan vi approximera tangens
och sinus med vinkeln. Da far vi

O0~10/(~(~—)*—L).

Denna approximation galler tex om snorets langd ar tillrackligt stor, eller om spinnet ar
tillrackligt stort, men inte om béagge ar stora och termerna i ndmnaren ar nastan lika
stora.

. Jord- och mars-baneradierna ar alltsa perihelion- och aphelion-radier for den planerade
farkostens bana. Energi- och rorelseméngds-konserveringslagarna ger oss tva ekvationer
som bestdmmer farterna i perihelion och aphelion (y = M,G):

(Bfm=) =%+ o} =—%+ 4
(L/m =) T1U1 = TaU2,
2 _ 2
= v = %7’1-:27’2'

vy ar alltsa den fart som behovs for att na mars. Farkostens fart fore accelerationen, dvs
jordens fart, kan berdknas pa samma satt, fast med ro — r;. Sa vjz- = v/r1, och sokta

farttillskottet
gl 279
Av=v —v; = ,]— —1) =290k
v =1 — 1/7“1(”7’1-1-7’2 ) m/s

For att berakna flykthastigheten fran jorden kan man anvanda sig av att den skall vara sa
stor att kinetiska energin precis uppvager potentiella energin pga jordens gravitation vid
jordytan (sammanlagda energin = 0). Det ger UJ%/Q = m;G/r; = grj, som ger v; = 11.2
km/s. Sa jordens gravitation paverkar planerna radikalt. Man far forslagsvis forst se till
att komma ovanfor jordens bromsande atmosfar, och sedan gora v sa stor att jordens
gravitation overvinns, och den hastighet som darefter aterstar ar vy.
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