Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Mandagen den 23 maj 2011 klockan 14.00-
18.001 V.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-

godkand miniraknare samt en egenhandigt
skriven A4 med valfritt innehall.
Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande larare: Christian Forssén, 031-772 3261 (omkop-
pling aktiverad).

Betygsgranser: Tentamen bestar av fem uppgifter och varje uppgift kan
ge maximalt 6 podng (om ej annat anges). For att bli godkénd krévs minst
12 poéng pa uppgifterna 1-3 (inklusive eventuella bonuspoéng fran de tva
inldmningsuppgifterna).

For de som har klarat foregaende krav bestdms slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-5 plus eventuella bonuspoéng fran inlamningsuppgifterna
enligt foljande granser:

12-23 poang ger betyg 3, 24-29 poang ger betyg 4, 30+ poang ger betyg 5.

For registrerade studenter fran tidigare arskurser finns mojligheten att gora
en extra tentamensuppgift (6 podng) pa kursdel A som erséattning for inlamnings-
uppgifterna.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i fore-
kommande fall) , inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna
forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar
skall, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt!

Vid tentamensrattning galler foljande allmanna principer:

e For full (6) podng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 podngs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poangs avdrag.

e Allvarliga principiella fel ger 5-6 poangs avdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, losningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géller 16sningsforslag vars presentation ar omojlig att folja.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. (6 poang. 1 podng for 1 rdtt svar, 2p for 2 rdtta, 4p for 3 rdtta, 6p for
4 rdtta. Endast svar skall ges. )
(a) Det finns atminstone tre definitioner pa vilken punkt som ligger
“nedanfor” en stillastaende observator pa jordytan: (1) Punkten som
ligger déar den rata linjen mellan observatéren och jordens mittpunkt
skér jordytan; (2) Punkten ovanfor vilken ett héngande lod vilar; (3)
Punkten dar ett objekt som slapps fran observatoren landar. Vilka av
dessa definitioner ger samma punkt for en observator vid ekvatorn?

(b) En buss ar forsedd med ett stort svianghjul (i form av en homogen,
roterande skiva) for att lagra kinetisk energi. Skivan ligger horisontellt
med rotationsaxeln pekandes rakt uppat. Betrakta fallet da bussen kor
over ett bergskron. Beskriv (kompletterat med en figur) hur krafterna
pa bussens hjul fran vagen forandras da svanghjulet roterar jamfort
med om det hade statt stilla.

(¢) En tunn, homogen skiva med radie R
och massa M ligger i xy-planet. En punkt-
massa m = bM/4 sitter fast pa ena sidan
(se figur). Finn troghetsmatrisen for sys-
temet bestaende av skiva + punktmassa med
avseende pa punkten A och koordinatsystemet

i figuren (z-axeln pekar ut ur pappret). R E

(d) En kula fastsatt i ett snore pendlar under inverkan av tyngdkraften.
Figuren nedan visar fem ldgen da den &r pa vig at hoger i figuren (de
yttersta lagena ar kulans vandlagen). Skissa for varje ldge riktningen
pa hastighets- och accelerationsvektorerna. Ange tydligt vilken som ar
vilken, eller &nnu hellre rita tva figurer.
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2. Pa en stang AB kan en massa M glida

utan friktion. Vikten &r fast i tva fjadrar
(fjaderkonstanter k), vilkas andra &ndar ar
fixerade i A respektive B sa att massan
vid jamvikt befinner sig mitt pa stangen.
Staven AB &ar monterad pa en horisontell
skiva som kan rotera kring en vertikal axel
genom mittpunkten med den fixa vinkel-
hastigheten (2.
Nar staven befinner sig i vila kan massan uppenbarligen oscillera med
en harmonisk svangningsrorelse. Men aven nar skivan roterar kan vi
ha en harmonisk svangningsrorelse for ett visst villkor pa €2. Ange
detta villkor och bestam forhallandet mellan svangningsrorelsernas pe-
riodtider da skivan roterar och da den ar i vila.

3. Staven OA (langd a) har en konstant vinkelhastighet w. Berékna
vinkelaccelerationen asp for staven AB (langd L) i ldget da arrange-
manget ar orienterat enligt figur.
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Overbetygsuppgifter

4. En rymdstation ar formad som en smal torus (“doughnut”) enligt figur.
Dess radie ar 200 m och dess massa 50 kiloton. Massan i ovriga delar
av rymdstationen ar forsumbar. Stationen roterar kring sin symmetri-
axel sa att den upplevda gravitationsaccelerationen vid periferin skall
vara ¢g. Vid ett tillfille skjuts en rymdfarkost ut fran torusen i en
riktning parallell med rotationsaxeln, vilket astadkommer en impuls i
motsatt riktning av storleken 7.5 - 10° Ns. Beskriv rymdstationens ro-
tationsrorelse darefter i termer av spinn och precession.

5. Tva masslosa stavar, vardera med langd
2r och varsin punktmassa m fixerad pa
mitten, sitter fasta i varandra enligt figur.
De éar alltsa fritt vridbara kring kontakt-
punkterna med varandra och med marken.
I begynnelseogonblicket star den nedre
pinnen vertikalt och den ovre lutar en
vinkel e relativt vertikalen. Berakna, for
ogonblicket de slapps, vinkelacceleratio-
nen for de tva pinnarna. Antag att vinkeln
e ar liten.
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Extrauppgift (del A)

6. En lastbil har en oppen bakdorr enligt
figur da den borjar accelerera framat med — ;” w
konstant acceleration A. Dorren ar ho-
mogen och har bredden w, hojden h samt :D
massan m, Forsumma luftmotstand. Vad

ar vinkelhastigheten runt gangjarnen da
dorren har svangt 90°7
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Tid och plats: Mandagen den 23 maj 2011 klockan 14.00-
18.001 V.
Losningsskiss: Christian Forssén

Obligatorisk del

1. (a) (1) och (2) é&r identiska vid ekvatorn. Centripetalaccelerationen
paverkar iof lodet, men vid ekvatorn dr denna riktad vinkelrdt mot
jordytan. Det fallande objektet paverkas daremot av Coriolisaccelera-
tionen.

(b) Normalkrafterna kommer att 6ka pa de tva vanstra hjulen och min-
ska pa de tva hogra. Med ett roterande svanghjul betyder detta att
bussen tenderar att valta at vanster i fardriktningen.

()

10 =5 0
M 2
Iy= f -5 6 0
0 0 16
(d) . .
Hastighet Acceleration
-, [

2. Losning: Vi tecknar NII, Ma = F . och infor ett kroppsfixt, roterande
koordinatsystem &n¢ enligt figur. Rorelseekvationen blir

—

M@y =F — M& x (0 X7T) —2M(J X Uel), (1)

dar d, beskriver den sokta rorelsen i det roterande koordinatsystemet.
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AALA AN AAAANN

VVVVVYV VVvyyy

En friliggning av massan vid en positiv forflyttning ¢ fran jamviktslaget
ger summan av externa krafter F = —2]{:{5 + Ngé’ + Ny — Mgf,
dér de tva komponenterna av normalkrafter ser till att begrdnsa mas-
sans rorelse till &-led. Vi ar foljdaktligen enbart intresserade av &-
komponenten av rorelseekvationen.

Med & = Qé, T = fé + NN, Ul = §é inses att Coriolistermen ar
riktad i n-led och Centripetaltermen har en term i ¢-led

MG % (& x 7) = MOQ2EE + nor].
Vi far )
ME = —2k& + MQ2¢. (2)

Om villkoret Q2 < 2k/M &ar uppfyllt kanner vi igen detta som ekvatio-
nen for en fri, harmonisk svangningsrorelse

é+(%—92)5=0. (3)

Villkoret &ér rimligt ty vi kan forvénta oss att for stora varden pa )
kommer massan att trycks ut mot punkten 5.

Vi infor beteckningen wy = +/2k/M for systemets naturliga vinkel-
frekvens da skivan star still. Periodtiden ar omvént proportionell mot
vinkelfrekvensen och vi finner att

T wWo 1
TO - 1/w8_92 o ‘/1_92/&]—(2)

(Notera att periodtiden Skar for stora rotationshastigheter, vilket &r
rimligt.)

(4)
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3. Losning: Vi utnyttjar att vi vet hastighets och accelerationsriktningar
pa punkterna A och B. Punkten A ror sig momentant rakt nerat och B
ror sig rakt at vanster. Darmed kan vi identifiera punkten C' (se figur)
som en momentan nollhastighetspunkt for den rorelse som staven AB
utfor.

Hastigheten for punkten A ar v4 = aw och med avstandet L, = L*—b?
fas dérmed stavens vinkelhastighet (medurs)
va aw

= = . 5
wAB Lac L2 —p? (5)

Vidare vet vi att accelerationerna for punkterna A och B pa staven
momentant dr riktade horisontellt at vénster (se figur). Dessa kan
relateras till varandra via dp = da + dp/a, vilket darmed sager att
aven dp/4 maste vara riktad horisontellt.

Den relativa accelerationen dp,4 beskriver en rotationsrérelse och vi
delar upp den i normal- och tangentkomposanter enligt figur. Da géller
att

(@5/4), = Lwip. (6)

For att dp 4 verkligen skall vara riktad horisontellt maste

(@oa)e g~ b 1 (7)

(@Ba), Lac  JL2B2 -1

Med uttrycket for (63 / A)n (och wyp) fran ovan fas slutligen

(JB/A) 2 a’/b?
CXBA:Tt:...ZWW, (8)

riktad moturs.
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f)verbetygsuppgifter

. Losning: Rymdstationen roterar till att borja med kring sin symme-
triaxel med spinn v sa att ¢ = Rv?, dir R ar radien. Vi antar att im-
pulsoverforingen vid rymdfarkostutskjutningen sker snabbt i jamforelse
med v, sa att den kan betraktas som en stot. Vi infor ett kroppsfixt ko-
ordinatsystem xyz sa att origo ligger i torusens centrum, z-axeln pekar
i spinnriktningen, och stoten traffar i (R,0,0). Impulsen —/z 6verfors
vid stoten vilket innebar ett 6verfort impulsmoment RIy. Rymdstatio-
nens troghetsmoment med avseende pa z-axeln dr I, = mR?, och med
avseende pa ddremot vinkelrdta riktningar genom origo I, = I,/2.

Alldeles efter stoten ar stationens rorelsemangdsmoment med avseende
pa sitt masscentrum

= 1 ~
Lo = Lvi+ RIy = Lva+ Lw,y = L2, (9)

Efter stoten ar EG konserverad, sa att 7 ar en fix riktning i rummet,
kring vilken rymdskeppets rotationsvektor & och symmetriaxel z pre-
cesserar. For att fa precessionshastigheten uttrycker man & i basvek-
torerna z och Z vilket ger

RI L7 — Lz
I.J2 RI

~

W=VZ+ W)y =VZ+

. (10)
= —Vi+2[—Z = vz + QZ.
Numeriskt galler
v=1/g/R=022s"" (11)
L,/L.=RI/(I.v) =I/(mRv) =3.4-10"* = a. (12)

Notera att o = tangens for vinkeln mellan symmetriaxeln z och pre-
cessionsaxeln Z. Men eftersom « ér sa litet ar det en god approxi-
mation att forsumma termer av ordning o?. D& éir o vinkeln mellan
2z och Z , och totala impulsmomentet kring masscentrum till beloppet

samma som fore utskjutningen, Ls = I.v. Precessionshastigheten ar
QO =2v=044s"1
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Rymdskeppets rotationsrorelse kan alltsa beskrivas sa att symmetri-
axeln och den momentana rotationsaxeln ligger pa motsatta sidor om
den rumsfixa riktningen Z, bildar béagge samma vinkel o med den, och
precesserar med vinkelhastigheten Q=22 kring den. Dessutom har
spinnvektorn andrat tecken jamfort med fore utskjutningen.

5. Losning:  Systemet har tva fri-
hetsgrader. Vélj vinklarna 6,(¢)
och 05(t) som generaliserade koor-
dinater. Nar vi tecknar uttrycken
for potentiell och kinetisk energi
utnyttjar vi att vinklarna ar sma:
cosf~1—6%/2, sinf~0.

De kartesiska lageskoordinaterna for den undre massan blir: (7 sin 6y, r cos 6;);
och for den Gvre: (2rsin6; — rsin 6y, 2r cos 0y + rcosfy). Vi utnyttjar
att vinklarna &r sma. Den potentiella energin for systemet blir

V(61,0,) ~ mgr (4 — 367 /2 — 63/2) . (13)
Efter lite rdkningar fas den kinetiska energin for de tva massorna
02
T ~ mr%, (14)
2, N
Lagrangianen blir slutligen
2 . .. . 3 1
me( 9%-49192+9§)—mgr 4-C2—Z2) . (16)
2 2 2
Rorelseekvationerna i 61- och 6y-led blir
; . 3
50, — 26, = 22, (17)
r
—20, + by = 20, (18)
T

Vi ar intresserade av vinkelaccelerationerna da t = 0. Med begynnelse-
villkoren 6,(0) =0, 65(0) = ¢ fas slutligen
. 2qe .
61(0) = ==, d,(0)

r r

_ bee (19)
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Extrauppgift (del A)

6. Losningsskiss:

o Infor ett koordinatsystem som foljer med i den accelererande rorelsen.
e Teckna rorelsemangdsmomentet for rotation kring gangjarnen.

e Teckna pa samma sitt vridmomentet och skriv ner rorelseekvationen
for rotationsrorelsen.

e Integrera rorelseekvationen (ett bra trick kan vara att multiplicera
med 6 forst) och utnyttja begynnelsevillkoret 6(0) = 0.

For 6 = 90° fas § = \/3A/w.
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