Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Onsdagen den 12 januari 2011 klockan
08.30-12.30 i V.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-

godkand miniraknare samt en egenhandigt
skriven A4 med valfritt innehall.
Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande larare: Christian Forssén, 031-772 3261 (omkop-
pling aktiverad).

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter och varje uppgift kan

ge maximalt 6 podng (om ej annat anges). For att bli godkdnd krévs

minst 12 poédng pa uppgifterna 1-4 (inklusive eventuella bonuspoéng fran

inldmningsuppgift 1).

For dem som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoéng fran inlamningsuppgifterna

enligt foljande granser:

12-23 poang ger betyg 3, 24-29 poiang ger betyg 4, 30+ poéang ger betyg 5.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i fore-
kommande fall) , inférda storheter foérklaras liksom val av metoder. Losningarna
forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar
skall, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt!

Vid tentamensrattning galler foljande allmanna principer:

e For full (6) podng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poéngs avdrag. Galler d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 poédngs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poangs avdrag.

e Allvarliga principiella fel ger 5-6 poangs avdrag.

e Ofullstandiga, men for ovrigt korrekta, 16sningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géaller 16sningsforslag vars presentation ar oméjlig att folja.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. Besvara foljande korta fragor. Presentera dina lésningar/motiveringar.
(6 poing, 2 for varje korrekt losning. )
(a) Ett svinghjul med massan M roterar med vinkelfrekvensen wy.
Hjulet har formen av en homogen skiva med radien R och uniform
tjocklek d. Vilken tid T tar det att stoppa svanghjulet om man ap-
plicerar ett konstant vridmoment 7 som ar motriktat rotationsriktnin-
gen. Kontrollera dimension och rimlighet for ditt svar.

(b) Fyra massor, vardera med massan m, ar forbundna med masslosa
stavar och utgor tillsammans en stel kropp. Massorna ar placerade i
xy-planet enligt: (z,y) = (a,0), (—a,0),(0,2a), (0, —2a). Anvind zyz-
axlarna som referenssystem och ange troghetsmatrisen.

(c) Hérled uttrycket 7' = ’”T@Z%—% for en stel kropps totala kinetiska en-
ergi vid allmén rorelse i planet. Forklara/definiera de olika storheterna
i uttrycket.

2. En ekorre med massa m springer med kon-
stant fart vy relativt ett snurrande ekorr-
hjul med radie R (se figur). Ekorren \
kan sagas vara liten jamfort med dimen-
sionen pa ekorrhjulet.  Hjulet har ett
troghetsmoment I, m.a.p. en axel genom
mittpunkten och utsatts for ett dampande
vridmoment som &r proportionellt mot dess
rotationshastighet.

Antag att hjulet startar fran stillastaende med ekorren springandes
lingst ner. Det sker ingen impulsoverforing vid startégonblicket. Finn
ekorrens rorelse i ett fixt koordinatsystem. Antag sma vinklar och en
svag dampning.
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3. Flygplanet B har en konstant
fart vg nar det nar botten pa X?
en cirkular loop med radien p. \p
Ett annat flygplan A flyger ho-
risontellt rakt fram med konstant ! _x

fart v4, 1 samma plan som den A
cirkulara loopen men héjden h 4/.,-'&3
langre ner (se figur).

Vilken hastighet och acceleration
har planet A relativt piloten i h
planet B?

4. En ihalig cylinder med massan M; och radien R; rullar, utan glid-
ning, pa insidan av en storre ihalig cylinder med massan M, och radien
Ry. Antag att R; << R» och att tjocklekarna pa cylinderskalen ar
forsumbart sma. Béagge cylinderaxlarna ar horisontella och den storre
cylinder ar upphéngd sa att den kan rotera fritt runt sin symmetriaxel.
Vad blir frekvensen for sma svangningar?
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6verbetygsuppgifter

5. En enkel snurra bestar av en tunn skiva med massa M och radie R mon-
terad pa mitten av en viktlos, cylindrisk stav med langd [ och radie a
(se figur). Snurran spinner med en stor vinkelhastighet w(t) (i positiv,
kroppsfix z’-riktning) och lutar en vinkel  relativt vertikalen. Snurran
ror sig pa en horisontell bordsyta med en liten friktionskoefficient p. Vi
kan férsumma nutation och vi kan anta att w(t) minskar sakta jamfort
med periodtiden for snurrans precessionsrorelse.

(a) Vad blir vinkelhastigheten for snurrans precessionssrorelse? (2p)

(b) Forklara kvalitativt varfor snurran kommer att resa sig upp sa att
spinnaxeln ndrmar sig vertikalen. (1p)

(c) Uppskatta tiden det tar for snurrans spinnaxel att resa sig vertikalt.
(3p)

6. Betrakta tva partiklar (med massor m; och mg) som véxelverkar via
en central kraft (dvs en potential V' (r), dér r ar det relativa avstandet
mellan partiklarna). Teckna Lagrangianen i masscentrumssystemet och
visa med Lagranges ekvationer att bade systemets totala energi samt
rorelsemangdsmoment m.a.p. masscentrum ar rorelsekonstanter.
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Tid och plats: Onsdagen den 12 januari 2011 klockan
08.30-12.30 1 V.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Obligatorisk del

1. Besvara foljande korta fragor. Presentera dina lésningar/motiveringar.
(6 poding, 2 for varje korrekt losning. )
(a) Rorelseekvationen I = —7, med troghetsmomentet I = MR?/2,
ger 16sningen for vinkelhastigheten

0(t) = wo — %t.

Den sokta tiden tills §(T) = 0 blir T = %jwo. Detta svar bor di-
mensionskontrolleras och granser for stora/sma vérden pa de ingaende
storeheterna kommenteras.

(b) Huvudtroghetsmoment I;; = [ (27 + x7)dm och deviationsmoment
I;; = f x;xjdm blir diskreta summor over de fyra massorna. Notera
att samtliga har z-koordinat lika med noll. Troghetsmatrisen blir

8 0 0
ma’> [0 2 0
0 0 10

(c) Se kursboken (Meriam & Kraige, avsnitt 6/6).

2. Vi soker en rorelseekvation som beskriver ett svagt dampat system.
Finner vi denna kan vi relatera koefficienterna for de olika termerna med
den generella losningen for en svangningsrorelse med svag dampning.
Begynnelsevillkoren ger den slutliga 16sningen.

Lat oss borja med att finna rorelseekvationen. Vi kan teckna rorelse-
ekvationer for bade ekorren och for hjulet och sedan relatera dessa
genom att ekorren har en konstant hastighet relativt hjulet. Fig-
urer vore bra att anvinda for att demonstrera de storheter som ingar.
Kraftekvationen for ekorren i tangentiell led

mRA = F — mgsin 6, (1)



Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520) 2011-01-12

dar 6 beskriver ekorrens position relativt lodlinjen fran hjulets mittpunkt
(moturs positivt). F &r den okdnda tangentiella kraftkomponenten fran
hjulet pa ekorren. Hjulets rorelseekvation kommer fran vridmoments-
ekvationen

Iyp = —FR — k¢, (2)

dér ¢ beskriver hjulets rotationshastighet (moturs positivt) och den an-
dra termen pa hoger sida beskriver det dampande vridmomentet. Slut-
ligen har vi det geometriska villkoret fran ekorrens konstanta hastighet
relativt hjulet

vo = R(0 — ¢). (3)

Ovanstaende tre ekvationer, samt approximationen sinf ~ 6 for sma
vinklar ger slutligen

(Ip+mR?) 6 + k6 + mgRO = % (4)

Partikularlosningen till ovanstaende ar

kUO
mgR?’

‘gp(t) =
medan homogenlosningen ges av den allmanna 16sningen till svag dampning
0n(t) = e (Asinwgt + B coswgt) ,

— / mgR — k — /
medwn: m,b:@)n:mochwd:wn 1—C2:

mgR k2
Io+mR2 4(Io+mR2) :

Den allménna 16sningen ar 6(t) = 0,(t) + 0, (¢). Begynnelsevillkoren ar
0(0) = ¢(0) = 0 samt $(0) =0, 6(0) = vo/R, vilket slutligen ger svaret

kvo kvo b mgR\ . o
o(t) = mgR2 - mgR? |:COSWdt + (w—d - [y ) smwdt} e .

3. Se l6sningsskiss i kursboken Meriam & Kraige, SP5/19a (men notera
att riktningen for a,q ar fel i kursboken). Svaret blir:

— v h/ o = U2 v h/ ~
Urel = (UA_UB_L> 1, arelz_B(1—2—A+_>j
P vp P

dar z-axeln pekar i flygplanens rorelseriktning, y-axeln rakt upp och
z-axeln at hoger relativt fardriktningen.
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4. Losningsstrategi:

(a) Teckna rorelseekvationer for det tva cylindrarna. Vi kommer att
ha tva rorelsevariabler (tva rotationsvinklar) samt en okénd frik-
tionskraft. Foljdaktligen behovs tre ekvationer.

(b) Den mindre cylinderns position relativt vertikalaxeln kan beskri-
vas med en tredje vinkel #. Da vi har rullning utan glidning borde
denna vinkel bero pa cylindrarnas rotationsvinklar.

(c) Utnyttja sinf ~ 6 for sma vinklar for att 16sa roresleekvationen
for 6.

Troghetsmomenten for de tva cylindrarna ar I, = M;R?, i = 1,2.Vi
infor den okénda friktionskraften F' som verkar i kontaktpunkten mel-
lan de tva cylindrarna. Vinklarna 6, och 65 beskriver de tva cylindrar-
nas rotation (moturs positivt) med 6; = 6 = 0 da den mindre cylindern
befinner sig langst ner i den storre cylindern. Vridmomentsekvation-
erna blir

FRy = M, R%,, (5)
—FRy = MyR2%0,. (6)
Vi introducerar ocksa vinkeln 6 som beskriver den mindre cylinderns

position relativt vertikalaxeln (en figur vore bra). Vi kan da teckna
kraftekvationen for den mindre cylindern

F — M,gsinf = M, Ry0 (7)
Utan glidning, och med R, < R,, fas villkoret
RQQ ~ RQQQ — R101. (8)

Med vara tre rorelseekvationer och ett geometrisk samband kan vi
teckna en rorelseekvation for 8 med enbart kanda storheter. Vi ut-
nyttjar ocksa att sinf ~ 6

1 . M
<M1 + m) 0+ Rzge =0.

My Mo

Den sokta frekvensen blir darfor

w— i M1—|—M2
VRV M 20,

Notera t.ex. specialfallet da My < M;: Friktionskraften blir forsumbar
och vi har bara en normalkraft. Den mindre cylindern beter sig som
en pendel med langden Ry och frekvensen blir mycket riktigt /g/Rs.
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(")verbetygsuppgifter

5. (a) Vi utnyttjar det roterande koordinatsystemet z'y’z’ som roterar
med vinkelhastigheten 3 = Qk = Q (—sin 6, 0, cos#), dar vi har valt att
lagga y'-axeln i horisontalplanet genom snurrans masscentrum. Snur-
rans precessionsrorelse ges av det vridande moment som tyngdkraften
ger upphov till. Foljande rorelseekvation galler

dL
(E) = 7:‘0 X Mg
TYz

Vi har foljande samband mellan tidsberoende vektorer i ett inertial och
ett roterande koordinatsystem.

dL dL L

@) (&= 0 x L.

(ﬁ) (w)/”+ X
TYz z'y'z

Med L = (0,0, [sw) i det roterande koordinatsystemet (troghetsmomentet
I3 = MR?/2) och vi kan anta ett forsumbart tidsbeorende inom peri-
dL

odtiden for en precession, dvs (E) ~ (0. Rorelseekvationen ger
xly,Z,

darmed l
LwQsind = Mlgsing/2, dvs €= R_;qu'

(b) Nér snurran lutar vinkeln € ar det ytterkanten pa snurrans stav som
befinner sig i kontakt med marken. Pa denna verkar en friktionskraft,
motriktad hastigheten varmed vilken staven glider pa underlaget. Frik-
tionskraften blir uMgj’ och den utévar dirmed ett vridande moment
T=uM g%%’ map snurrans masscentrum. Detta vridmoment kommer
att ge upphov till en dndring av rorelsemangdsmomentet i positiv z'-
led, dvs vinkeln 6§ kommer att minska.

(c) Vi infér nu ett tidsberoende for riktningen pa symmetriaxeln, dvs
%k" = —60i'. Rorelseekvationen ovan innehaller darmed termer i z'-
riktningen som vi tidigare har forsummat. Dessa ger

. 1
—0l3w = é,uMgl.
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Med 6 = df/dt kan vi integrera fran vinkeln 6 till 0

2
/ —d0 _ By
gl pgl

6. Med en kraft som alltid ar riktad langs med separationsvektorn mellan
de tva partiklarna kommer dessa att rora sig ett plan. Med polara
koordinater i detta plan galler foljande for masscentrumssystemet

mlf'l + mgfg = 0,

dvs m 71 = —mary eller myr; = meory 10r storlekarna. Den kinetiska
energin blir
my

AN my, -,
T = o3 71+ 72\7"2]2 =

m2 - m2

dér g = mymy/(my + my) &r den reducerade massan. Den potentiella
energin beror pa avstandet r = ry 4+ 1o = mgre/pu. Med 0 och 5 som
generella koordinater far vi Lagrangianen

2

ms (. :
L=T-V= 2—: (r%+r§92> —V (mara/p) . 9)

Konserverade storheter ges av rorelsekonstanter. Da Lagrangianen sak-
nar f-beroende ger den ena av Lagranges ekvationer direkt att
oL  mar 20
— = —22_ — konstant = J.
00 p

Nu géller det bara att identifiera J. Systemets totala rorelseméngds-
moment runt masscentrum ar myr2f + myr20 = mr20/p = J. Alltsa
ar rorelsemangdsmomentet konserverat.

For att finna en annan rorelsekonstant tecknar vi
dL OLdg; 0L .\ OL dg; d (OL\ .| d
%_;(@E+@qf> —;[a—qﬁm 5,) )~ @2

dar vi har utnyttjat Lagranges ekvationer samt att L ej beror pa t
explicit. Rorelsekonstanten blir darmed

oL .
Z —¢; — L = konstant
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I vart fall finner vi att summan i1 vansterledet blir
m%f‘% n m%r%@% _
n u

2T

Y

dvs med L = T — V ser vi att var rorelsekonstant ar 7'+ V = F =
konstant.
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