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Tentamen i Mekanik F del B T OSQ

Tid och plats: Mandagen den 14 januari 2002 kI 14.15 - 18.15 1 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182,

Hjilpmedel: Valfria tabellsamlingar, valfri raknedosa samt egenhandigt skriven Ad-sida.
Lésningarna anslas pé institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédorren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Poingberdkning. Varje uppgift ger maximalt 10 podng. Grénsen for godkant ar 30 p.

Ténk pd att rita figur i forekommande fall, forklara inférda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Gor dimensionsanalys. Aven ofullstandiga
l6sningar kan poangsattas.

1. a) Ar det mojligt for en satellit att rora sig pa en cirkular bana kring jorden sa att
omloppstiden blir kortare an ett dygn? (Satelliten paverkas bara av gravitationskraften
fran jorden.) (5 p)

b) Emilia skickar en morgon klockan 08.15.13 ett email fran Goteborg till Osqar i
Stockholm, som far det klockan 08.15.19. Truls beskriver dessa bada handelser relativt
sitt vilosystem, som ror sig med en likformig hastighet v relativt jorden. Ar det majligt
att detta email enligt Truls kommer fram innan det skickades? (5 p)

2. Bevisa, utgaende fran Lorentztransformationen, den relativistiska formeln for trans-

formering av hastigheter
. Up — U
u

27§ vUug/c?

(Har ar u, och ul z-komponenterna av hastigheter relativt tva inertialsystem .5° och
S’ som rér sig relativt varandra med hastigheten v lings med z-axeln.)

3. En fjider med fjaderkonstanten k; har sin ena ande fix och i den andra anden hanger en
massa m;. | denna massa ar fist ena anden av en annan fjader med fjaderkonstanten
k,, och i den andra anden av denna fjader hanger en annan massa ms. De tva mas-
sorna kan bara rora sig i vertikalled. Infor lampliga generaliserade koordinater och
stall upp Lagranges ekvationer for detta system. Bestam sedan vinkelfrekvenserna for
svangningar kring jamviktslaget.

4. P& grund av jordrotationen ar inte jordklotet sfériskt utan nagot avplattat vid pol-
erna. For att analysera detta kan man anta att jorden ar flytande, vilket betyder
att den totala potentiella energin (fran gravitationskraften och centripetalkraften) for
en hypotetisk partikel med massan m skall vara konstant Sver hela jordytan. Givet
att jordradien vid ekvatorn ar 6378 km, uppskatta med denna metod jordradien vid
polerna.

Vand!




Losningar till Tentamen i Mekanik F' del B 2002-08-20

Uppgift 1.
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Om £ ar rotationsvektorn och v ar bilens hastighet (relativt jorden) ges corioliskraften av
Feoriolis = —2m&} X v. (1)

Corioliskraften ar riktad utat vinkelratt mot €2 och v och horisontalkomponenten ar riktad soderut
(se fig.).

b)

Betrakta ett koordinatsystem, (2, y'), dar rymdskeppet ar i vila, dvs systemet ror sig med hastighet
v =2.0-10® m/s langs z-axeln i system (z,y) (fixt relativt jorden och solen). Neutrinopartiklarnas
hastighet i system (z,y) ar u = u, = ¢ = 3.0 - 10° m/s och beskrivs i (z',y')-systemet av

Up — U

SR @
och "
'f:—-——-y = — = Loy " A " 5 —‘2‘2:'\.ﬂ’2w»‘2
. [l = vu,/c?] {=ch=gfy=eyl-2*fc & —%h (3)
dvs

u = Vug tu =vuvit+cd—vl=c (4)
Neutrinopartiklarna ror sig med ljusets hastighet relativt rymdskeppet, men i en annan riktning an
relativt jorden och solen. Om ¢ ar vinkeln mellan w och v har vi (se fig.)

; 2
tan ¢ = ﬁ = ¢ = arctan (E) = 42°, (5)




Uppgift 2.

Kinetisk energi: K = f(q)¢*

potentiell energi: V = V/(g)

Lagrangefunktionen: L = K — V = f(q)¢* — V(q)

Visa att Lagranges ekvation %% — %% = 0 medfor att den totala mekaniska energin F = K 4+ V ar
konstant, dvs %E =0.
dBE 4 s df ., 5
B di Ho)d) =24 + fla)g (6)
oL df ., dV
ik . I 7
Lagranges ekv. blir
doL oL df ., . dv
———— = — 2f — =0 8
Gioa g dgl T Haa+ 2 (8)
Energin ges av £ = f(q)¢* + V(q), sa
d daf ; o e &Y .l . dV
—FE=— 2 —qg=q|—=— 2 — ] =0 9
Gl =ggdd H@)4G+ -4 (dqq +2flai+ 4 (9)
=0 enl. Lag‘:anges ekv.
V.SV
Uppgift 3.
M
k _, I
Y I
' m
@) @)
Generaliserade koordinater: = och ¢
Vagnens kinetiska energi: K, = :Mz?
Vagnens potentiella energi: V, = 1ha?
Pendelns kula har hastigheten v, (se fig.)
v? = 1’ sin® ¢ + (Ipcos ¢ + &)? = 129 + 27 + 2igcos ¢ (10)
Pendelns kinetiska energi: K, = tmv} = %m(lgg-bg + &% + 2 cos P)
Pendelns potentiella energi: V,, = —mglcos ¢
Lagrangefunktionen kan nu skrivas L = K, + K, — V, = V,
1 -2 1 252 = 1) ! 1 2
o= §(Mr +m)i* + Em(l ¢ + 2l cos p) — -2~k3; + mgl cos ¢ (11)




Sok Lagranges ekvationer %g—i - g—; = ( for = och ¢.

%% = (M +m)i + mldcos ¢

%% =(M+m)z + mlq-b.cosgﬁ - m-fﬁ,-éz sin ¢
% —_ kx

8L — m({%¢ + li cos ¢)

%2—&; = m(I2 + li cos ¢ — lzdsin @)

2L = —miidsing — mglsin ¢

Vi kan nu skriva upp Lagranges ekv. for z och ¢

ml - ml

e L A — 52 gt = ]_2
$+1M+mcpcosgo M-|—m¢ Sln¢+M+mm . ( )
(E)—%—?cosqb—l—%sinqﬁzo (13)
For sma sviangningar omkring jamviktslaget reduceras ekvationerna ovan till
ml - k
v = 14
B rm T My (14)
THé+76=0 (15)

dar vi har anvant cos¢ ~ 1, sin¢ =~ ¢ och ¢?* ~ 0. Ekvationerna kan skrivas pa matrisform

Mx + Kx =0, dar
x—(w) pre | 1 e K—(‘_“f% O) (16)
=lg)r M=y ") KU
Ansats av typen x = ae™’, dir a ar en kolumnvektor innehallande amplituder, ger
(-Mw? + K)a=0. (17)

Nollskilld 16sning for a fas endast da determinanten av (—Mw? + K') ar lika med noll. Detta leder
till en andragradsekvation i w? med lésningarna

w2:g(M+m)+kl 1

2MI QMﬂ/gz(M +m)? + (kl)? — 2gkl(M — m) (18)




Uppgift 4.
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Placera ett koordinatsystem (&, 7, () langs stangens huvudtroghetsaxlar. I detta system ar troghetstensorn
diagonal,

e 0 0
I=(0 1, 0], (19)
0 0 e
dar 1 !
]EE = -I—Qm-fz, I???? = 0, [gc = ﬁmlz (20)

Rotationsvektorn beskrivs i (£, 7, ()-systemet av
w = w(cos af + sin af). (21)

Stangens rorelsemangdsmoment ar L = Iw

leml2 0 0 0 1 R )
i 0 0 0 weosa | = —mlfwsinal = L, (22)
1, g2 . 12
0 0 ml wsin o
dvs L roterar kring w vinkelratt mot stangen.
Z
|
'
oo
-.\ :
NN y
wr

For att berakna kraftmomentet pa stangen, 7 = %, beskriver vi L i ett fixt koordinatsystem (z, y, z)
dar rotationsaxeln ligger i z-riktningen (se fig.),

L = L cos acoswitx + L cos asinwty + Lsin az. (23)

4




Kraftmomentet ges av

dL

T oy = —Lw cos asin wiX + Lw cos a cos wty = Lw cos o — sinwiX + coswty), (24)
vilket ger
|
T=|r|= /12472 = Lwcosa = -1_—27fm’.2w2 sin o cos a. (25)
Vi kan nu berdkna kraften F fran axeln pa vardera lagret mha 7 = Fd,
L.
F= Emgwg sin a cos a. (26)
Uppgift 5.
A
0

Betrakta ett system som roterar med karusellen. Emils pendel paverkas i detta system, utoéver
tygngdkraften W = mg, av fiktiva krafter. De fiktiva krafterna i roterande system ges av

Ffict = Fcorz’oh’s + Fcentrifugal = —2m x Veot — mEd x ( Q x r): (27’)

dar @ = Q% ar rotationsvektorn och v,,; = v(—r) ar Emils hastighet i det roterande systemet.
Centrifugalkraften ar riktad utat fran rotationsaxeln och paverkar darfor inte pendelns rorelse.

A

Feoriotis = —2mS2 X Ve = —2mflz x v(—t) = 2mvé (28)

Totala kraften i pendelns rorelseplan ges av

F = —mg#z + 2mv8 (29)

coriolls
Pendelns utslagsvinkel i jamvikt, ¢q, ges av
Fcor'io 18 2mQ , 20
tan ¢y = 71 — o = a.rctan(_—v). (30)
W myg g

Om pendeln var stilla nar Emil bérjade ga kommer den att pendla med amplitud ¢ omkring
jamviktslaget. Maximal utsalagsvinkel blir darfor ¢,,.. = 2¢p.




Uppgift 6.
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Energikonservering ger

E+my = E; + E,, (31)

dar £y och E. ar fotonens resp. elektronens energi efter stoten.
Rorelsemangdskonservering ger

—: Efc=p.cos¢ = E* = (p.c)? cos? ¢

1t 0= E¢/c— pesing = E% = (p.c)?sin® ¢

dar p. ar elektronens rorelseméngd efter stoten, E/c och E;/c ar fotonens rorelsemangd fore resp
efter stoten. Addition av ekvationerna ovan ger

E? + E? = (p.c)’. (32)
Satter vi in enregi-rorelsemangdsrelationen (p.c)? = E? — (moc?)? i ekv. (32) far vi
E® + E? = E? — (moc®)? (33)

Anvénd energikonservering (ekv. (31)) och ekv. (33) f6r att eliminera elektronens energi F.. Fran
ekv. (31) har vi

B o= E—i—moczﬁE'f. (34)
Insdttning i ekv. (33) ger
F e E? =(E+ mge® — E'f)2 — (TR-DCQ)2., (35)
vilket leder till ett uttryck for fotonens energi efter stoten
E
L = e T (36)




Tentamen 1 Mekanik F del B

Tid och plats: Tisdagen den 20 augusti 2002 kl 09.15 - 13.151 V.

Jourhavande assistent: Niclas Jacobson, ankn 8425.

Hjilpmedel: Valfria tabellsamlingar, valfri raknedosa samt egenhandigt skriven A4-sida.
Losningarna anslas pa institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédorren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Podngberdakning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. Gransen for godkant ar 30 p.

Tdnk pa att rita figur i forekommande fall, forklara inférda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Gor dimensionsanalys. Aven ofullstandiga
l6sningar kan poangsattas.

1. a) En bil fardas rakt osterut pa en vag i Goteborgstrakten. Pa grund av jordrotationen
paverkas den av en Corioliskraft, som kan uppdelas i en vertikalkomponent och en
horisontalkomponent. At vilket vaderstrack ar horisontalkomponenten riktad? (5 p)

b) En strom av masslosa neutrinopartiklar fardas med ljushastigheten ¢ = 3,0-10® m/s
fran solen mot jorden. Deras bana korsas i rat vinkel av ett rymdskepp, som fardas
med hastigheten v = 2,0 - 10® m/s (relativt jorden och solen). Hur stor hastighet har
neutrinopartiklarna relativt rymdskeppet? (5 p)

2. Ett mekaniskt system beskrivs med en generaliserad koordinat ¢ och Lagrangefunk-
tionen L = K — V. De kinetiska och potentiella energierna ar av formen K = f(q)q?
respektive V = V(q), dar f och V ar vissa givna funktioner av ¢. Visa att Lagranges

ekvation £=* — =2 = 0 medfor att den totala mekaniska energin £ = K + V ar
konstant, det vill saga att %E =0.

3. En vagn med massan M kan rora sig friktionslost langs ett horisontellt spar och ar
forbunden med en fix punkt pa sparet med en fjader med fjaderkonstanten k. Fran
vagnen hanger en kula med massan m (och tyngden mg) i ett snore med langden [.
Kulan pendlar i ett vertikalplan genom sparet som vagnen ror sig pa. Skriv upp La-
granges ekvationer for detta system och bestam vinkelfrekvenserna for sma svangningar
omkring jamviktslaget.

4. En homogen stang med langden [ och massan m ar i sin mittpunkt fast pa en axel som
bildar vinkeln o med stangen. Axeln ar friktionslost lagrad i tva kullager pa avstandet
d fran varandra, och roterar med vinkelhastigheten w. Berakna kraften fran axeln pa
vardera lagret. (Tyngdkraften far forsummas.)

Vand!



5. Emil star forst stilla pa en karusell som roterar med vinkelhastigheten 2 och bérjar
sedan plotsligt ga i riktning mot centrum med hastigheten v. Framfor sig haller han
en matematisk pendel som bara kan gora utslag i ett vertikalplan vinkelratt mot hans
gangriktning.

Bestam pendelns utslagsvinkel nar den har kommit i jamvikt (5 p).
Bestam aven dess maximala utslagsvinkel om den hangde stilla rakt ned nar Emil

borjade ga (5 p).

6. En foton med energin F kolliderar med en elektron i vila (vilomassa mg). Efter kol-
lisionen bestar systemet av elektronen samt en foton som ror sig i 90° vinkel relativt
den inkommande fotonen. Bestdm den utgaende fotonens energi.

Lycka till!



Losningar till Tentamen i Mekanik F del B 2002-08-20

Uppgift 1.
a)

N IQ A

>

»
— - Feoriali
\%
Vv o]
S

Om Q ar rotationsvektorn och v ar bilens hastighet (relativt jorden) ges corioliskraften av

Fcoriolis = —2mf) X v. (1)
Corioliskraften ar riktad utat vinkelratt mot €2 och v och horisontalkomponenten ar riktad séderut
(se fig.).
b)
J - TZ X U;(
PV
[ —
; u=uy ¢
y yl u' uv

Betrakta ett koordinatsystem, (2/,y’), dar rymdskeppet ar i vila, dvs systemet ror sig med hastighet
v =2.0-10% m/s langs z-axeln i system (z,y) (fixt relativt jorden och solen). Neutrinopartiklarnas
hastighet i system (z,y) &r v = u, = ¢ = 3.0 - 10% m/s och beskrivs i (2, y')-systemet av

, Uy — 0

= T =0} = 2)
och u

u, = m:{uy:c}:c/’y:c\/l—vz/czzvc?—vz, (3)
dvs

u’:,/ug—l—uz’f:\/v?—l—c?—v?:c. (4)
Neutrinopartiklarna ror sig med ljusets hastighet relativt rymdskeppet, men i en annan riktning an
relativt jorden och solen. Om ¢ &r vinkeln mellan v och ' har vi (se fig.)

v 2 o
tan ¢ = /g = ¢ = arctan (75) = 42°. (5)



Uppgift 2.

Kinetisk energi: K = f(q)¢*
potentiell energi: V = V(q)

Lagrangefunktionen: L = K —V = f(q)¢* — V(q)

Visa att Lagranges ekvation %%—s — % = 0 medfor att den totala mekaniska energin /' = K + V ar
konstant, dvs %E =0.
doL d . df . .
——=—(2 =2"G"+2 6
e~ ai 01 =250+ 2/(9)d (6)
oL df ., dV
R L g
dq  dq dq
Lagranges ekv. blir
doL dL df. . dV
AL _ 9L _ Ay op(g)i+ L =0 (8)

dt 0¢ 0q dg
Energin ges av £ = f(q)¢* + V(q), sa

dq

d df .. Lo dve. (df . . dV
_E — 2 9 2= 2 9 27 ) =
gt = ggtd 2 @di+ 5o q(dqq +2f(q)G + dq) 0
=0 enl. Lagranges ekv.
V.SV
Uppgift 3.
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Generaliserade koordinater: x och ¢
Vagnens kinetiska energi: K, = $Mi?
Vagnens potentiella energi: V, = %kxz
Pendelns kula har hastigheten v, (se fig.)
v; = 2¢*sin? ¢ + (lqb cosp+ 1) = ¢ + 32 + 2l cos &

Pendelns kinetiska energi: K, = %mvz = %m(lzq'bz + 32 + 2l cos ®)

Pendelns potentiella energi: V, = —mgl cos ¢

Lagrangefunktionen kan nu skrivas L = K, + K, =V, =V,

1 - - 1
L= §(M +m)a? + §m(l2qb2 + 2lipcos @) — 51{:1;2 + mgl cos ¢

(10)

(11)



Sok Lagranges ekvationer %g—i — g—i = 0 for x och ¢.

% =(M+m)z + mlq'bcosqb

L= (M +m)i+ mld cos ¢ — mld?sin ¢

9L — kg
5L — m(I%¢ + i cos ¢)
%% = m(lzqg + [Zcos ¢ — l:i;q'b sin @)

% = —ml:fcq'b sin ¢ — mgl sin ¢

Vi kan nu skriva upp Lagranges ekv. for = och ¢

. ml - ml ., .
:1;+M+mqbcosqb—mqb smqb—l—M_l_m:Jc—O

b+ jcosqb—l— %sinqb: 0
For sma svangningar omkring jamviktslaget reduceras ekvationerna ovan till

ml - k

x—I_M—I—mqb—I_M—I—mx

T+o+96=0

(14)

(15)

dar vi har anvant cos¢ =~ 1, sing ~ ¢ och ¢* ~ 0. Ekvationerna kan skrivas pa matrisform

M% + Kx = 0, dir

T 1 ml k 0
X:( ) M:( M+m), K:(M+m )
s P 0"

Ansats av typen x = ae™!, dar a ar en kolumnvektor innehallande amplituder, ger

(—Mw? + K)a=0.

(16)

(17)

Nollskilld 16sning for a fas endast da determinanten av (—]\4w2 + K) ar lika med noll. Detta leder

till en andragradsekvation i w? med losningarna

2_g(]W—I—m)—I—kl 1

W’ = + =G (M + m)? + (kl)? — 2gklI(M — m)

2M1 2M1

(18)



Uppgift 4.
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Placera ett koordinatsystem (&, 7, () langs stangens huvudtroghetsaxlar. I detta system ar troghetstensorn
diagonal,

Iee 00
I=(o0o 17, 0/, (19)
0 0 I
dar | |
[gg == Emlz, [7777 == 0, [CC == Emlz (20)
Rotationsvektorn beskrivs i (£, 7, ()-systemet av
w = w(cos arj + sin ozgt). (21)
Stangens rorelsemangdsmoment ar L = Iw
%ml2 0 0 0 1 ) )
L= 0 0 0 weosa | = Emlzw sina = L, (22)
0 0 Ltml? w sin o

12

dvs L roterar kring w vinkelratt mot stangen.

V4
L
a
\\\\\ i y
ot
X
For att berdkna kraftmomentet pa stangen, 7 = %, beskriver vi L i ett fixt koordinatsystem (z,y, 2)
dar rotationsaxeln ligger i z-riktningen (se fig.),
L = Lcosacoswix + L cosasinwty + Lsin az. (23)

4



Kraftmomentet ges av

dL
T = T = —Lwcos asinwtX + Lw cos o cos wty = Lw cos a— sinwtx + cos wty), (24)
vilket ger
1
=7 =/t + Ty2 = Lwcosa = Emlzwz sin a cos a. (25)
Vi kan nu berdkna kraften /' fran axeln pa vardera lagren mha 7 = Fd,
1 72
= Emguﬂ sin o cos av. (26)
Uppgift 5.
N
0

Betrakta ett system som roterar med karusellen. Emils pendel paverkas i detta system, utover
tygngdkraften W = mg, av fiktiva krafter. De fiktiva krafterna i roterande system ges av

Ffict — Fcoriolis + Fcentrifugal = —2mf} x Viot — mEl x ( Q x I'), (27)
dar Q@ = Oz ar rotationsvektorn och v,,; = v(—r) ar Emils hastighet i det roterande systemet.
Centrifugalkraften ar riktad utat fran rotationsaxeln och paverkar darfor inte pendelns rorelse.

Fooriotis = —2m&Y X v,op = —2mOz X v(—1) = 2mOvd (28)

Totala kraften i pendelns rorelseplan ges av

F = —mgz+ 2mOve (29)

Izcoriolis
FreS
Pendelns utslagsvinkel 1 jamvikt, ¢g, ges av
Fcorio s 2mQ 20
tan ¢y = Wl = ng — ¢y = arctan(%). (30)

Om pendeln var stilla nar Emil borjade ga kommer den att pendla med amplitud ¢y omkring
jamviktslaget. Maximal utsalagsvinkel blir darfor ¢,,.. = 2¢o.



Uppgift 6.
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Energikonservering ger

E 4 moc? = F;+ E., (31)

dar Ey och E,. ar fotonens resp. elektronens energi efter stoten.
Rorelsemangdskonservering ger

—: E/c=p.cos¢d = E? = (p.c)? cos® ¢

T: 0= FEf/c—pesing = Ef = (pec)® sin? ¢

dar p. ar elektronens rorelseméangd efter stoten, E/c och Ef/c ar fotonens rorelseméangd fore resp
efter stoten. Addition av ekvationerna ovan ger

E?+ E? = (pec)Q. (32)
Satter vi in enregi-rorelsemangdsrelationen (p.c)* = E? — (moc?)? i ekv. (32) far vi
E?+ E? = Ee2 — (m002)2 (33)

Anvand energikonservering (ekv. (31)) och ekv. (33) for att eliminera elektronens energi F.. Fran

ekv. (31) har vi

E. = E+moc® — E;. (34)
Insattning i ekv. (33) ger
E? + E? =(E+ moc® — Ef)2 — (m002)2, (35)
vilket leder till ett uttryck for fotonens energi efter stoten
E
Ff=———-+7—. 36
! E/moc* 4+ 1 (36)



Tentamen 1 Mekanik for F del B

Kurskod: FFM052

FEraminator: Mans Henningson.

Tid och plats: Mandagen den 21 oktober 2002 kl 08.45 - 12.45 1 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182.

Hjalpmedel: Typgodkand raknedosa.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. (Deluppgifterna i uppgift 1 ger
vardera 5 poang.) Gransen for godkant ar 30 poang.

Tdnk pa att losningarna maste vara presenterade pa ett klart och tydligt satt. Rita korrekta
figurer dar det klart framgar till exempel vilket koordinatsystem som anvands. Alla 6vriga
inforda beteckningar skall ocksa forklaras och uppstallda ekvationer motiveras. Bara formler
utan forklarande text ar inte acceptabelt.

De kvalitativa uppgifterna 1 a) och b) krdver inte nagra lingre rikningar. Teoriuppgiften 2
skall behandlas i ett allmdnt fall utan nagra extra antaganden. Rdikneuppgifterna 3 - 6 dr
inte ordnade efter svarighetsgrad.

1. a) En konstakerska utfor en piruett pa isen. Till en borjan har hon armarna rakt
utstrackta, men sedan drar hon in dem mot kroppen. Man kan darvid observera att
hennes vinkelhastighet okar. Forklara detta genom att anvanda att en viss storhet ar
konstant i tiden.

b) Den vanstra och den hogra massan ar lika, och de tva fjadrarna i det hogra systemet
ar av samma typ som fjadern i det vanstra systemet. Det vanstra systemet kan utfora
vertikala svangningar med svangningstiden t = 0,5 s. Vad blir svangningstiden for det
hogra systemet?

2. En stel kropp roterar kring en fix punkt O med vinkelhastighetsvektorn &. Visa att
dess kinetiska energi kan skrivas

1 —
T: §E'Ho,

dar vektorn Hy ar kroppens rorelsemangdsmoment med avseende pa O.

3. Raketen véger 2,8 ton och bransleférbrukningen &r 120 kg/s. Forbranningsgasernas
hastighet relativt raketen ar 640 m/s. Pa den aktuella héjden ar tyngdaccelerationen
9,34 m/s%. Bestam vertikal och horisontalkomponenterna av raketens acceleration.

Vand!



4. Armen OA har tyngdpunkten i G, massan mg 4 och troghetsmomentet /y med avseende
pa den fixa punkten O. Kugghjulet B har massan mp och troghetsmomentet /4 med
avseende pa sin mittpunkt A. Kugghjulet C ar fixt i vertikalplanet och kan inte rotera.
Armen OA ar fran borjan horisontell och i vila, och paverkas darefter av ett konstant
vridmoment M. Bestdm vinkelhastigheten for armen OA da den &r vertikal (sa att
punkten A sammanfaller med A’).

5. Den homogena plattan har massan m och roterar med konstant vinkelhastighet w
kring den vertikala axeln. Bestam vridmomentsvektorn M med vilken plattan paverkar
axeln. (Ledning: Bestam plattans huvudtroghetsaxlar och huvudtroghetsmoment.)

6. Visa att systemets egenfrekvens ar oberoende av vinkeln 4.

Lycka till!
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1a) Eftersom kraften ar riktad i #-led &r rorelsemangdsmomentet en konserverad storhet:

dH d . _ - .
E—E(TXG)—W“XFT—O
Dvs, [1wy = Iawy och da troghetsmomentet Iy < [; (radien minskar) = ws > wy (vinkel-

hastigheten okar).
b) Det vénstra systemet har frekvensen w; = +/k/m medan det hogra har frekvensen ws =

Vk/2m = %wl (i analogi med parallellkopplade motstand, 1/ks = 1/k+1/k). Dasvangningstiden
ity = 271'/(.02 = \/itl ocht1 =0.5s = t, =
2 Uttrycket for kinetiska energin ges av:

1
\/58.

1 S| 1
T:§Zi:mif~f:§Zmi(axﬁ)~(a;><fi):§zm@ﬂx(a;xfi): @ - Hy

7 7

Hér har vi anvant (A x B)-C = A - (B x C) och att vinkelhastigheten &r densamma for varje
punkt i den stela kroppen.
3 Skriv upp rorelsemangden fore och efter ett tidssteg At:

Gt) = (M+Am)v
Gt+At) = M(v+ Av) + Am(v + u)
dar M ,Am ar massan for raketen resp. det forbrukade branslet under tiden At¢. v och Av ar hast.

for raketen resp. dess forandring, @ ar forbranningsgasernas hastighet relativt raketen (motsatt
riktning mot raketen). Detta medfor att

- dG L G+ A -Gt) . MAv+Amu dv dm
F=r = At =i ar o T ME TR
Med dd—T = —% fas att acceleration
_ uw dM  _
4= ———
M ar Y

Relativa hastigheten 1 «, y-led (horisontal- resp. vertikalled) v, = usiné, u, = uvcosé (8 = 30°)
ger nu vertikal och horisontalkomponenterna av raketens acceleration

y = ———sin @ ay = ———cosfl — g

Med givna varden (v = —640m/s, % = —120kg/s, g = 9.34m/s% 6 = 30°, M = 2800kg) blir
az = 13.7m/s* och a, = 14.4m/s>.
4 Anvand att det utforda arbetet U/ ar summan av potentiella V' och kinetiska energin 7', dvs
U =T+ V. Det utforda arbetet U = 077/2 M - d0 = M3, pga det konstanta vridmomentet M.
Kinetiska energin
1 1 1

T = 510(.02 + §IAw/2 + §m3(r + R)2w2
dar kugghjulet B snurrar med vinkelhastigheten w’ och w ar var sdkta vinkelhastighet. Vinkel-
hastigheterna ar relaterade som w’r = w(r + R). Potentiella energin da punkten A sammanfaller
med A’ (med nollan i horisontallaget) ges av V = mpg(r + R) + mOAg(g). Med U =T+ V fas
nu att

1 1 1
Mg = 5[@@02 + 5(1 + ?)ZIsz + §m3(r + R4V



Insattning av uttrycket for V' ger nu vinkelhastigheten for armen OA da den ar vertikal;

" M — g(2mp(r+ R) + moaR) B
Io +1a(1 + £)2 4 mp(r + R)?

Alternativ l6sning: Anvand en momentekvationen kring O och integrera over df fran 0 till 7,

eftersom [ adf = [ wdw;

7T/2 R w R
/ (M—mOAgECOSH—mBg(r—l—R)cosﬁ)dH:/ (Io+m3(r+R)2—|—IA(1+?)Z)wdw
0 0

vilket ocksa ger den erhallna losningen ovan.
5 Infor principalaxlar #’,y/, 2/, dar z’,y ligger utmed plattans yta sa att ' = x och z’ bildar
¢ = 45° vinkel med z. Troghetsmomentet kring 2’ ges nu av (deviationsmomenten ar ju hér noll)

Lw 00
I= 0 Iy 0
0 0 Lo

- 1 4 1 1 1 5 .
da,I' Ix/x/ = ﬁm(4d)2 = §md2’ Iy/y/ = ﬁm(Qd)z = §md2, Iz’z’ = ﬁm((Qd)2+(4d)2) = §md2 For
att relatera vara tva koordinatsystem infor enhetsvektorer z’, ¢/, 2’ utefter ', 1y’ resp. z’-axlarna.

/ ~

@ = =z
¥ = cosfy+sinfz y = cos By — sin f2'
2 = —sinfy+coshz 2 =sinfy + cos 62’

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som w = wz = w(sin 8y’ +cos 02) vilket medfor att rorelsemangdsmomentet
0= wWlyryr sin 0y +wl,i, cos Bz

och vridmomentet, med vilken plattan paverkar axeln;
Y - 2 o 2 9o
M=—-wxH=—w*(l — Iyy)cosfsin 0z’ = —gmw d°z

Vinkelhastigheten for koordinatsystemet z’, 4/, 2z’ ar ju dven den wz.
Alternatw losning: Om vi inte infor principalaxlar behover vi rakna ut deviationsmomenten [,
och I, eftersom

M=-wx H=—wl,z+wl.y (1)
dar I, =0 och [, = %md2 sa att M = —%mdzwzi‘.
6 Infor xz-axel utmed det lutande planet fran jamviktslaget som ligger avstandet ¢ ifran fjaderns
ospanda lage. Rorelseekvationen ges da utav

mi = —k(x +d) + mgsinf

I jamviktslaget z = 0 galler att:
kd=mgsind — i+ —ax=0
m

med losning

k
z(t) = Asinwt + B coswt; w=1]—
m

dar konstanterna A, B bestams av begynnelsevarden. Vi ser att w ar oberoende av 8. 6§ bestammer
enbart jamviktslaget d varifran sviagningarna utfores.



Tentamen 1 Mekanik for F del B

Kurskod: FFM052

FEraminator: Mans Henningson.

Tid och plats: Mandagen den 13 januari 2003 kl 14.15 - 18.151 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182.

Hjalpmedel: Typgodkand raknedosa.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. (Deluppgifterna i uppgift 1 ger
vardera 5 poang.) Gransen for godkant ar 30 poang.

Tdnk pa att losningarna maste vara presenterade pa ett klart och tydligt satt. Rita korrekta
figurer dar det klart framgar till exempel vilket koordinatsystem som anvands. Alla 6vriga
inforda beteckningar skall ocksa forklaras och uppstallda ekvationer motiveras. Bara formler
utan forklarande text ar inte acceptabelt.

De kvalitativa uppgifterna 1 a) och b) krdver inte nagra lingre rikningar. Teoriuppgiften 2
skall behandlas i ett allmdnt fall utan nagra extra antaganden. Rdikneuppgifterna 3 - 6 dr
inte ordnade efter svarighetsgrad.

1. a) En helikopters rotor roterar motsols sedd ovanifran. Néar helikoptern hovrar (d v
s star stilla i luften) &r rotorn horisontell, men nar helikoptern sedan skall borja rora
sig framat later piloten den tippa kring en horisontell axel sa att nosen sanks. Harvid
uppstar en gyroskopverkan sa att helikoptern aven tippar i sidled. Ar det helikopterns
vanstra eller hogra sida som sanks?

b) En massa m ar fast i en icke-linjéar fjader som paverkar den med kraften F' = ka+Aa®,
dar k£ och A ar konstanter och = ar avvikelsen fran jamviktslaget. Systemet kan utfora
en svangningsrorelse med amplituden ., och svangningstiden 7. Om A = 0, blir
svangningstiden 7' = 2m/m/k oberoende av amplituden .. Om A > 0, blir da T
en avtagande eller vaxande funktion av .7

2. Utga fran Newtons andra lag F = p, dar F ar den totala yttre kraft som verkar pa ett
givet materiellt system med rorelsemangden p. Harled darifran rorelseekvationen for
en raket med massan m(¢) som paverkas av en yttre kraft F(¢). Raketens hastighet
ar v(t), och den massa som lamnar raketen har hastigheten u(t) relativt raketen.
(Ledning: Det géller alltsa att stélla upp en differentialekvation fran vilken man kan
16sa ut v(t) uttryckt i F(¢), m(t), m(t) och u(t).)

3. Hylsan A ror sig med konstant hastighet v. Bestam vinkelhastigheten w for stangen
AB uttryckt i s, v och R.

4. Den tunna ringen har massan m och kan fritt rotera 1 vertikalplanet kring den fixa
punkten O. Om den sléapps i vila da § = 0, bestam n- och t-komponenterna av kraften
som paverkar ringen i O som funktioner av 6.

5. Bestam systemets rorelsemangdsmoment Hy med avseende pa O i det avbildade 6gonblicket.
Klotens radie samt massan for axeln och stangerna kan forsummas.

6. Stall upp systemets rorelseekvation och bestam dess naturliga vinkelfrekvens w,, och
dampfaktor (.

Lycka till!
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Tentamen | Mekanik for F del B
13 januari 2003

1a) Helikopterns rotor roterar motsols sa att rérelsemangdsmomentet ar riktat uppat och dess
tidsderivata framat. Antag att vi lagger pa ett yttre moment sa att nosen pa helikoptern inte sanks
pa nagon sida, dvs sa att nosen pekar rakt fram. For att dstadkomma detta maste ett moment
som drar nosen at hoger laggas pa. | frdnvaro av detta yttre moment kommer alltsa helikopterns
vénstra sida att sénka sig.

b)Med A = 0 har vi en linjar fjader med T' = 27+/m/k, dar k ges av lutningen i kurvan F' = k.
Med X > 0 fas en brantare lutning pa kurvan F = kz 4+ Az> med 6kande z,,,, Vilket gor att T’
kommer att avta som funktion av « ;4.

2 Skriv upp rérelsemangden fére och efter ett tidssteg At:

p(t) = (M+Am)v
pt+At) = M(v+ Av)+ Am(v + a)
dar M,Am &r massan for raketen resp. det forbrukade bréanslet under tiden A¢. v och Av ar

hast. for raketen resp. dess férandring, u ar forbranningsgasernas hastighet relativt raketen. Detta
medfor att

_dp . P+ A —pt) . MAi+Ama _dv  dm
== At = Jim At =Mt
Med 42 = —4M 3 att

i) = < (F(1) + M(0)a(n).
3 Vi har ett tvang pa systemet for den ratvinkliga triangeln med sidorna R, s/2, Rsin 0

82
(Rsin6)? + 7= R?
dar ¢ ar en av de tva vinklarna som é&r lika stora i den likbenta triangeln som bildas av sidorna
med langderna R, R, S. Derivera bada sidor m.a.p tiden sa fas uttrycket (s = v)

f—___v
4R% — 52
Vinkelhastigheten for stdngen kommer nu att bli w = —f = v(4R? — s?)~ =, medsols rotation.
4 Vi skall rékna ut krafterna O;, O,, riktad i —¢-led och n-led, med hjélp av Newtons andra lag. Vi
behover dé accelerationens ¢, n komponenter som ju &r a; = ra och a,, = rw? D& kraftmomentet
M = Ia, dér « &r vinkelaccelerationen och tréghetsmomentet I = I, + m»2. Den tunna ringen
har tréghetsmomentet I. = mr?, vilket medfor att I = 2mr2. Eftersom kraftmomentet kring pkt
O ar M = mgrcos 6 fas att
mgr g
o= cos ) = =—cosf.
2r

1
Nu behover vi endast ta fram ett uttryck for vinkelhastigheten sa kan vi l6sa ut vara efterfragade

kraftkomponenter. Genom att anvanda att ;" wdw = foe ad@ (ringen slapps ju i vila vid ¢ = 0) fas
attw? = £sin, vilket i sin tur leder till Newtons andra lag:

O,, — mgsinf = mrw? — O, = 2mgsinf

1
-0 +mgcos ) = mra — 0, = §mg cos

dar O, ar riktad i n-led och O, i —t-led frén punkten O.



5 Vinkelhastigheten & = wz sa att rérelsemangdsmomentet m.a.p O i det avbildade 6gonblicket
blir
Ho = —wl, & — wlyy+wl,.z

dar I,., I, ar deviationsmoment. Vi har att

L, = mR’+mR*=2mR*
1 2 1
Ixz = 0

och slutligen
_ 1
Hop = gmeLg +2mwR?z.
6 Vi stéller upp rorelseekvationen och identifierar sedan dampfaktorn ¢ och vinkelfrekvensen w,,.

Ur figuren ser vi att ¢y @, kz, eco# kommer att motverka rérelsen i z-led medan c.2p kommer att
vara en drivande faktor. Newtons andra lag kommer nu att se ut sa har:

mr = —ci1& — ca& — kx — cawbsin wi
vilket ocksé kan skrivas som
(Cl + Cz) k 2 .
= — r— —x — sin wit
m m m
eller pa standardformen
cowb

P4 2wpd +wie=— sinwt.

m

Identifiera nu den dimensionsldsa ddmpfaktorn ¢ och vinkelfrekvensen w,;

C:(Cl—i_CZ)’ o = /ﬁ.
2mwn, m



Tentamen 1 Mekanik for F del B

Kurskod: FFM052

FEraminator: Mans Henningson.

Tid och plats: Tisdagen den 19 augusti 2003 kl 08.45 - 12.45 1 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182.

Hjalpmedel: Typgodkand raknedosa.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. (Deluppgifterna i uppgift 1 ger
vardera 5 poang.) Gransen for godkant ar 30 poang.

Tdnk pa att losningarna maste vara presenterade pa ett klart och tydligt satt. Rita korrekta
figurer dar det klart framgar till exempel vilket koordinatsystem som anvands. Alla 6vriga
inforda beteckningar skall ocksa forklaras och uppstallda ekvationer motiveras. Bara formler
utan forklarande text ar inte acceptabelt.

De kvalitativa uppgifterna 1 a) och b) krdver inte nagra lingre rikningar. Teoriuppgiften 2
skall behandlas i ett allmdnt fall utan nagra extra antaganden. Rdikneuppgifterna 3 - 6 dr
inte ordnade efter svarighetsgrad.

1. a) Vilken av de tva pendlarna har langst svangningstid? (Stangernas massa forsummas.

Stangen och de tva massorna i den hogra pendeln ror sig tillsammans som en stel
kropp.)
b) Man har tillverkat tre klot med samma massa och radie. Klot Pb bestar av ett
ihaligt sfariskt skal av bly (densitet 11,3¢g/cm?). Klot Al ar ett massivt aluminiumklot
(densitet 2,7g/em?). Klot Hg ar gjort av en latt plast (forsumbar densitet), men har
ett sfariskt halrum i mitten som ar fyllt med flytande kvicksilver (densitet 13, 6¢/cm?).
Rangordna de tre kloten efter hur snabbt de rullar nerfor ett lutande plan vid start i
vila.

2. Betrakta en plan stel kropp. Dess troghetsmomentet I, med avseende pa en axel
vinkelrat mot kroppen genom en punkt A beror av laget for A. Visa att 4 antar sitt
minsta varde da A sammanfaller med kroppens tyngdpunkt G.

3. Kedjan har langden L och massan p per langdenhet. Den slapps i vila nar langden «
av den del som hanger over kanten ar forsumbart liten. Bestam kedjans acceleration a
och spanning T' i1 kedjan vid hornet som funktioner av z.

4. Den homogena stangen har massan m. Den slapps i vila nar den ar vertikal. Bestam
den momenta accelerationen for andpunkten A omedelbart darefter. (Friktionen forsummas.)

5. De tva homogena stangerna har vardera massan m. De utgor en stel kropp som
roterar kring z-axeln med den konstanta vinkelhastigheten w. Bestam systemets
rorelsemangdsmoment Hp med avseende pa origo O.

6. En kula med massan 0, 70kg ar upphangd i en latt trad med langden 2, 3m och utfor en
plan pendelrorelse med liten amplitud. Efter tiden 47s har utslagsvinkeln minskat till
halften av den ursprungliga pa grund av luftmotstandet. Vi antar att luftmotstandet
kan beskrivas med en kraft F som angriper i kulan och ar motriktad kulans hastighet
v, samt att |F| = ¢|v|, dar ¢ ar en konstant. Vad far man for varde pa ¢?

Lycka till!
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Tentamen | Mekanik for F del B
19 augusti 2003

1a) Systemet med de tva massorna har langst svangningstid. Troghetsmomentet for detta system
ar Lywpper = m((1 — 2)% + (1 + 2)?) = 2m(1? + 2?) vilket skall jamforas med det enkla systemet,
Lopier = 2mI2. DVS Iyupper > Tenker Vilket medfor att svangningstiden ar langre for systemet med
tva massor. Rorelseekvationen for en fysisk pendel ges ju utav

i} D I
16+ 2mgld =0, dar T =" —op /.
w 2mgl

Detta kan ocksa inses om vi later x — [ vilket gor att langden pa pendeln blir dubellt s l&ng och
eftersom svangningstiden 7' ~ /r /g (dar r &r langden pa pendeln) féljer det att T 6kar da r okar.
1b) Kulornas totala kinetiska energi kommer att vara lika stor efter att de rullat lika lang stracka.
Dess storlek ges av
1 2 1 2

T—va +21w, w—R
dvs ju storre troghetsmoment kulan har desto mer energi gar at att rotera kulan istéllet for att
translatera den. Troghetsmomentet for det sfariska skalet ar Ip, = ng2, och det massiva alu-
miniumklotet 74, = %mRQ. Klotet med ett halrum fyllt med flytande kvicksilver har forsumbart
troghetsmoment (/x4 ~ 0). Detta gor att relationerna for hastigheterna blir

UHg > VAl > UPb.

2 Lat en axel a ga genom en godtycklig punkt A och en parallell axel a° genom tyngdpunkten
G. Rita ut en vinkelrat linje b fran axel a genom axel a’. Punkten dar dessa korsas kallar vi P och
vektorn mellan P och A, R. Valj ett godtyckligt masselement dm och It 7 vara vektorn fran A till
detta element dm och 7 vektorn mellan P och dm som bildar vinkel § med linje b.

Tréghetsmomentet ges utav I = [ r?dm.

Cosinussatsen ger att 72 = R? + r'2 + 2Ry’ cos 0, dvs
Iy = R2/dm+/r’2dm+2R/r’ cos fdm

Den forsta termen ar mR?, den andra tréghetsmomentet for tyngpunkten I och den sista termen
ar noll eftersom 7’ cos 6 &r vinkelrat mot axel a’ och borjar dar dessa skar varandra. (En summer-
ing 6ver alla vinkelrata avstand till masselementen ar ju noll eftersom vi utgar ifran axeln genom
tyngdpunkten.) Vi har alltsa att

Ip=1c+ mR?

vilket antar sitt minsta varde dd R = 0, dvs da A sammanfaller med G.
3 Vi tanker oss kedjan som bestdende av tva delar, en som hanger 6ver kanten med langden z,
och en del som ror sig utmed planet med langden L — x. Newtons andra lag ger nu

prg — T = pxi och T=p(L—2x)i

dar T ar spannkraften i kedjan och p massan per langdenhet. Med hjalp av dessa ekvationer
finner vi accelerationen & och spannkraften 7" som funktioner av x:
g

izzx T:pgx(l—%)



4 Infor en x-axel riktad nedat utmed det lutande planet, dvs i acc. riktningen fér punkten A.
Kraftmomentet kring punkten A ges av

XMy = 1o+ Ymad

dar d &r det vinkelrata avstandet mellan acc. riktningen for stangens tyngdpunkt och A. Om vi
infor polara koordinater och later [ = 2r s& fés att I = {5mli® = mr? och 0 = gmr?a + mror —
mar cos 0, dvs

_ 3acost

T 4y

Vi har ockséd Newtons andra lag i z-led:

ma — mrw? sin @ — mro cos§ = mgsin 0
Den momentana accelerationen « for punkten A vid start i vila (w = 0) f&s genom att kombinera
de tva utrycken sa att
gsind
a = 372
1— 4cos?0

Alternativ l6sning: Infor koordinatsystem med y-axeln riktad uppat langs med den homogena
stdngen och z-axeln vinkelrat mot denna. Infor ocksa vinkelhast. w och vinkelacc. o for stangen.
Accelerationen for tyngdpunkten G kan nu skrivas som ag = a4 (— cos 0 —sin 03)+ %zw2y+ %la;%.
Newtons andra lag i z- och y-led samt en kraftmomentsekvation kring tyngpunkten G ges av

1
—Nsinf = m(—ax cosf + ila)
1
Ncos —mg=m(—assinf + §lw2)
l
Nsin9§ =l

dar N ar normalkraften och I = %le. Losning av detta ekvationssystem ger den momentana
accelerationen a 4 given ovan.

5 Infor principalaxlar z’,4’, 2/ utmed den stela kroppen, med vinkeln § mellan z’- och z-axeln.
Detta leder till att matrisen for troghetsmomentet endast har noliskilda element i diagonalen
(dvs deviationsmomenten &r noll)

Iy 0 0
I == 0 [y/y/ O
0 0 Ly

dar I, = 5mL? + imL?* + mL? = &LmlL?* I, = +mL? I..., = -5mL?. For att relatera vara
tva koordinatsystem infor vi enhetsvektorer 2/, ¢, 2’ utefter 2, 3’ resp. z’-axlarna.

2 = cosfi —sinf2 & = cos 0%’ + sin 62’
N o ~

y =Y

2 = sinfz + cosf2 %2 = —sin 0z’ + cos 6%’

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som & = w? = w(— sin 03’ +cos 62") vilket medfér att rérelsemangdsmo-
mentet

_ 4 1 4
H=o -I=—wly,sinfi’ +wl, , cosf3 = —gme2 sin 6 cos 0% + (ﬁme2 + gmez sin? 6)%



Alternativ 18sning: Om vi inte infor principalaxlar behdver vi rékna ut 7., och deviationsmo-
menten [, och I, eftersom

H=—-wl,i-— wly, )+ wl,,2 (14)
dar I, = [zzdm = ™ ["Isinflcosfdl + %(ffﬁzlLsiné)Lcos@dy = 4mL%sinfcosh, I,. =
T ffﬁz yzdy =0och I, = [(2*+y*)dm = iy oLsmg 2? sin? dar+ ffﬁz(Lz sin? 0+y?)dy =

=mL? + 3mL? sin? 6. Insdttning i uttrycket for rérelsemangdsmomentet ger nu samma resultat
som ovan.

6 Genom att l6sa rorelseekvationen for den dampade svingningsrorelsen och sedan studera
kvoten mellan uttrycken for utslagsvinkeln vid tiden ¢ = 0 och ¢t = 47s kan vi ta fram storleken

pa c. Infér polara koordinater r, § och satt upp Newtons andra lag i 6-led:
mlf = —mgsinf — cld
For sma vinklar (sin f ~ 6, cos 6 ~ 1) fas ekvationen for en dampad svangningsrorelse
0+ 270 +wib =0

darvy = 55—, w2 = . Losningen ges utav

2mwg !

O(t) = Ae 10t sin(wpy/1 — ¥2t + )

dar ¢ ar en fasfaktor. Kvoten for detta uttryck vid tiden ¢t = 0 och ¢ = 47s &ar 2 (vinkeln da pendeln
ar i sitt vandlage ar ju halverad efter 47s) dvs

6(0) A

2= 9) ~ de et

Ldsning av denna ekvation och inséttning av givna varden m = 0.70kg,t' = 47s ger

2mlIn2
c=

tl

= 0.021kg/s
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Alla svar, utom pa fraga 1, skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Erhalina svar skall i forekommande

fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade I8sningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt! Maximal total
poéng ar 60. For betyg 3, 4 och 5 kravs 30, 40 respektive 50 poang. Lycka till!

1. Ange vilka av féljande pastdenden som ar sanna respektive falska! (12 poang, dvs. 2 poang for varje korrekt svar utdver

6)
O

Om man vill att en raket som skjuts upp vertikalt skall uppna sa stor maximal hastighet som méjligt ar det bast att
bréanna brénslet snabbt (luftmotstandet kan férsummas).

Corioliskraften pa en stadsbuss under normal kérning éverstiger aldrig 1 N.
Rérelsemangdsmomentet m.a.p. en godtycklig punkt bevaras alltid av inre krafter i ett partikelsystem.

Ett svagt ddmpat/underddmpat system karaktériseras av att tidsskalan fér dissipation, dvs. energiférlust, ar
mindre an tidsskalan for den oscillatoriska rérelsen.

En stel kropps rérelse kan delas upp i translationsrérelsen for en punkt pa kroppen och rotation kring denna
punkt endast da punkten véaljs som masscentrums lage.

Reguljar precessionsrdrelse (dvs. med vinkeln theta konstant) ar den mest allmanna typen av rorelse for en
rotationssymmetrisk kropp utan paverkan av vridande moment.

En homogen sfar och en homogen kub med samma densitet har bada tréghetsmatriser som &r proportionella mot
enhetsmatrisen, och reagerar darfor exakt likadant pa ett yttre vridande moment, om relationen mellan sfarens
radie och kubens sida valjs pa ett Iampligt satt.

Om en kropp i ett visst dgonblick roterar med en viss rotationsvektor och rérelsemangdsmomentet momentant ar
parallellt med rotationsvektorn kan man sluta sig till att de pekar I1angs en huvudtrdghetsaxel.

Centrifugalkraften &r den kraft som astadkommer centripetalaccelerationen.
En Iuftmotstandskraft vid tredimensionell rérelse som ar linjér i hastigheten kan skrivas F=-b|v|.

Om en kraft verkar pa en stel kropp men inte angriper i masscentrum eller langs en linje genom masscentrum blir
kroppens acceleration mindre &n F/m eftersom en del energi gar at till att satta igang rotationsrorelse.

Kinetisk energi fér en stel kropp kan delas upp i translationsenergi och rotationsenergi, men endast om man
betraktar translation av och rotation kring masscentrum.

2. En tunn rak homogen pinne med massan m och langden | &r fritt upphangd i sin ena &nde. Férutom tyngdkraften och
krafterna i upphangningspunkten paverkas den av en luftmotstandskraft, som per langdenhet ar proportionell mot

hastigheten med proportionalitetskonstant c. For vilket véarde pa ¢ &r sma svangningar kring jamviktslaget kritiskt
dampade? Betrakta endast plan rérelse. Glém inte dimensionskontroll! (16 poang)

3. a. En liten lastbil vadger 2 ton utan last, och kan ta lika mycket i last. Den lastas med sand i farten, sa att sanden kommer
lodratt ned ur ett rér med 200 kg/s medan lastbilen kor férbi med farten 1 m/s. Lastbilens flak &r 7.5 m langt. Sanden
forutsatts folja med lastbilens hastighet sa snart den landat. Vilken effekt maste lastbilens motor utfora, férluster i

transmission och friktion bortraknade, om lastbilen skall halla konstant hastighet under lastningen?

b. Samma lastbil lastar av sin last, under i dvrigt identiska férhallanden, men lasten sugs upp i ett ror. Vilken effekt
behdvs da? (16 poang)

4. Nar man svanger med en cykel maste man "kompensera for centrifugalkraften" genom att luta sig inat i kurvan. Om man



dessutom tar hansyn till att rotationsvektorn for cykelns hjul &ndrar riktning, leder detta till att man maste luta sig mer
eller mindre inat &n om bara centrifugalkraften funnits? Resonera férst bara med riktningar hos rotationsvektorer,
rérelseméangdsmoment och vridande moment. Gor sedan en grov uppskattning av storleksférhallandet mellan de tva
effekterna. (16 poang)



1.

2.

3.
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Kalla upphingningspunkten O och stéll upp momentekvationen kring denna. Bade tyngd-
kraften och luftmotstandet ger upphov till vridande moment kring O:

- iy
—mg; sin(0) — Mg = lo0, (1)

dér 0 dr vinkeln som pinnen bildar med vertikalen. For sma 0 sa giiller att sin(f) ~ 6. Vi har
dven att Ip = %ml? Kraften per lingdenhet pa en viss del av pinnen, som ligger en stricka

s fran O #r f = csf. Det vridande momentet som luftmotstandet ger upphov till integreras
fram enligt

! 1
. 1 ..
Myt :/ fsds :/ cs*0ds = 50139. (2)
0 0

Momentekvationen kan nu skrivas som
0+ —0+—0=0 3
+—0+ 5, ; (3)
vilket ger fo6ljande karaktéristiska ekvation

5 cl 39
= “Z_0 4
e mr+ 21 ’ (4)
som har 16sningarna
cl 22 3g
-t — - =
2m 4m?2 2] (5)

Kritisk ddmpning fas da vi har en dubbelrot, dvs da rotuttrycket forsvinner, detta sker da

22 3g 6gm?
ez =0 = c=\"pE (6)

dér vi har forkastat den negativa losningen av rimlighetsskéil. Vi noterar att ¢ har dimensio-
kg

nen .
m-s

T =

(a) Kalla massan av lastbil med last for m(t) och dess fart for v = 1m/s. Massflodet &r
m’ = 200kg/s och vi inser att () = m’. Kalla drivkraften fran motorn for F' och stll
upp Newtons andra lag i lastbilens korriktning:

F = mv + rhu, (7)

men v = 0, o = m/ och den relativa hastigheten mellan lastbil och lasten i luften ér
u = wv. Vi far alltsa att F' = m’v. Motoreffekten &r P = Fv = m/v? = 200W.



(b) Nir lasten sugs upp fran lastbilen bibehaller den sin fart i lastbilens korriktning tills
den tréffar uppsugningsroret. Darfor dr den relativa hastigheten u = 0, sa F' = 0 och
dérfor ar dven motoreffekten P = 0.

4. For att rorelseméngdsmomentet kring tyngdpunkten for ett av cykelhjulen L ska dndra rikt-
ning behovs det ett vridande moment i den riktningen. Om man ldgger ett koordinatsystem
enligt figuren (dir cykeln firdas i negativ z-led) och svinger at vénster sa kommer L att
vrida sig kring z-azeln sa att AL pekar utmed positiva z-axeln. For att fa ett vridande mo-
ment i positiv z-led kring hjulets tyngdpunkt maste man luta sig mer inat kurvan. (Samma
resultat fas om man sviinger at hoger.)

Q

For att gora en uppskattning av storleksforhallandet mellan gyroeffekten och centrifugal-
kraften stéiller vi upp momentekvationen kring ett av hjulens mittpunkt.

dL dL

Mgyro = — = (—) +QxL, (8)

dt dt ) 4y
diar © = Q2 beskriver hur ett koordinatsystem bundet till hjulets huvudtréghetsaxlar ro-
terar (precession). Den totala vinkelhastighetsvektorn for hjulet dr summan av spinn och
precession, dvs w = wp + 2 = —woy + Q2. Detta ger att hjulets rorelseméngdsmoment
kring upphéngningspunkten dr L = I,,wo + 1.,€2. Vi antar att bade spinn och precession &r
konstanta till storlek sa att tidsderivatan av rorelsemidngdsmomentet relativt det roterande
koordinatsystemet dr noll. Momentekvationen ger da

ngro =0 x (Iyywo + IZZQ) = Iyyﬂ X wo = Inyw():E. (9)

En skaplig uppskattning av troghetsmomentet for ett cykelhjul &r I, = mr?, dir m &r
hjulets massa och r dess radie. Eftersom en cykel vanligtvis har tva likadana hjul blir den
totala gyroeffekten Mgyrotor = 2mr?Quo .

For att uppskatta effekten fran centrifugalkraften antar vi att cyklisten sviinger med sving-
ningsradien R. Vi noterar att cyklistens fart kan tecknas pa tva sitt, v = rwyg = R
Centrifugalkraften blir da

Fcentrifugal = ]\41%92 = MTWOQ. (10)

Denna kraft angriper i den gemensamma tyngdpunkten for cykel och cyklist, vi antar att
denna ligger en stricka h 6ver marken. Om cyklisten lutar sig inat kurvan med vinkeln 6
relativt vertikalen finner vi att centrifugalkraften ger upphov till ett vridmoment

M entrifugal = —MrwoQh cos(0) (11)

kring en axel som gar genom de bada hjulens kontaktpunkter med marken. Vi finner saledes

att
Megyrotot 2rm _m 2kg 1

= ~ ~ = — 12
Mcentrifugal ~ Mhcos(f) M — 80kg 40’ (12)
dédr vi har antagit att 2r = hcos(f), vilket borde stimma ganska bra. Vi ser att svaret &r
oberoende av hur fort man cyklar samt hur tvir kurva man tar. Dessutom finner vi att

gyroeffekten &r relativt liten i jamforelse med den fiktiva centrifugalkraften.




Tentamen i Mekanik for F, del B
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Tillatna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, kalkylator i fickformat, samt en egenhandigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar, utom pa fraga 1, skall motiveras, inforda storheter forklaras liksom val av metoder.
Erhallna svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven
skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt! Maximal total poang ar 60. For
betyg 3, 4 och 5 kravs 30, 40 respektive 50 poang. Lycka till!

1. Ange vilka av foljande pastaenden som ar sanna respektive falska! (12 poang, dvs.
2 poang for varje korrekt svar utover 6)

En viskds dampkraft ar konservativ exakt da dampningen ar kritisk.

Tidvattenkrafter kan sagas bero pa att gravitationsfaltet inte ar konstant,
och att de olika delarna av en (stel) kropp darfor inte samtidigt kan vara i
fritt fall.

Rorelsemangden ar alltid bevarad, och darfor ar rorelseekvationen for en
kropp vars massa inte ar konstant (dm/dt)v+m(dv/dt)=0 ("raketekvationen").

Energin ar alltid bevarad, och narvaron av en "icke-konservativ" kraft ar ett
uttryck for att energi omvandlas till former som inte kan hanteras i
Newtonsk mekanik.

Rorelsemangdsmomentet ar alltid bevarat.

Om en kropp i nagot (ortogonalt) koordinatsystem har samtliga
deviationsmoment noll galler detta i alla system.

Om en kropp i nagot (ortogonalt) koordinatsystem har samtliga
deviationsmoment noll och de tre troghetsmomenten lika galler detta i alla
system.

Hela jordens befolkning skulle fa plats staende pa Gotland.

En leksakssnurra, som utfor reguljar precessionsrorelse under inverkan av
tyngdkraften, precesserar langsammare pa manen an pa jorden.

Alla ekvationer som styr tvadimensionell rotationsrorelse (rorelseekvation,
uttryck for energi etc.) ar helt analoga med ekvationerna for endimensionell
translationsrorelse.

Om man jamfor oscillationsfrekvensen for en massa fast via en fjader i en
vagg med den for samma situation dar den fasta vaggen ar ersatt med en
tung kropp, ar den senare hogre an den forra.

Om tva huvudtroghetsmoment ar lika, ar ocksa varje axel i det plan som
spanns av motsvarande huvudtroghetsaxlar en huvudtroghetsaxel med
samma huvudtroghetsmoment.

2. En cylindrisk kropp med densitet lagre an vattens flyter sa att axeln ar vertikal.
a. Bestam jamvikislaget i vertikalled.
b. Antag att vattenflodet da cylindern ror sig uppat och nedat ar sadant att vattnets
rorelseenergi ar forsumbar jamfort med cylinderns. Visa att cylindern under dessa
forutsattningar utfor harmonisk svangningsrorelse i vertikalled och bestam
svangningarnas vinkelfrekvens.
c. Om det tidigare antagandet inte ar riktigt, och man modellerar den dissipativa
kraften som en liten konstant b ganger hastigheten, bestam den typiska tidsskalan
for dissipation. Vad exakt menas med att b ar "liten"?
(Alla svar skall uttryckas i termer av kroppens och
vattnets densiteter samt kroppens dimensioner.) (16

poang)

3. En snoplog rojer en vag med nyfallen snd. Snon ar 50

cm djup och har en densitet pa 150 kg/m3. Plogbilen
ser ut som skissat i figuren till hdger och vager 4 ton.
Bredden pa skoveln framtill ar 2.5 m. Snon som

lamnar skoveln at hoger kan antas ha samma | |
hastighet som plogen.
a. Om plogbilen aker med den konstanta farten 10 1 1
m/s, vilken effekt behdver motorn utveckla (dvriga

forluster bortraknade)?



b. Om motorn plotsligt slutar driva, hur lat hinner plogbilen innan dess fart har
sjunkit till halften (om man forsummar rullfriktion, luftmotstand etc.)?

c. Anser du att antagandet att andra dissipativa krafter ar sma i jamforelse ar
rimligt? (12 poang)

1 4. En rymdstation ar formad som en smal
torus ("doughnut") enligt figuren. Dess
radie ar 100 m och dess massa 20
kiloton. Massan i driga delar av
rymdstationen ar forsumbar. Stationen
roterar kring sin symmetriaxel sa att den
upplevda gravitationsaccelerationen vid
periferin skall vara 0.75 g. Vid ett tillfalle skjuts en rymdfarkost ut fran torusen i en
riktning parallell med rotationsaxeln, vilket astadkommer en impuls i motsatt riktning
av storleken 10 kNs. Beskriv rymdstationens rotationsrorelse darefter i termer av
spinn och precession! (20 poang)
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3)(ms=2)m], dir po ir

2. Trycket pa cylinderns bottenyta ir p = pogr [Nm~=2 = (kgm~
vattnets densitet och x avstandet fran bottenytan till vattenytan. Lyftkraften &r allsta
Flyft = —pogxA, dir A ar cylinderns tvirsnittsarea, och minustecknet kommer av att jag
valjer samma referensriktning for kraften som for liget . Tyngdkraften &r F,, = mg = pAhg,

dér p ar kroppens densitet och h cylinderns langd. Cylinderns rorelseekvation blir alltsa
pAhE = —poAgx + pAgh = —poAg (z — £h>
Po

Jamviktslaget ar © = xg = p—poh (verkar rimligt—en mycket latt cylinder sjunker knappt
ned alls, medan en som néstan har vattnets densitet &r néstan helt nedsédnkt). Definiera
koordinaten y som ar noll i jvktslaget: y = x — x¢. Rorelseekvationen blir

. Poyg
y+—7y=0
p h
varur vinkelfrekvensen avlases: wg = %0%. Dimensionerna ir uppenbara.

Om det dessutom finns en dampkraft blir ekvationen

i+ 27y +wiy =0
dar v = QP%. Den karakteristiska ekvationen, r* + 2yr + wg = 0, har lésningar r = —vy &
i\/ws — 72, och man far svagt dimpade svingningar som avtar exponentiellt pa en tidsskala
~~1. Pastiaendet “b dr liten” betyder att v << wq.

Dimensionskontroll: [y~!] = [pAhb~!] = kgm3m3(Nsm™1)~! = s.

3. Plogens hastighet: v = 10m/s, snons densitet p = 150kg/m3, plogens tviirsnittsarea:
A=25x.5=125m

Massa sno per tidsenhet som accelereras fran vila till hastigheten v: mh = pAv. Impulsékning
per tidsenhet = kraft: F' = 1mv = pAv? (vad som hinder med snén efter den har limnat
skoveln spelar ingen roll). Effekten #r P = Fv = pAv3.

Numeriskt: P = 150 x 1.25 x 1000 ~ .2MW.

Dimensionskontroll (enheter): [pAv®] = kgm ™ x m? x (ms™1)3 = kgm?s~! = W.



Om motorn slutar driva vid x = 0, v = vy, ar ma = mvg—; = —pAv?, med 15sningen

v = er_%m. Hastigheten sjunker till hélften efter strickan xz = pﬂA log 2 & 15m (rimlighet:
efter denna stricka &r massan hos den bortréjda snén jamforbar med bilens massa). En bil
som borjar rulla med 10m/s tar normalt mycket langre stricka for att tappa en stor del av
sin fart, sa det ar nog inte helt orimligt att kasta andra motstandskrafter...

4. Beteckna koordinatriktningar anpassade till rymdstationen med &, n, ¢, dar (-axeln ligger
lings symmetriaxeln. Rymdstationen har troghetsmoment /o = mR? med avseende pa sin
symmetriaxel och I, = %mR2 med avseende pa axlar vinkelrdta mot symmetriaxeln. Fore
stoten har den ett rorelseméngdsmoment Ly = I-wo, dir wp ar rotationshastigheten. Denna
bestims av den effektiva tyngaccelerationen § = .75g = Rw3. Numeriskt dr wo ~ 27571
Lo ~ 5.4 x 109 gm?2s1.

Impulsen I verkar enligt figuren i uppgiften. I vart koordinatsystem ar I = —1 f . Lat £-axeln
ga genom angreppspunkten. Da fas dndringen i rorelsemangdsmoment AlL = Ré x I = RI.
Numeriskt ar denna andring till beloppet mycket mindre an Ly, %—i" ~ 1.8 x 107°. Kalla

detta lilla tal for a.

Rérelseméngdsmomentet efter stoten ér L = Lo + AL = Lo(C + a7). Eftersom det inte finns
nagra vridande moment kommer L att forbli konstant. Den definierar en rumsfix riktning
2 som rotationsvektorn kommer att precessera kring. Rotationsvektorn & omedelbart efter
stoten fas fran L = Tewe +1 1wy, s & = w0(§t+2aﬁ). Om man istéllet sonderlédgger & i en del
lings ¢ (spinn) och en lings 2 = (1+a2)~Y/2(C 4+ a2) (precession), sa far man & = v¢ + QZ,
dér v = —wp och Q = 2v/1 + a2wy ~ 2wy.

Pa nésta sida finns en bild som visar ungefiar hur det ser ut, om man férstorar upp vinkeln
mellan Z och f , som ju ar ungefar o méatt i radianer. Spinnvektorn &r néstan precis motrik-
tad precessionsvektorn och hélften sa lang som den. Spinnvektorn, liksom alltsa totala ro-
tationsvektorn, precesserar runt {2 som visat i figuren. Rymdstationens plan &r hela tiden
vinkelratt mot spinnvektorn. Effekten &r en mycket liten variation hos &, och alltsa en mycket
liten “wobblande” rorelse hos rymdstationen.



/Martin Cederwall 11 januari 2004
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Tillatna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, kalkylator i fickformat, samt en egenhéndigt skriven A4-
sida med valfritt innehall.

Alla svar, utom pa fraga 1, skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Erhallna
svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade l6sningar
kan ge delpoédng. Skriv och rita tydligt! Maximal total podng &ar 60. Fér betyg 3, 4 och 5 kriavs 30, 40
respektive 50 poang. Lycka till!

. Svara pa f6ljande fem fragor. Endast svar skall ges. (15 poang — 3 poédng per korrekt besvarad deluppgift)

a. Ange SI-enheterna for effekt och for rorelseméangdsmoment uttryckta i grundenheterna kilogram, meter
och sekund.

b. Tva fjadrar har fjaderkonstanterna k; och ko. Ange den totala fjiderkonstanten nér fjadrarna (i)
“seriekopplas” respektive (ii) “parallellkopplas”.

—EE .

c. Ett tag gar med farten 200 km/h i en kurva med krékningsradien 2 km. Hur stor vinkel skall taget
luta for att passagerarna skall uppleva det som “horisontellt”?

d. En stel kropp bestar av en homogen sfar med massan m och radien r samt en tunn ring med massan
m placerad lings sfirens ekvator (z = 0, 2% + y? = r?). Skriv ned tréghetsmomenten m.a.p. z-, y- och
z-axlarna samt alla deviationsmoment.

e. Tre punktmassor &ar placerade och har massor enligt figuren nedan till vinster. Ange samtliga gravi-
tationskrafter med vilka massorna paverkar varandra, till storlek och riktning. Rita! (Newtons gravita-
tionskonstant ir G ~ 6.67 x 107! Nm?kg™?2.)

11.25kg
[ ]
3m
-~
—
o! °
72kg  4M 20kg

. En stel kropp &r uppbyggd av tunna pinnar med densiteten p (massa/langdenhet). Tva av pinnarna har
langden [ och den tredje langden 2I. De dr sammanfogade vinkelrdtt mot varandra i mittpunkterna (se
figuren ovan). Man vill anvénda kroppen som en “leksakssnurra”’. Den ena &nden av den langre pinnen
ar i friktionsfri kontakt med ett glatt horisontellt bord, och lutar en vinkel § mot vertikallinjen. Om man
antar att snurrans rorelse ar sadan att 6 ar konstant i tiden (reguljar precessionsrorelse), sok sambandet
mellan spinnet v och precessionshastigheten 2 i termer av givna storheter. Beskriv ocksa masscentrums
rorelse. Luftmotstandet kan forsummas. (I denna uppgift &r det inte tillatet att anvinda nagon fardig
formel for precessionsrérelsen, utan sadana méste harledas fran “L = M”.) (20 pofing)



3. Pendeln i ett pendelur bestar av en tunn cylindrisk pinne med langden 400 mm och radien 1.0 mm,
samt en cylindrisk skiva med radien 40 mm och tjockleken 5.0 mm vars masscentrum &ar stelt fist i
pinnens #nde. Bada pendelns delar dr av jirn, med densiteten 7.87 kg/dm3. Pendeln paverkas av en
litet bromsande vridande moment p.g.a. dess luftmotstand, som &r proportionellt mot vinkelhastigheten
med en proportionalitetskonstant 1.0 x 107° kg m?s~!. Om uret fick ga i ett lufttomt rum, hur manga
sekunder for fort skulle det ga per dygn? Pendeln antas utfora sma svangningar.

(Alla rékningar far goras utan hinsyn till att urets mekanik paverkar pendeln. Utan inverkan fran urets
fjider skulle pendelns rorelse avstanna. I det har problemet far man ridkna med att periodtiden for en
svangning fordndras av luftmotstandet, men strunta i att amplituden skulle minska med tiden. Resultatet
far darfor tas som en uppskattning. Om man vill férenkla uppgiften med vil motiverade approximationer
ar det darfor tillatet.) (15 poéng)

L L L L L L L L

e‘%

4. Ett isberg som viiger 10!! kg skall bogseras fran Antarktis till nordligare breddgrader. Fragan giller
bogserlinans vinkel mot fardriktningen.

For att kunna uppskatta vattenmotstandet pa isberget kan vi approximera det med en sfér, och férsumma
det faktum att en liten del av det sticker upp &ver ytan. Densiteten kan sittas till 103 kg/m?. Vatten-
motstandet beter sig olika for laminart och for turbulent flode. Vilket som géller bestams av Reynolds-
talet, Re = %, dér p ar vattnets densitet, d foremalets typiska diameter, v dess fart och n ~ 1.5 x 1073
kg/(ms) vattnets viskositet. Fér Reynoldstal mindre &n c:a 30 har man laminér strémning, och vatten-
motstandet ar proportionellt mot farten enligt F' ~ 67nrv dar r ar sfarens radie. For Reynoldstal fran
c:a 103 och uppat har man turbulent strémning, och vattenmotstdndet #r proportionellt mot farten i
kvadrat enligt F' =~ % pCaAv?, diir A dr foremalets tvirsnittsarea och Cy en formfaktor som for en sfir
ar ungefar 0.5.

Bestédm, ungefarligen, vilken vinkel bogserlinan bildar med fardriktningen, om isberget bogseras med
farten 2 m/s i rakt nordlig riktning och befinner sig pa 45° sydlig bredd. Ange ocksa riktning, dvs. om
isberget kommer att fardas Oster eller vister om bogserbaten. (10 poang)
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Tentamen i Mekanik for F, del B

Mandagen 18 oktober 2004, 14.00-18.00, V-huset
Examinator: Martin Cederwall

Jour: NN;, tel. 772xxxx

Tillatna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, kalkylator i fickformat, lexikon, samt en egenhéndigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna férvéntas vara
valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade 16sningar kan ge delpodng. Skriv och rita tydligt! Maximal
total poéng ar 60. For betyg 3, 4 och 5 kravs 30, 40 respektive 50 podng. Lycka till!

. Nedan ges tre exempel pa resultat fran utrdkningar i mekanikproblem. Beskriv for vart och ett av dem
hur en rutinméssig kontroll visar att svaret ar felaktigt. Foresla for vart och ett av resultaten en enkel
fordndring som gor det rimligt. (12 podng — 4 poéng per korrekt besvarad deluppgift)

a. Vid en utrékning av troghetsmatrisen for ett homogent ratblock med sidorna a, b och ¢ m.a.p. mass-
centrum i ett koordinatsystem dér koordinataxlarna ar parallella med ratblockets sidor fas resultatet

(0% + 2¢2) 0 0
I= 0 +(c? + 2a?) 0
0 0 L (a® + 20%)

b. Man vill rdkna ut vilken lutning en stege kan ha utan att glida mot golvet. En person star mitt pa
stegen. Friktionskoefficienten mellan stege och golv dr p och mellan stege och vagg noll. Resultatet blir
att vinkeln o mellan stege och golv maste vara storre n «ag, dir tan ag = 2p.

¢. Man vill berdkna storleken pa en viteatom. I Schrodingerekvationen som beskriver elektronens
vagfunktion kring protonen ingér konstanterna h ~ 1.055 x 10734 Js (Plancks konstant), ¢y ~ 8.85 x
1072 C2%/(Nm?) (dielektricitetskonstanten i vacuum), m, =~ 9.11 x 10731 kg (elektronmassan) och
e~ 1.60 x 10712 C' (elektronladdningen). Resultatet blir att atomens ungefirliga radie ir

_ Amegh?

mee

ao

. En dorr vager 30 kg, ar 100 cm bred och 210 cm hog. Den skall utrustas med en stadngningsmekanism,
och konstruktoren ténker sig en dorrsténgare som ger ett aterféorande moment som &r proportionellt
mot 6ppningsvinkeln med proportionalitetskonstant x och ett dampande moment som &r proportionellt
mot vinkelhastigheten med proportionalitetskonstant v. Han kommer fram till att dampningen bor vara
ungefarligen kritisk. Ge, och motivera, ytterligare nagot villkor och bestdm ladmpliga numeriska varden
pa k och . Gor nagon ytterligare kontroll pa att de virden du kommit fram till inte &r helt olampliga.
(14 poéng)



3. En kropp som slépps fran vila fran t.ex. toppen av en hog byggnad kommer inte att falla helt lodratt
(lodrétt definieras av den riktning en lodlina héinger), utan avvika litet fran lodlinjen. Hur mycket, och
at vilket hall? Ar denna effekt métbar? (Hjélp: 16sningen av rorelseekvationen forenklas om man antar
att avvikelsen ar mycket liten, sa liten att rorelsen i vertikalled néistan inte alls paverkas, man kan alltsa
fortfarande anviinda “z = h — gt ”. Man kan ocksa strunta i luftmotstand.) (14 poing)

1/2

1/2

En stel kropp bestar av tva homogena cirkelskivor, vardera med massan m och radien r, som ar sam-
manfogade med en latt pinne med langden [. Pinnen ar fast vinkelratt mot skivorna i deras mittpunkter.
Kroppen dr momentfritt upphéngd i sitt masscentrum (pinnens mittpunkt). Fragan géller vilken sorts
precessionsrorelse kroppen kan utfora. Lat spinnvektorn v, som pekar lings kroppens symmetriaxel,
bilda en konstant vinkel # mot en rumsfix axel och precessera runt den (man kan ténka pa den rums-
fixa axeln som vertikal, men eftersom tyngdkraften inte spelar in kan det vara vilken axel som helst).
Undersok, for alla méjliga varden pa parametrarna i problemet, at vilket hall precessionsrorelsen sker,
moturs eller medurs sett uppifran i figuren, dvs. om precessionsvektorn pekar uppat eller nedat i figuren.
(En 16sning som bygger pa avlédsning av en “formel” accepteras inte, utan det krivs ett resonemang
kring rotationsvektorer, rorelsemingdsmoment osv.) (20 poing)



Tentamen i Mekanik for F, del B

Mandagen 10 januari 2005, 08.30-12.30, V-huset
Examinator: Martin Cederwall

Jour: Ludvig Lizana, tel. 7723187

Tillatna hjialpmedel: Physics Handbook, Beta, kalkylator i fickformat, lexikon, samt en egenhandigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna férvantas vara
valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar skall i férekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade l6sningar kan ge delpodng. Skriv och rita tydligt! Maximal
total poéng &ar 60. For betyg 3, 4 och 5 kravs 30, 40 respektive 50 poéng. Lycka till!

. Nedan ges tre exempel pa resultat fran utrdkningar i mekanikproblem. Beskriv for vart och ett av dem
hur en rutinmaéssig kontroll visar att svaret ar felaktigt. Foresla for vart och ett av resultaten en enkel
féréndring som gor det rimligt. Observera att det inte fragas efter en 16sning av uppgifterna, och att en
sadan utan ovanstaende element inte premieras. (12 podng — 4 poéang per korrekt besvarad deluppgift)

a. Man réknar ut hur avstandet s mellan tva massor m; och mg (som bara kan rora sig langs en rit

linje) &ndras med tiden da massorna attraherar varandra med den elektrostatiska kraften F'(s) = 47‘17163";2 ,
(s)

“w

o _ M1 M2
, dar p = =R

och erhaller under rékningen differentialekvationen § = —

b. En rymdstation bestar av tre likadana homogena ror bojda i cirkelform (torusar) och sammansatta
sa att de bildar réat vinkel mot varandra (t.ex. kan man beskriva ett av rorens mittlinjer som kurvan
€ 4+ n?> = R%, ¢ = 0, och de andra med permutationer av de kroppsfixa koordinaterna (£,7,¢) som
bildar ett ortonormalt system). Man vill rikna ut hur stationen beter sig efter det att en farkost har
skjutits ut fran den, vilket resulterar i en impuls samt ett impulsmoment m.a.p. stationens masscentrum.
Man finner att stationens rotationsvektor bildar vinkeln 5° mot rérelsemangdsmomentet, och utfor en
precessionsrorelse runt denna.

¢. Man vill uppskatta plancklangden £p, den fundamentala ldngdskalan i kvantgravitation, och anvéander
naturkonstanterna ¢ (ljushastigheten), G (Newtons gravitationskonstant) och i =~ 1.055 x 10734 Js

(Plancks konstant). Resultatet blir £p = /2.

. En partikel utfor endimensionell rorelse, och &r utsatt for en aterforande fjadderkraft samt en linjar
dédmpkraft sa att ddmpningen ar kritisk. Vid rorelse under samma fjaderkraft men utan ddmpning &r
vinkelfrekvensen for partikelns oscillationer wy. Vilket/vilka villkor skall begynnelseldget och begyn-
nelsehastigheten vid tiden 0 uppfylla for att partikeln vid nagon tidpunkt 0 < ¢ < oo skall passera
jamviktslaget? Hur manga ganger kan den gora det? (16 poing)



3. En kropp som kan réra sig (friktionsfritt) pa ytan av en roterande sfér, t.ex. jorden, ror sig i en cirkelbana
relativt ytan. Detta géller saldnge breddgraden forblir ungefir densamma under hela rorelsen. Berdkna
radien for en sadan rorelse, uttryckt i fart, jordens rotationshastighet samt breddgraden. Anvénd ut-
trycket for att, valdigt grovt, uppskatta storleken pa ett roterande vidersystem, utgaende fran rimliga
vindhastigheter. (16 poéng)

v IO

En rotationssymmetrisk kropp &r upphéngd i en punkt sa att den kan rotera kring sin egen axel, samtidigt
som axeln kan rora sig endast i ett vertikalt plan (pendelrorelse). Se figuren, déar den hogra bilden ar sedd
fran hoger i den vénstra. Figuren skall inte tolkas som en beskrivning av kroppens geometri, utéver rota-
tionssymmetrin. Kroppen ror sig under inverkan endast av tyngdkrafter samt krafter i upphéngningen,
all friktion kan forsummas. Lat kroppens rotationshastighet runt sin symmetriaxel vara v, och vinkeln
som symmetriaxeln bildar med vertikalen vara ¢.

Kommer v att vara konstant under rorelsen?
Skiljer sig ¢:s tidsberoende hos en sadan héar pendel fran det hos en pendel som inte spinner?

Berikna, till storlek och riktning, det vridande momentet pa kroppen fran upphéingningsanordningen,
som funktion av ¢ och lampliga inférda konstanter. (16 podng)



Lésning till Tentamen mekFB 050110

1. a. Om massorna &r lika (m; — mso) medfér det att p — oo samt att accelerationen § —
0 vilket &r orimligt. Genom att stélla upp netwons andra lag fér systemet erhalls samma

differentialekavation § = —%S) UL

e vilket dr den reducerade massan.

men med p =

b. Rymdstationen bestar av tre torusar (cykelslangar eller munkar) som alla &r vinkelrita mot
varandra. Ett sitt att visualisera stationen #r att sétta ihop tre ortogonala sténger (£,7, ()
och dérefter hiinga pa de tre torusarna pa var sin stang. Pa sa siitt blir dven de vinkelrita
mot varandra. Nir rymdfarkosten limnar stationen far stationen en impulssorelse 7 m.a.p
pa masscentrum samt en rotationsrorelse & runt masscentrum, dir & och p dr vinkelrita
mot varandra. Da kroppen ér sfirisk symmetrisk kommer dessutom rérelsemingdsmomentet
L och rotationen @ att peka i samma rikting. Stationen kommer dérfor inte att precessera.
Déremot, om kroppen inte varit sfirisk symmetrisk hade den mycket vil kunnat precessera
da L och @ inte nddvindigtvis &r parallella.

c. Enhetsanalys: £, ~ [m] och \/2& ~ [s]. For att dimensionen skall stimma krévs ett extra

[m/s] dvs c. Réitt svar dr alltsa

ty= /5 ~ ). 1)
2. Rorelseekvation for systemet:
#(t) +y2(t) + wiz(t) =0 (2)
Karakteristisk ekvation:
P 4yr+wyg=0 = Tl’zz—%:t vff—wg (3)
Kristisk ddmpning;:
VE =0 = n=rn=-1 @
4 2
Losning:
x(t) = e V7 (A+ Bt) (5)

dir 7 = 2/7. Lat origo vara partikelns jimviktslige. Vid tiden ¢ = 0 #r den forflyttad
en stricka zp > 0 fran den punkten samt att den har en hastighet vo > 0 (riktad mot
jamviktsilget).

z(0) =z z(0) = —vg (6)
Detta ger att
A=z0 B==" ~uvo (7)

For att partikeln skall passera jaimviktsldget =(t) < 0 krdvs att B < 0 dvs vy > £2 [1] (se fig-
ur). Figuren visar ocksa att jimviktsliget bra kan passeras en gang under riitt fsrutsittningar.



x(t)/xo

3. En partikel ror sig (friktionsfritt) pa ett sfiriskt skal med hastigheten #. Corioliskraften ger
upphov till en kraft som alltid #r vinkelriit mot ¢ vilket resulterar i en centralrorelse [2]
(jimfor hur ett magnetfilt B bojer trajektorian av en elektrisk laddning q).

Hur stor dr kraften som verkar pa partikeln i ytans plan? Lat partikeln ha massan m och lat
jordens rotationshastigehet (kring sin egen axel) vara Qp. Corioliskraften &r da

Foowe = —2mQp x 7. (8)

Qg kan delas upp i tva komponenter: en komponent som ligger i planet a H samt en som
ar vinkelrit mot planet Qy. D& @ ocksa ligger i planet pekar vektorn On x ¥ vinkelriit mot
ytan dvs paverkar inte dess rorelse pa sfaren. Diaremot sa ligger Oy x71i planet och &r alltid
vinkelrdt mot ¢ (ddrav centralrorelsen). ﬁv kan skrivas om i termer av breddgraden 6 som
ﬁv = Qpsinfr dir Qg = |ﬁ £|- Kraften som ger upphov till partikelns cirkelrérelse dr alltsa

F. = —2mQgsinb 7 x @. 9)

Radien f6r en sadan rorelse kan uppskattas med Newtons andra lag F. = ma, dir F, = |13C\
och a, = % Detta ger uttrycket

v

r= 20, 5m0 m]. (10)
Fran denna ekvation kan en enkel storleksuppskattning goras av ett roterande viidersystem.
Om
v~30m/s  Qp~107°1/s O~ g (11)
blir védersystemets radie
r ~ 200 mil. (12)

[1] Observera att denna analys géller for x(0) = zo. Om man véljer £(0) = —zo maste £(0) = vo.
[2] Se D.Kleppner och R.J Kolenkow An Introduction to Mechanics sid. 364-367.
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Tentamen i Mekanik for F, del 2

Tisdagen 24 maj 2005, 08.30-12.30, V-huset
Examinator: Martin Cederwall

Jour: Per Salomonson, tel. 7723231

Tillatna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkind kalkylator, lexikon, samt en egenhindigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna férvantas vara
vilstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar skall i férekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng. Skriv och rita tydligt!

Tentamen &r uppdelad i tva delar. Den obligatoriska delen omfattar uppgifterna 1-3, totalt 40 poéng,
varav 20 kravs for betyg 3. Forutsatt att kravet for betyg 3 ar uppfyllt rédttas dven overbetygsdelen,
uppgifterna 4 och 5. For betyg 4 kriavs 40 poéng, och f6r betyg 5 50 poéng, av maximalt 60 pa de tva
delarna sammanlagt. Lycka till!

. Ange for vart och ett av foljande pastaenden om det &r sant eller falskt!
(8 poéng, 2 for varje korrekt svar utéver 4)

a. Corioliskraften pa ett fordon som véger 1 ton och fardas rakt norrut pa 58° nordlig bredd med farten
100 km/h &r riktad Gsterut och har storleken 3.4 N.

b. Masscentrum for ett partikelsystem ror sig alltid med konstant och likformig hastighet.

c. Troghetsmomentet, for en tunn regelbunden femhoérning med konstant massa per ytenhet och total
massa m, med avseende pa en axel genom mittpunkten och vinkelrdt mot femhérningens plan, ar ﬁmaz,

2
dér a ar avstandet fran mittpunkten till ett av hornen.

d. Den totala fjaderkonstanten for tva fjadrar som satts i bredd &ar hélften sa stor som for var och en av
dem.

e. Néarvaron av fiktiva krafter, dvs. avvikelse fran Newtons forsta lag, indikerar att koordinatsystemet
man anvéander inte ar ett inertialsystem.

f. Om en kropp har en troghetsmatris I som innehaller deviationsmoment i ett system, sa foljer det
av den ortogonala transformationen I’ = PIP? (dir P &r en ortogonal matris) att sa ar fallet i alla
ortonormerade system.

g. Inre krafter i ett system kan ge upphov till vridande moment pa systemet som helhet.

h. Tiden det tar for en mycket starkt dampad partikel att, da den slédpps fran vila, t.ex. halvera sitt
avstand till jamviktslaget ar storre ju starkare ddmpningen &r.



2. En sfarisk kropp med massan 10 g och radien 8.0 mm &r utsatt for en aterférande kraft som ar propor-
tionell mot forflyttningen fran jamviktslédget med proportionalitetskonstanten 0.50 N/m. Massan svinger
i vatten, och utsitts darfor for en bromsande kraft fran vattnet (se nedan). Visa att den resulterande
svangningsrorelsen kommer att vara svagt ddmpad (ge aven ett virde pa den dimensionslosa koeflicienten
¢) om amplituden &r tillrickligt liten for att stromningen skall kunna betraktas som laminédr. Ungefar
hur stor far amplituden vara om detta skall gélla?
(16 poéng)

Vattenmotstandet beter sig olika for laminért och fér turbulent fléde. Vilket som géller bestdms av
Reynoldstalet, Re = %, dér p &r vattnets densitet, d foremalets typiska diameter, v dess fart och n ~

1.5x 1073 kg/(ms) vattnets viskositet. Fér Reynoldstal mindre én c:a 30 har man laminir strémning, och
vattenmotstandet &r proportionellt mot farten enligt F' ~ 67nrv dér r ar sfarens radie. For Reynoldstal
fran c:a 103 och uppat har man turbulent stromning, och vattenmotstandet ar proportionellt mot farten
i kvadrat enligt F' ~ % pCqAv?, dir A sr foremalets tvirsnittsarea och Cy en formfaktor som for en sfar
ar ungefar 0.5.

3. Man har diskuterat att montera svianghjul i stadsbussar for att kunna lagra energi vid inbromsning. Detta
problem ror dock en annan hypotetisk tillimpning: dessa svanghjul skulle eventuellt kunna anvandas for
att “motverka centrifugalkraften” da bussen svianger. Undersok om det finns nagot sétt att montera ett
svanghjul i bussen sa att detta astadkoms, och isafall hur dess rotationsvektor bor vara riktad. Fungerar
det isafall bade for hoger- och vinstersviangar? Ge en grov uppskattning av hur svinghjulet skulle behova
dimensioneras!

(16 poéng)

4. En rymdstation dr formad som en smal torus (”doughnut”) enligt figuren. Dess radie dr 200 m och
dess massa 50 kiloton. Massan i 6vriga delar av rymdstationen &r forsumbar. Stationen roterar kring sin
symmetriaxel sa att den upplevda gravitationsaccelerationen vid periferin skall vara g. Vid ett tillfille
skjuts en rymdfarkost ut fran torusen i en riktning parallell med rotationsaxeln, vilket astadkommer en
impuls i motsatt riktning av storleken 7.5 - 10° Ns. Beskriv rymdstationens rotationsrorelse direfter i
termer av spinn och precession!

(10 poéng)

5. En liten kula kan glida friktionsfritt pa ett 1att, tunt, otdnjbart och 1attbojligt snoére med langden [, vars
andar ar fista i samma hojd pa avstandet a fran varandra. Anvénd en energimetod for att bestdmma
periodtiden for sméa svangningar kring jamviktslaget!

(10 poéng)




Losningar till tentamen i mekanik del 2 f6r F, den 24/5-2005.

I.SFFF SFFS

2. Antag att stromningen ar laminér, och att partikeln ror sig pa x-axeln i ett
koordinatsystem med origo i jamviktspunkten. Da ar rorelseekvationen
6mnr k

= b — —z = —2w,d — wia.
m m

Dimpfaktorn blir { = 7" = 37y /v/mk = 37-1.5-1072.0.8-1072/v/10-2 - 0.5 =

m2wnp
1.60-1073. (Dimensionskoll: 1 = [¢] = [pr/Vmk] = 2L/ /M~ = 2/, /2L =
1). Eftersom ddmpfaktorn &r mycket mindre &n ett &r rérelsen néstan oddmpad
harmonisk svangning, dvs néstan pa formen

o(t) = Asin(wet — ),  #(t) = Aw, cos(wat — ).
Den kritiska hastigheten, v., som inte skall overskridas for att ovanstaende

beskrivning av rorelsen skall vara en god approximation motsvarar reynold-
stalet 30. Motsvarande storsta amplitud ar

Ve 30n /m 30-1.5-107% /102 _4

won  pd\VE T 10°-16-102V 0.5 H
Dimensionskontroll: [%\/?] = LT(A%Ls)L, /Mj;\ﬂ; = L.
i F¥

TIN  ((7] Hﬁ.”*
& i

3. Svangning med krokningsradie R vid fart v kraver friktionskraft Fy = myv?/R
pa hjulen fran vigbanan, som ger kraftmoment M = hgmyv?/R med avseende
pa bussens masscentrum, riktat enligt figuren. (hg &r bussens masscentrums
hojd 6ver viagbanan.) For att bussen inte skall vélta maste vanligen kraftmo-
mentsumman vara 0. M kompenseras da av momentet orsakat av att nor-
malkrafterna pa hjulen fran vigbanan ar storre pa ytterhjulen &n innerhjulen
i kurvan. Men, om det finns ett gyro i bussen skall kraftmomentsumman inte
vara noll, utan lika med tidsderivatan av gyrots rérelseméangdsmoment. Om
gyrot sitter som i figuren ser man att denna ar riktad som M, och darfor min-
skar normalkrafternas moment. Om svanghjulet har vinkelhastighet w, massa
my, troghetsradie k, troghetsmoment I = my,k?, s ér rorelsemingdsmomentets
tidsderivata L = Tw§) = mykwv /R nér bussen gar genom kurvan och dérigenom
vrider sig med vinkelhastigheten 2 = v/R. Exakt kompensation, dvs in-
get normalkraftsmoment, intraffar nar M = hgmyv?/R = mpk*wv/R. Det



vill sdga w = ¢ hk%” (Det &r lampligt och enkelt att dimensionskontrollera

detta samband. Man kan ocksa tanka efter och inse att w &dndras i rimlig

riktning om en av parametrarna i taget fordubblas.) Exakt kompensation

fordrar alltsa att svanghjulets fart &r propotionell mot bussens. Detta gar

tyvarr stick i stav med iden, som namns i uppiftstexten, att lagra energi i

sviinghjul vid inbromsning. An vérre ser det ut om man jamfor storlgeken
Ey Tw

av hjulets rorelseenergi och bussens translationsrorelseenergi BT e

my, b
myp, k2 -
massan inkluderar hjulmassan). Att minska bussarnas energiforbrukning &r
nog viktigare an att forbattra deras kurvtagningsformaga. Kanske kan man
klara baggedera genom att anvinda tex tre svanghjul, tva for bromsenergin
och ett for rorelsemangdsmomentet. Men detta handlade uppgiften inte om.
Storleksordningsforslag: Bussmassa 10* kg hjulmassa 10% kg, hg = k = 1m,
vinkelhastighet w,, = 50s™', motsvarande v = 5m/s. Starka metaller tal
latt spanningarna pga centrifugalkrafterna i sadana har hjul, men riskerna om
energin frigors vid trafikolycka bor beaktas.

Man kan inse att denna kvot nddvéndigtvis ar storre &n 1 (buss-

. Rymdstationen roterar till att borja med kring sin symmetriaxel med spinn
s sa att ¢ = Rs?, dir R = radien. Jag antar att impulséverforingen vid
rymdfarkostutskjutningen sker snabbt i jamforelse med s, sa att den kan be-
traktas som stot. Jag infor ett kroppsfixt koordinatsystem xyz sa att origo
ligger i torusens centrum, z-axeln pekar i spinnriktningen, och stéten traffar i
(R,0,0). Stotimpulsen kallar jag —I1Z. (Jag byter alltsa uppgiftstextens sym-
bol I mot II f6r att hindra forvixling med troghetsmoment.) Rymdstationens
troghetsmoment med avseende pa z-axeln dar I = mR?, och med avseende pa
déremot vinkelrata riktningar genom origo I, = I/2.

Alldeles efter stoten ar stationens rorelsemangdsmoment med avseende pa sitt
masscentrum L = Is? + RIly = Isz + %Iwy@ — LZ. Efter stoten ar L &r
konserverad, s& att Z &r en fix riktning 1 rummet, kring vilken rymdskep-
pets rotationsvektor & och symmetriaxel Z precesserar. For att fa precession-
shastigheten uttrycker man & i basvektorerna Z och Z:

& =82+ w) = st fg% —sg+2§2: —s:4+QZ.
Numeriskt géller s = /g/R = 0.22s7', L,/L, = RII/(Is) = II/(mRs) =
34-107* = «, sig. (Dimensionskontroll: [II/(mRs) = FT/(ML/T) =
(ML)T*)T/(ML/T) = 1.) « = tangens for vinkeln mellan symmetriaxeln
% och precessionsaxeln Z. Men eftersom « ar sa litet 4r det en god approx-
imation att forsumma termer av ordning a?. D4 éir a vinkeln mellan 2 och
Z , och totala impulsmomentet kring masscentrum till beloppet samma som
fore utskjutningen, L = Is. Precessionshastigheten ar 0 = 2s = 0.44s7!.
Rymdskeppets rotationsrorelse kan alltsa beskrivas sa att symmetriaxeln och
den momentana rotationsaxeln ligger pa motsatta sidor om den rumsfixa rikt-
ningen Z, bildar bégge samma vinkel & med den, och precesserar med vinkel-
hastigheten O =2sZ kring den. Och spinnvektorn har éndrat tecken jamfort
med fore utskjutningen. Figur 7/22 b i laroboken illustrerar rérelsen for en
sadan har axelsymmetrisk kropp med 7, < I.



5. Jag infor koordinater (x,y) sa att snorets &ndar &r i punkterna (—c,d) och
(¢,d) med a = 2d och ¢ = 2v/c? + d?. Kulans jamviktsldge, pa lodlinjen
mitt emellan snorets andpunkter, ar da i origo. Kulan kan rora sig utefter en
bana i (z,y)-planet som bestdms av att snoret ar striackt och har langden ¢:
(= /(d—y)2+ (c— 2)2++/(d — y)* + (c + x)2. Banan ir horisontell i origo,
men kroker sig uppat. For att bestdmma periodtiden for sma svangningar
behovs en kvadratisk approximation av banan nara jamviktspunkten, dvs ett
samband av formen y = bx?. Konstanten b kan bestdmmas genom att utveckla
den exakta ekvationen for banan, dvs uttrycket for ¢ ovan, i potensserie i x
och y, och forsumma termer hogre an lineara i y och kvadratiska i x. Gor man
detta finner man b = (/1 — a?/(?) /L.

Sa anvandes energimetoden. Summan av kinetisk och potentiell energi, E =
%va + mgy ~ %ma’:Q + mgbz? dr konstant i tiden. (Hastigheten i y-led ger
forsumbar korrektion.) Derivering med avseende pa tiden och division med m
ger rorelseekvationen 0 = &+ 2gbx, fran vilken man avlaser svangnngsrorelsens

periodtid T' = 27 /w, = 27//2gb = 27 /4 /279‘ /T— (9.

Som rimlighetskontroll kan man observera att uttrycket for vinkelfrekvensen

interpolerar mellan de bekanta uttrycken ,/-%L for en pendel med langd ¢/2
72 &

nar a = 0, och 0 for horisontell rérelse nar a = £.



Tentamen i Mekanik for F, del 2 (géller &ven som tentamen i Mekanik F, del B)
Tisdagen 16 augusti 2005, 14.00-18.00, V-huset

Examinator: Martin Cederwall

Jour: NN, tel. 772???7?

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon, samt en egenhandigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara
valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt!

Tentamen ar uppdelad i tva delar. Den obligatoriska delen omfattar uppgifterna 1-3, totalt 40 poang,
varav 20 kravs for betyg 3. Forutsatt att kravet for betyg 3 ar uppfyllt rattas aven dverbetygsdelen,
uppgifterna 4 och 5. For betyg 4 kravs 40 poang, och for betyg 5 50 poang, av maximalt 60 pa de tva
delarna sammanlagt. Lycka till!

Obligatoriska uppgifter

. En dorr dr 230 cm hog, 100 cm bred och véger 15 kg. Massan &r jamnt fordelad 6ver dorrens yta. Den
skall utrustas med en stdngningsautomatik som utovar ett vridande moment pa dorren som &r propor-
tionellt mot Oppningsvinkeln, samt ett vridande moment proportionellt mot dorrens vinkelhastighet.
Ange, utgande fran vil motiverade resonemang, praktiskt lampliga virden pa de tva proportionalitet-
skonstanternal

(10 poéng)

. Galileo Galilei slapper en kula fran det lutande tornet i Pisa, pa ungefar 44° nordlig bredd. Tornets héjd
h ar 55 m. Luftmotstandet kan férsummas. Pa grund av corioliskraften landar inte kulan rakt nedanfor
den punkt den slidpps fran, utan ett litet avstand d darifran.

a) Med vetskap om att corioliskraften ar proportionell mot w, jordens rotationshastighet, kan man sluta
sig till att d ar proportionell mot w. Anvand dimensionsanalys for att avgora vilken potens av h som d
ar proportionell mot!

b) Bestdm avvikelsen, till storlek och riktning (kontrollera mot deluppgift a)!

Ledning: Corioliskraften kommer att vara mycket mindre &n tyngdkraften. Saldnge avvikelsen fran ver-
tikalen &r liten kan den vertikala rorelsen fortfarande approximeras med den som fas utan corioliskraft.
(15 podng)



3. Ett homogent klot rullar nedftr ett plan med lutningsvinkeln o utan att glida, under inverkan endast
av tyngdkraften och kontaktkraften fran planet. Berdkna dess acceleration, dels genom att dela upp
rorelsen i masscentrums translation och rotation kring masscentrum, dels genom att betrakta rorelsen
som momentan rotation kring kontaktpunkten, och visa att de tva metoderna ger samma resultat!

(15 poéng)

Uppgifter for déverbetyg

4. En rotationssymmetrisk kropp ar uppbyggd av en latt axel med langden ¢, pa vilken en tunn homogen
cirkelskiva med radie r och massa m &r fastad vinkelratt mot axeln. Axelns d&nde &r momentfritt fastad i
en punkt O pa ett horisontellt plan, och cirkelskivan rullar utan glidning mot planet sa att precessions-
hastigheten runt vertikalen genom O &r €. Bestam kraften pa kroppen fran infistningen i punkten O
samt kontaktkraften pa cirkelskivan i kontaktpunkten med planet (det far forutséttas att den senare
saknar horisontell komponent) till storlek och riktning!

(10 podng)

O

5. En kropp med massan m paverkas av en aterféorande kraft med fjadderkonstant k samt en viskos dampkraft
proportionell mot hastigheten med proportionalitetskonstant —b. Dessutom utsétts den for en harmonisk
kraft F' = Fycoswt. Efter det att eventuella transienter har dampats ut visar sig kroppens svangningar
ligga /4 (radianer) efter den yttre kraften i fas. Bestdm konstanten b uttryckt i & och m! Bestdm ocksa
partikularlésningens amplitud!

(10 podng)



Losningar till tentamen i mekanik del 2 f6r F, den 16/8-2005.

1. Jag tanker mig att det ror sig om, antingen en sadan dorr som bara skall
svanga igen mjukt nar den lamnas for sig sjalv, eller ocksa en svangdorr som
kan svinga ut at bagge hallen. Men inte en sadan dorr som man vill skall sla
igen med viss kraft, sa att den laser sig i stangt lage av sig sjalv, for de brukar
ha annorlunda fungerande stangningsanordningar.

Dorrens troghetsmoment med avseende pa vridningsaxeln &ar

I =mb*/3 = 5kgm?.
Rorelseekvation for dorrens svangning ar
1§ = —cf — kb.

Hogerledet bestar av stangningsanordningens tva kraftmoment enligt uppgifts-
texten. Kraftmomentet —kf stinger dorren om k > 0. Kraftmomentet
—cf dampar svangningsrorelsen om ¢ > 0. Det galler att valja k sa att
dorren far upp lagom fart, och ¢ sa att den stannar sa fort som mojligt.
Det ar enklast att forst bestdmma lampligt ¢ givet k. Om rorelsen ar un-
derddmpad innehaller bégge partikulérlosningarna en faktor exp(—tc/2I). De
ar dampade svangningar, och dampningen sker snabbare ju storre c valjs.
Om rorelsen ar 6verdidmpad ar bagge partikularlosningarna exponentialfunk-
tioner. Den langsammast avtagande avtar langsammare ju storre ¢ véljs. For
att uppna snabbast mojliga garanterade avtagande amplitud for svangdorren
ar det darfor bast att valja ¢ motsvarande kritisk dampning.

En dorr av forsta slaget kan antingen sla igen med stot efter dndlig tid, eller
ocksa minska sin amplitud exponentiellt under oandlig tid. Kraftig stot medfor
icke onskvarda stotkrafter. Stotrisken kan inte elimineras helt. Om rorelsen
ar underdampad sker stot oberoende av startvillkor. Men om rorelsen ar
overdampad sker den bara om dorren startas med tillrackligt stor stangande
fart, inte om dorren startas utan fart, som vanligen ar fallet om man ar akt-
sam. Aven for sidana dorrar finns alltsa ett gott argument for att vélja kritisk
déampning. Da ar rorelseekvationen

0 4 2Cwob + wih = 0,
wi =k/I, 2Cwo=c/I, (=1.

Eftersom en sekund ar en typisk tidsskala for en dorrs rorelse, foreslar jag valet
wo = 1571, Detta innebér foljande val av propotionalitetskonstanterna

k= Iw: = 5kgm?/s* = 5 Nm/radian,
¢ = 2Iwy = 10kgm?/s = 10 Nm/(radian/s).

2. a) Dimensionsanalys. d kan bero av h, g, w, och latituden 6. Sa vi bor ha ett
samband pa formen

d = wf(h7g7 9)7

med okénd funktion f. De ingaende parametrarnas dimensioner ar

djw] = LT, =L, [j=L/T% [f=1.



Tid- och langd-dimensionerna maste stamma Overens i ekvationens bagge led.
Dessa tva villkor bestammer f’s beroende av g och h, med resultatet

d=wg HPf(6),

dér f ar en ny okénd funktion. Om man dessutom observerar att d beror av
vinkelhastighetens horisontella komponent, w cos(f), men inte av dess vertikala
komponent, wsin(f), sa blir sambandet bestdmt upp till en propotionalitets-
konstant,

d = wcos(#)g~*h%? . konst..
b) Rorelseekvation och corioliskraftuttryck &r
mr = —mgZz + Fl, F, = —2md x 7.

Med koordinater sa att basvektorerna Z, &, och y pekar vertikalt, osterut, och
norrut, respektive, blir rorelseekvationen i komponentform

2 2Z, (enligt ledning)
mzZ = —mg,
mi = —2mw cos(f)z.

Losningen ér, med falltiden ¢,

2(t) = h—gt?/2,  to=+/2h/g,
x(t) = wgcos(6) t*/3,

d = x(ty) = (1/3)w cos(8)g~/?(2h)3/* =

= (1/3)-0.73-107* - 571 0.72- (2 - 55m)*2(9.8m/s?) "2 ~ 6.5 mm.

Svar: Avvikelsen ar d = 6.5 mm at Oster.

. Mina beteckningar: x = koordinataxel riktad utfor lutande planet, z. =
masscentrums koordinat, w = klotets vinkelhastighet, m = dess massa, a =
dess radie, p = kontaktpunkten mellan klot och plan, F,. = friktionskraften

i p, riktad uppfor planet. I. = (2/5)ma® = kulans troghetsmoment med
avseende pa masscentrum. I, = kulans troghetsmoment med avseende pa p =
I.+ma® = (7/5)ma?.

a) Rorelseméngdslagen for masscentrums rérelse, och rorelseméngdsmomentlagen
for rotationsrorelsen kring masscentrum ger

mx. =mgsina — F,, I.w=—F_,a.

Om villkoret for ingen glidning i p, 2. + aw = 0, anvands till att eliminera
variabeln w, och om sedan F| elimineras ur ekvationssystemet, aterstar ekva-
tionen

m + I./a%) #, = mgsin .
( g



b) Rorelseméngdsmomentlagen med avseende pa p ger
I,w = —amgsin a.

Om man anvander sambandet mellan w och #, och sambandet mellan I. och
I

», Sa ser man att de bagge rorelseekvationerna beskriver samma acceleration,
i.=mgsinaa®/I, = (5/7) gsina.

. Jag anvénder beteckningarna i figur 7/20 och ekvation (7/27) i laroboken,
samt N = normalkraften pa cirkelskivan i kontaktpunkten med planet, F, =
vertikala komponenten och Fj = horisontella komponenten, riktad bort fran
snurran, av sokta kontaktkraften i O. Vi har, med hjalp av informationen i
uppgiftstexten,

sinf = /v/02 412, I =mr?/2,
cosh =r/V?+r2 Iy = mr? /4 + me>.

Spinnet bestams av precessionen och av att kontaktpunktens momentana hastighet
ar noll (eftersom skivan inte glider). Vi har

=9, p=—QVE +7r?/r =—Q/cosd.

Kraftmomentet i ekvation (7/27) &r med avseende pa O och orsakas av N och
gravitationskraften. Ekvation (7/27) tar formen

mglsinf — NVI2 +r2 = Q?sin0(I(cosf — 1/ cos §) — Iy cos ).

Denna ekvation bestammer sokta kraften N till
2

Q
V2 +r?
dar sinf, cos@, I, och Iy ar givna ovan. Kontaktkrafterna i O kan nu fas med

hjilp av rorelsemingdslagen. Masscentrums acceleration ar £sin Q? i samma
riktning som Fj. Resultat

N = mgsin® 6 + tan 0(1I sin® 6 + I cos” 0),

2

F,=mg— N = mgcos®f — tan 0(1 sin® 6 + I, cos” 0),

Fj, = mlsin 6 Q.

. Enligt uppgiftstexten &ar rorelseekvationen och rorelsen respektive
mi = —bt — kx + Fycos(wt),
z(t) = Acos(wt — 7/4) = A/V2(cos(wt) + sin(wt)),

dar A ar den sokta amplituden. Insattning av ansatsen i rorelseekvationen,
och identifiering av sinustermer och cosinustermer ger ekvationssystemet

A/NV2(—mw? — bw + k) =0,
AN2(—mw? + bw + k) = F.
Dess losning ger svaret till uppgiftsfragan:

b=Fk/w—muw,

A= Fy/(V2(k — mw?)).
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Examinator: Martin Cederwall

Jour: Goran Niklasson, tel. 7723194

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon, samt en egenhandigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara
valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt!

Tentamen ar uppdelad i tva delar. Den obligatoriska delen omfattar uppgifterna 1-3, totalt 40 poang,
varav 20 kravs for betyg 3. Forutsatt att kravet for betyg 3 ar uppfyllt rattas aven dverbetygsdelen,
uppgifterna 4 och 5. For betyg 4 kravs 40 poang, och for betyg 5 50 poang, av maximalt 60 pa de tva
delarna sammanlagt. Lycka till!

Obligatoriska uppgifter

. For att modellera krafter mellan tva atomer, speciellt ddelgaser, anvinds ofta den s.k. Lennard—Jones-

potentialen, som har utseendet
o 12 o6
V(r) = de [(_) - (%) ] |
r r

Den forsta termen ger en repulsiv kraft pa sma avstand, och den andra en attraktiv kraft, van der Waals-
kraft, pa stora avstand. Skissera potentialen! Bestam jamviktsavstandet ro mellan de tva atomerna och
bindningsenergin Ey (som &r skillnaden mellan potentialens vérde i odndligheten och i jamviktsldget,
Ey =V (00)=V(r9))! Om de tva atomerna bada har massan m, vad blir vinkelfrekvensen f6r sma radiella
svangningar kring jamviktslaget?

(15 podng)

. En bowlingbana &r 19.16 m lang och 1.07 m bred. Bowlingklotet véger i allmdnhet mellan 10 och 16
pounds (1 pound = 0.454 kg). Undersok, under rimliga antaganden, huruvida corioliskraften kan vara
vasentlig vid bowlingspel! Om sa skulle vara fallet, kan spelaren pa nagot sétt minimera dess inverkan?
(10 poéng)



3. En tradrulle bestar av en homogen cylinder med massan p och radien p, samt tva likasa homogena
“gavlar”, vardera med massan m och radien r. Den vilar pa ett horisontellt bord, mot vilken friktionen
ar tillracklig for att forhindra glidning. Man drager i traden med kraften F' som bildar vinkeln « mot
horisontalen enligt figuren. At vilket hall borjar tradrullen rulla? Hur stor blir dess acceleration?

(15 poéng)

Uppgifter for dverbetyg

4. En rotationssymmetrisk kropp ar uppbyggd av en liatt axel med lingden ¢, pa vilken en tunn homogen
cirkelskiva med radie r och massa m &r fastad vinkelratt mot axeln. Axelns &nde &r momentfritt fastad i
en punkt O pa ett horisontellt plan, och cirkelskivan rullar utan glidning under planet sa att precessions-
hastigheten runt vertikalen genom O ar 2. Hur stor maste precessionshastigheten vara for att rorelsen
skall vara mojlig? Bestam kraften pa kroppen fran infastningen i punkten O samt kontaktkraften pa
cirkelskivan i kontaktpunkten med planet (det far forutsittas att den senare saknar horisontell kompo-
nent) till storlek och riktning!

(10 poéng)
O

5. En roterande motor star pa fjidrar med férsumbar ddmpning. En obalans i rotorn gor att den paverkas
av en vertikal troghetskraft mav? cosvt, dir m, a och v #r konstanter. Motorns totala massa ar M.
Man finner att motorn vid normal drift rakar i valdsamma svangningar (resonans). Genom att fista en
kropp med massan K pa motorn kan man nedbringa amplituden. Alternativt kan man sétta en dampare
parallellt med fjadrarna. Vilken dampkonstant (proportionalitetskonstant mellan hastighet och kraft) b
skall i sa fall valjas om man vill ha samma reduktion av svingningens amplitud?

(10 poéng)
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Uppgift 1
Skiss: V(r)

Kraften mellan atomerna bestdms av potentialens derivata:

F(r)= —‘;—‘: :%{12(%}13 —6(%)7}

Jamviktslidget ry bestdms av att kraften F(ro) skall vara noll, vilket ger
n=0=1120

Bindningsenergin blir

E,=-V(r,) =—4e[(%}12 —[%ﬂ - —43B—ﬂ >

I ndrheten av jimviktslidget kan vi anvidnda Taylorutveckling och férsumma termer av
hogre ordning én kvadratisk, vilket ger

2

V(r)=V (5)+ k(1)

5 14 8
k= d‘zl =4_§ 12-13 Z -6-7 z =24f|:27?3_ 3/3:|
dr R r r o |2 2

_24g| 13 7 | T2
- ol | 243 - 943 | T %/50'2
Vi har nu reducerat modellen till en harmonisk oscillator med fjaderkonstanten k och

massan m/2 (den “reducerade massan” for tvakroppssystemet). Vinkelfrekvensen for
sma sviangningar blir alltsa

w= 2k o | 1He 12 e 55 &
m me* 2\ mo? "\ mo?

o2 [2
2\ mo?

dar

Svar: r, = 20 ; Ey=¢



Uppgift 2

Lat oss undersoka det virsta tinkbara fallet. Det innebir spel vid nordpolen eller
sydpolen, eftersom det &r dir corioliskraften dr som storst. Vi kan vid polerna bortse
fran att jorden &r sférisk och alltsa betrakta jordytan som en plan karusell, dér vi for
enkelhets skull antar att bowlingklotet kastas ut fran mitten (polen), d.v.s. fran en punkt
som ér i vila. Corioliskraften gor att klotet tycks vika av at sidan i stéllet for att rora sig
ritlinjigt, d.v.s. rorelsen tycks strida mot Newtons forsta lag, men ser vi det hela i ett
storre perspektiv kan vi i stillet beskriva det som att klotet ror sig ritlinjigt medan malet
(kdglorna) flyttar sig at sidan for att de foljer med i jordens rotation. Under ett dygn (T
=24-3600 s) flyttar sig malet strickan 2L dér L dr banans lingd (L = 19,16 m). Under
den tid ¢ da klotet dr i rorelse lings banan hinner malet alltsa flytta sig en stricka 0 som
ges av

5:27z'Li
T

Med t =2 s fas =3 mm och med t = 3 s fas d= 4 mm. Pa mera normala breddgrader
blir avvikelsen mindre och vid ekvatorn blir den noll. Med anvindning av det formella
uttrycket for corioliskraften finner man att ovanstaende uttryck for o'skall multipliceras
med sinus for latitudvinkeln.

Huruvida ett par millimeters avvikelse dr vésentlig eller inte dr svart att sdga for den
som inte har egen erfarenhet av bowling, men troligen 4r det ovésentligt. I praktiken gor
man forstas inga berdkningar utan man ldr sig spelet genom “trial and error”, vilket
innebdr att man automatiskt bygger in hiansynstagande till alla relevanta faktorer. Om
corioliskraften spelar en visentlig roll sa skulle spelare fran nordliga ldnder fa problem
nér de tivlar i t.ex. Australien. Sa dr veterligen inte fallet.

Om man av nagon anledning vill minimera bidraget fran corioliskraften kan man forstas
gora det genom att kasta klotet med stor hastighet, sa att tiden # blir liten, men det skulle
kanske paverka spelet negativt i andra avseenden.

Svar: Avvikelsen dr hogst ett par millimeter och spelar sannolikt ingen praktisk roll.

Uppgift 3

At vilket hall tradrullen borjar rulla avgérs av rikt-
ningen hos kraftens moment med avseende pa kontakt-
punkten mot underlaget. I grinsfallet att kraftens verk-
ningslinje gar genom kontaktpunkten kommer rullen
varken att rulla at vénster eller at hoger (om man drar
tillrackligt hart borjar den glida utan att vrida sig, men i
texten forutsitts att friktionen é&r tillrdcklig for att for-

hindra detta).
Med hjilp av figuren ser man att i griinsfallet giller cos @ = p/r. Rullningen blir at

vénster om & > arccos (p/r)och &t hoger om a <arccos(p/r).

For att bestimma accelerationens storlek krivs en mera detaljerad analys. Vi later M
beteckna tradrullens sammanlagda massa och a dess tyngdpunktsacceleration, raknad
positiv at hoger. Med kraftbeteckningar enlig figuren ger lagen for masscentrums
rorelse ekvationerna

Ma=Fcosa—T
O0=N+Fsina—Mg

Vid rullning utan glidning géller att vinkelacce-
lerationen #r a/r (med positiv riktning medurs).
Impulsmomentlagen m.a.p. masscentrum ger da




1£=1r-Fp
r

dir I dr troghetsmomentet m.a.p. masscentrum. Ur dessa tre ekvationer kan vi
bestimma a, N och T. Resultatet for a ir

o= rcosza—p P
Mr-+1

Vi noterar att tecknet pa a stimmer med vad som sades inledningsvis om rullningens
riktning. Nu aterstar bara att uttrycka M och [ i de givna storheterna i, m, p och r:

M =u+2m
| P
I =— +—2mr
2 a 2
Efter lite algebra fas svaret.

rcosa—p
2ur’ +6mr’ + up®

Svar: a= Zr( jF med positiv riktning at hoger.

Uppgift 4

For att beskriva rorelsen infor vi tva koordinat-

system: ett kroppsfixerat system £n¢ och ett

rumsfixerat system xyz, bada med origo i O. o
Kroppens symmetriaxel dr C-axeln, och den

rumsfixa z-axeln pekar vertikalt nedat. Mot- 0 d
svarande basvektorer betecknas med “hattar’:

€,z . Vinkeln mellan (~axeln och z-axeln beteck- ¢
nas med €. Den ir relaterad till de givna stor-

heterna r och / genom sambandet z
[
6 = arctan —
-

Kroppens rotationsvektor kan skrivas

0=0,+0,

ddr ®, beskriver precessionen och @, beskriver
spinnet kring symmetriaxeln:

©, =07
o, =0f

Spinnet @ kan uttryckas i precessionshastigheten (2 med hjélp av rullningsvillkoret,
vilket ger (observera tecknet)

[ 2 2
ws:_l’—‘l‘lg:_ Q2
r cos @

Kroppens rorelsemangdsmoment L. med avseende pa punkten O dr
L=l.0&+1,00+108
ddr Ig I och Iy dr de tre huvudtroghetsmomenten. Pa grund av rotationssymmetrin

giller att I; = Iz Uttrycket for rorelseméngdsmomentet kan da omformas pa foljande
satt:

L= 1§w§§+1§mqﬁ+1§m§§+(1§ —Ié)(o;(; = 1§m+(1§ —Ié)(o;(;



Med hjilp av figuren ser vi att
@, =@, +£2cosb
vilket ger
L=1,(Q+0f)+(I,~1,)(0+Qcos0) = 1,20+ | o, +(I,~1,) 2cos 8|
sin” @
cosé

N 02 5 N 5
= I§Qz+{—lgw+(lg —Ié).QcosH}C = Ié.Qz—(I; +1, COSGJ.QC
dir vi anvint rullningsvillkoret for att utrycka @ i £2. Nista steg ar att bestimma
tidsderivatan av L:

dL sin” @ P
— = xL=0QIx|1.22—-|1,——+1.cos@
dt 7 { : ( “cosd ¢ JQC}

)
:(1§%+I§cosﬂjﬂzéxi

cos
Det vektoriella kraftmomentet med avseende pa O ir F,
T =18 xmgi+— lz ExNi
sin” @
N 1Exi h N
=|m
§ sin”® @
Impulsmomentlagen dL/dt =T ger nu mg
)
sin” @ ) N
1 +1.cos0 |2° =| mg+ l
(; cos@ ° j ( 8 sinzﬂj
sin” @ ) ) ) )
N = I,sin"@+1.cos"0)2° —mgsin~ @
l cosﬂ( ¢ : ) 8

For att N skall vara positiv maste precessionshastigheten £2 uppfylla villkoret

0> mgl
1, sin’ 0+1, cos’ @
Kraftkomponenterna F, och Fj, i punkten O bestims ur lagen for masscentrums rorelse:

: 2
sin” 6 (Ig sin’ O+1, cos? 9)[22
0

F,=mg+N =mgcos’ 0+

F, =m£2’lsin

Nu aterstér bara att sitta in utryck for siné, cos@, Izoch I :

sin@ = L. cosf =—_
S NP+
Ig—lmr2+mlz; Igzlmr2
4
Efter lite enkel algebra fas svaret
1 4gl (r2 +1 )
Svar: Villkoret ir att Q22— |—F—5—
r r-+6[
2 2
Tryckkraften i kontaktpunkten &r N = _mir2” ( r*+6l° ) —mg L

rr+1?

4\/rz+l23



mlr?* r’

Den vertikala kraftkomponenten i O #r F = —}(r2 +60° ) +mg——
YN re+1
272
Den horisontella raftkomponenten i O dr F = mé2 1

" Nt +1?

F, ar riktad uppat och Fy, dr riktad inat (centripetalkraft).

Uppgift 5

Antag att den sammanlagda fjaderkonstanten dr k och lat x beteckna motorns koordinat
i vertikal led. Rorelseekvationen i nédrvaro av dimpare men utan extra vikt blir da

Mx = —kx —bx + mav?* cosvt
vilket kan skrivas som

. b .k m 5
X+—X+—x=—av cosvt
M M M

Detta dr en linjdr inhomogen differentialekvation som litt kan 16sas. Efter det att in-
svangningsforloppet har dott ut fas en stationdr svangningsrorelse med amplituden (se
t.ex. Physics Handbook):

2
may

\/(k—Mvz)z +(bv)’

Utan ddmpare (b = 0) men med en extra massa K fas i stillet

A=

2
may

\/(k ~Mv:—Kv?)
Enligt forutsittningen skall dessa tva uttryck for A vara lika vilket innebar att
(k=Mv?) +(bv) =(k=Mv> - Kv?)

A=

Dessutom ségs att resonans uppkommer om bade dimpare och extravikt saknas. Det
innebir att k = M. Villkoret ovan forenklas da till

(bv) =(kv?)
vilket ger svaret.

Svar: b=Kv
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Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara
valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt!

Tentamen ar uppdelad i tva delar. Den obligatoriska delen omfattar uppgifterna 1-3, totalt 40 poang,
varav 20 kravs for betyg 3. Forutsatt att kravet for betyg 3 ar uppfyllt rattas aven dverbetygsdelen,
uppgifterna 4 och 5. For betyg 4 kravs 40 poang, och for betyg 5 50 poang, av maximalt 60 pa de tva
delarna sammanlagt. Lycka till!

Obligatoriska uppgifter

. En bil kér upp 6ver en kant (t.ex. en trottoirkant). Modellera bilens fjidring med en linjar fjaderkraft
och en viskés dampning. Antag for enkelhets skull att resultatet av att bilen kér upp pa kanten &ar att
hela underlaget plotsligt hojs (fram- och bakhjul samtidigt) och att bilens vertikala hastighet inte hinner
andras under detta forlopp, sa att man hirur far begynnelsevillkor fér den efterféljande rorelsen. Los
rorelseekvationen i vertikalled for att fa fram tidsforloppet for bilens vertikala rorelse sedan den passerat
kanten! Nodvandiga parametrar far inforas. Ge ett hyfsat realistiskt exempel pa numeriska varden och
diskutera héandelseférloppet!

(15 podng)

. a. En kula kan glida utan friktion pa en roterande horisontell skiva med radie R och vinkelhastighet (2.
Om kulan ges en begynnelsefart v (relativt skivan) i en punkt pa skivans periferi, vilken riktning skall
den ha (relativt skivan) for att passera skivans mittpunkt? Rita!

(4 poiing)

b. Samma kula och samma skiva som i deluppgift a. Kulan &r nu i vila pa radien a # 0 relativt det
inertialsystem dar skivans mittpunkt ar i vila. Visa att de fiktiva krafter (centrifugalkraft, corioliskraft)
som kulan utséitts for i skivans system (ett roterande system med origo i vila i skivans mitt) tillsammans
ger upphov till réatt relativ acceleration!

(6 poiing)

. En homogent sfiriskt skal med massa p och radie a rullar utan glidning nedfér ett lutande plan med
lutningsvinkel 6. Berdkna dess masscentrums acceleration (uttryckt i ovan ndmnda storheter samt tyngd-
accelerationen g), dels med kraft- och momentekvationer, dels med en energimetod, och jamfor resul-
taten!

(15 podng)



Uppgifter for dverbetyg

. En homogen, tunn, cirkulér skiva med radien r och massan m &r vid centrum fést mitt pa en viktlos
axel AB vinkelrat mot skivan. Axelns &ndpunkter &r lagrade i en ram, sa att axeln lutar vinkeln «
mot vertikalen. Skivan roterar med konstant vinkelhastighet v relativt ramen, som i sin tur roterar med
konstant vinkelhastighet w kring vertikalen genom skivans centrum. Sok lagerkrafterna i A och B, om
tyngdkraften kan féorsummas. Avstandet mellan A och B ér a.

(10 podng)
A o
|

bY

!
o !

e s o

. En kropp ar sammansatt av ett homogent halvklot med radien r och en homogen cylinder med radien
r och hojden h enligt figuren, bada av samma material med densiteten p. For vilka varden pa parame-
trarna dr den vertikala positionen i figuren ett stabilt jamviktsldge pa ett plant underlag? Bestdm
vinkelfrekvensen for sma svingningar kring det (friktionen mellan kroppen och underlaget dr sa liten att
den kan anses glida friktionsfritt)!

(10 podng)
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