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1. Introduktion

Min erfarenhet av MeklII dr denna: boken &r otroligt pratig och har ett orimligt antal specialfall man
maste halla koll pa. Foreldasaren skriver ner nagra (lite for) generella formler och gér sedan vidare.
Jag tédnkte att detta kompendium ska vara som ett mellanting.

2. Forkunskaper (inses fan inte sa litt)

Bevarande av: energi rorelseméngd rorelseméngdsmoment

Om vi vet momentet i en punkt A (momentresultant)

Ma =rg/a X Fp (1)

3. Plan kinematik for stelkroppar

Vad ar kinematik? Kinematik dr en gren av dynamik som beskriver rorelsen hos kroppar utan att
behandla de krafter som ger upphov till rérelsen, eller skapas av den. Vi dr huvudsakligen intresserade
av hur objekt ror sig geometriskt - detta dr egentligen mer matematik an fysik.

Generell stelkroppsrorelse bestar av bade linjdra och roterande forflyttningar, hastigheter och
accelerationer. Malet ar att beskriva hur en stelkropp ror sig baserat pa krafterna som verkar
pa den. I detta kapitel begréansar vi oss till plan, eller tvadimensionell, rorelse. Har antas en kropps
masscentrum ligga i rorelseplanet.

Stelkropp: ett system av partiklar vars inbordes avstand inte &ndras. Vi har alltsa inga fluider eller
deformation - detta ar generellt sett ett bra antagande.

Translation: Alla punkter pa kroppen ror sig likadant (samma hastighet och acceleration).
Rotation kring en axel: alla punkter i kroppen som ar vinkelrata mot rotationsaxeln ror sig samma
vinkel pa samma tid.

Generell plan rorelse: dr en kombination av rotation och translation.

Vi behandlar oftast generell plan rorelse. Att analysera plan rorelse gérs antingen genom att identifiera
absoluta forflyttningar och sedan tidsderivera, eller att ta ett mellansteg genom relativ rorelse.

3.1. Rotation

Alla punkter pa en stelkropp i plan roérelse har samma vinkelférflyttning, -hastighet, och -acceleration.
Det gar alltid att definiera en axel, fiktiv eller ej, som man ténker sig att kroppen roterar runt -
punkter som skér denna axel ror sig inte.

Vinkelhastighet w och vinkelacceleration « hérleds fran vinkeln 6:

_d_y Cdw %0

_do _ _Gw _ab 9
w=g =9 =g (2)

Hér &r positiv riktning for w och o samma som for 6. Trots att de kan vara ickeinituitiva finns det
analogier mellan roterande och translaterande rorelser. For konstant vinkelacceleration sa géller for
vinkelhastigheten att w(t) = wo + at. Jamfoér detta med v(t) = vg + at for translationsrorelse.



3.1.1. Beridkna hastighet eller acceleration i en punkt

Téank dig en kropp som roterar med vinkelhastighet w kring en axel vinkelrdt mot planet. z-axeln
valjs i regel kring denna rotationsaxel, och vinkelhastigheten kan da uttryckas pa vektorform som
W = w2. Betrakta en fix punkt A pa avstand r fran axeln. Om vektorn r definieras i riktning fran
origo till A, sa fas hastigheten i punkt A genom:

v=ir=d xr (3)
Accelerationen i punkten fas genom ytterligare derivering:

a:\'/:ﬁxi'—i—jxr:ﬁx(ﬁxr)Jr_o}xr (4)

Vi noterar hér att a kan delas upp i en kompontent parallell med r och en vinkelrét:
a=a|+ag (5)

Dar de individuella komponenterna ges av:

a” =ﬁ X (ﬁ X I‘) (6

a =W xr=dxr (7

3.2. Absolut rorelse

~— —

En metod for att analysera hur en stelkropp ror sig dr absolut rorelse. Héir betraktar vi kroppen
utifran, ur ett stationért koordinatsystem, och kan stélla upp ekvationer fér dess forflyttning. Hastighet
och acceleration far vi genom att tidsderivera. Detta &r en rattfram metod som vi dr vana vid sedan
tidigare. Om den geometriska beskrivningen blir komplex kan det dock bli enklare att rikna med
relativ rorelse istéllet. Efter att ha arbetat en del med bada dessa metoder bor det bli enklare att
vilja mellan dem.

3.3. Relativ rorelse

Det andra tillvigagangsséttet for att behandla stelkroppsrorelse ar relativ rorelse. Vi véljer punk-
terna A och B som ligger pa samma stelkropp. Vektorn fran ett godtyckligt origo till punkt A kan
da skrivas:

~—

rA =TB +Ta/B (8
Detta ar vektorn till punkt B plus vektorn fran B till A. Denna uppdelning ser kladdig ut, men

kommer visa sig gora vart liv lattare. Om vi sedan observerar en dndring hos A:s position under en
liten tid At skrivs denna:

Arp = Arg + Arp /B

Vilket beskriver hur B rort sig och hur A rort sig relativt B. Om vi dividerar bada leden med At fas:



VA =VB +Va/B (9)

Detta ar hastigheten hos punkt B plus hastigheten av A relativt B. Vi noterar dock att oavsett hur
kroppen ror sig, sd kommer avstandet r4,p mellan A och B att vara detsamma (eftersom det &r just
en stelkropp). A kan alltsa inte translatera relativt B, utan endast rotera. Vi har ddarmed lyckats
dela upp A:s hastighet i tva delar: hastigheten hos B plus rotationshastigheten kring B. For denna
relativa hastighet géller i enlighet med :

Va/B =W XTa/B (10)

Hir ér @ den absoluta vinkelhastigheten for stelkroppen och ddrmed éven f6r vektorn rp /g. Det
faktum att den relativa rorelsen alltid dr vinkelrdt mot vektorn som knyter samman punkterna ar
viktigt i manga uppgifter:

va/B L Ta/B (11)

Vi vill ocksa kunna berdkna punkt A:s relativa acceleration. Denna fas genom att tidsderivera @D:

aA —ap + aa/B (12)

Eftersom vi ser en relativ roterande rorelse kring B, sd kommer den relativa accelerationen ap /g
att ha tva komponenter: en parallell komponent fran v g:s dndring i riktning, och en vinkelrét
komponent fran v g:s dndring i magnitud. Detta skrivs i enlighet med :

ax =ap+aa/B | taam | (13)

Och de individuella komponenterna ges av:

aa/p | = W x (J xram) (14)

an/B | = @ xra/B (15)

Vi noterar att dven den relativa accelerationen beror pa den absoluta vinkelhastigheten och
accelerationen for systemet. Det finns alltsd inte en absolut och en relativ vinkelhastighet att ta
héansyn till! Att rdkna med relativ rorelse later oss dock dela upp vara problem i en translations- och
en rotationsdel.

3.4. Rorelse relativt roterande koordinatsystem

Hitills har vi anvint oss av ett absolut (ickeroterande) koordinatsystem for att beskriva relativ
hastighet och acceleration. Att anvinda koordinater som roterar med stelkroppen kommer dock visa
sig forenkla utrdkningarna i manga problem under kursens gang. For att borja beskriva rorelse i
termer av roterande axlar sa borjar vi med att studera plan rorelse hos tva partiklar A och B, i ett
fixt XY-plan. For generalitetens skull antas partiklarna réra sig oberoende av varandra. A:s rérelse
observeras utifran det roterande koordinatsystemet xy, som har sitt origo fast i punkt B och roterar
med vinkelhastighet w = 6.



Vart att notera redan nu ar att vi kan behova uttrycka tva koordinatsystem samtidigt. Jag kom-
mer forsoka halla mig till denna konvention: stationédra koordinater yttrycks i de gamla hederliga
£, 9, 2. For roterande koordinatsystem kommer jag inféra nya basvektorer i, J, k. I detta fall skrivs
vinkelhastigheten for xy-systemet som & = wk. Denna vektor ar ortogonal mot rorelseplanet och har
positiv riktning i positiv 2-led. Da skrivs A:s position i absoluta koordinater som:

rA=rB+ra/p =rp+r=rp+ (2 +yj) (16)

Notera: hér har jag ersatt rp g fran tidigare med r {6r att gora alla ekvationer mindre plottriga.

Detta kommer vara konventionen frén och med nu. Hér dr ¢ och j enhetsvektorer i det rérliga
koordinatsystem vi fist i punkt B. For att f& ut hastighet och ekvation i xy-systemet behover vi
tidsderivera . Vi kan dock inte derivera rakt av ldngre, eftersom vara enhetsvektorer dndras med
tiden!

3.5. Tidsderivera enhetsvektorer

Eftersom enhetsvektorerena i och j roterar med xy-axlarna kommer de ha tidsderivator som vi méste
berdkna. Detta ar obehagligt nog ett grafiskt bevis, som jag inte orkar Texa just nu (finns pa sidan

385 i Dynamics-boken). Resultatet blir: Texa
bevis

iy VY (17)
J= (18)

3.5.1. Relativ hastighet

Med uttrycken i och kan vi nu fortsitta derivera vart vektoruttryck fran med hjélp av
produktregeln:

d A ~ X X o ~
i =tp+ (2l +yj) = ip + (20 +yj) + (# +3)) (19)
Vi noterar att:
x%+y3:ﬁxxi+ﬁxy5:ﬁx(:U%+y5):ﬁxr (20)

Den sista termen (i + 777) &r den hastighet som uppméts i det rorliga xy-systemet, som vi nu kallar
den relativa hastigheten:

(& + ) = Vrel (21)

Detta ar hastigheten som A har relativt B. Med och forenklas uttrycket nu till:

VA =VB+ W XTI+ Vel (22)

Notera: Om vi jamfér detta yttryck med (9)) fran tidigare, s ser vi att:

VA/B = X T+ Vyel

Sa vi uppmaéter alltsa en skillnad i de relativa hastigheterna for ett roterande och ickeroterande
koordinatsystem!



3.5.2. Transformera tidsderivata till andra koordinater

Vi har funnit en generell regel for att uttrycka en tidsderivata av en godtycklig vektor i ett roterande
koordinatsystem. Om V &r en vektor som bor i det statiska XY-planet, kan vi yttrycka dess derivata

i ett roterande xy-plan enligt:
dV dv
(%) = (%) + ﬁ x 'V (23)
XY Ty

Detta kommer visa sig gélla dven i tre dimensioner.

3.5.3. Relativ acceleration

Vi far ut den relativa accelerationen genom att tidsderivera den relativa hastigheten i :

Ap =ap+ W XT+ & X T+ Vpg (24)

Med far vi:

Wxi=u x (T Xr+Vpe)) =& X (T XT)+ W X Vyer

vrel = ﬁ X Vrel T Arel

Substitution ger nu ett fullstindigt uttryck for partikel A:s totala acceleration aa:

aA:aB+ﬁ><r+ﬁ><(ﬁxr)+2ﬁxvrel—|—aw1 (25)

Har kan vi tolka de olika termerna och dess fysikaliska innebérd:
e ap ar accelerationen hos punkt B, som &r origo fér det roterande koordinatsystemet.
e W x r éir accelerationen tangentiellt cirkelbanan. Blir noll om w &r konstant.

o W x (ﬁ X r) dr centripetalacceleration. Den ger en dndring i riktning hos v for att halla punkt
A kvar i en roterande bana. Ger upphov till en fiktiv kraft. Notera att detta d4r en normalkraft,
men att normalkraften kan utritta arbete i roterande system!

° 20 x vrel ar Coriolisaccelerationen, som vi pratar mer om strax.
e a,. ar radiell acceleration, som upplevs dven inuti systemet. Visar A:s dndring i fart relativt B.

3.5.4. Coriolisacceleration

Termen 2W x vrel Kallas Coriolisaccelerationen. Denna acceleration uppkommer bara om vi roér
oss i ett roterande koordinatsystem, och i vardagliga situationer &r dess effekter inte sa markbara.
Coriolisaccelerationen har tva komponenter: en som kommer fran dndring i radie och en fran dndring
i vinkel.

Snurrande skiva fést i origo (stationért). Konstant W, Vrel.
4df fran riktningséindring hos v, den far ju en extra hastighet i y-led pga rotation.
wdzx fran dndring i radie. Vi snurrar ju snabbare i takt med att vi ror oss langre ut fran origo!

sa: dv = ©df + wdx % = :1':% + w% A = VpelW + Wpey



Sétt in i (25) och kolla vad som hénder. Bara tva termer blir kvar! Notera att aye endast &r noll om
skaran ar rak, annars har vi en acceleration relativt origo.

3.6. Sammanfattning

Hér har vi lart oss om plan rorelse for stelkroppar. Dessa problem gar att 16sa pa tva olika sétt.

1: Analys av absolut rorelse Vi stéller forst upp en ekvation som beskriver systemets geometri.
Denna tidsderiveras sedan for att fa ut hastighet och acceleration.

2: Analys av relativ rorelse Relativ rorelse later oss 16sa ménga problem som &r for krangliga for
att 16sa genom att stélla upp en vektor och derivera den. Fortfarande i ett stationért koordinatsystem,
sé behandlade vi hur en punkt roterar kring en annan och stéllde upp ekvationer for relativ hastighet
och acceleration.

Roterande koordinatsystem Till sist kom vi till kapitlets h6jdpunkt, roterande koordinatsystem.
Jag vill hdvda att alla MeklII-problem vi kan 16sa med absolut eller relativ rorelse, kan ocksa 16sas med
roterande koordinater. Vart att papeka dr att detta alltsa verkar vara ett fundamentalt annorlunda

tillvigagangssitt dn relativ rorelse, jag far nog kolla pa det déar igen. -
Roterande basvektorer later oss observera rorelse relativt en roterande referensram. Enhetsvektorerna

sjalva har hér en tidsderivata, det géller att ha koll pa det.




4.

Plan kinetik for stelkroppar

Till att borja med, vad ar skillnaden pa kinetik och kinematik? Inom kinetik tar vi ett steg nérmre
verkligheten och maste nu, till exempel, behandla massan hos komponenterna i vara system. Malet &r
att beskriva yttre krafter som verkar pa en kropp och studera hur kroppen som f6ljd kan translatera
och rotera.

En godtycklig kropp kan har approximeras med en tunn skiva, vars masscentrum ligger i rorelseplanet.
Alla krafter som verkar pa kroppen kommer ocksa projiceras pa rorelseplanet. En kropp som har
en definitiv utstrickning utanfor rorelseplanet, men &r symmetrisk med avseende pa planet, kan
ocksa ses som att den har plan rorelse. Detta kapitel later oss alltsd behandla en stor andel av
stelkroppsproblem.

4.1. Del A: Kraft, massa och acceleration

For en generell stelkropp i tre dimensioner, ar kraftresultanten

> F=ma (26)

dér a dr accelerationen for masscentrum G. Det géller ocksa att:

> Mg =Hg (27)
Déar Mg ar det resulterande kraftmomentet kring masscentrum av externa krafter som verkar pa

kroppen. Hq &r rorelsemédngdsmoment. For en godtycklig kropp som paverkas av godtyckliga krafter,
kan vi skriva om dessa som EN resulterande kraft och ETT resulterande moment.

Betrakta en stelkropp, med acceleration a, vinkelhastighet = wl%, vinkelacceleration @ = k. Per
definition sa har vi att:

HG = Zri X mir‘i (28)
i

Hér ar ry positionsvektorn fran masscentrum till partikeln (eller volymselementet) med massa m;.
= W X1 ligger i vart tvadimensionella rorelseplan och &r normal mot r;. Detta ger:

Hg = er?mi (29)
i

Summan ger ett viktat uttryck for hur massan ar fordelad kring tyngdpunkten. Detta kommer bland
annat paverka hur trogt det ar att sdtta snurr pa kroppen.

I= erml = /r2dm (30)

I kallas troghetsmoment och ar en fysikalisk egenskap hos stelkroppen, precis som dess massa. Vi
kan nu skriva om



Det verkar som att H, M skrivs som skalérer har for att vi vet med oss att w, « alltid pekar i samma
riktning. Vi kan nu beskriva generell rorelse for en stelkropp i plan rérelse!

Vart att papeka att inga kraftmoment Mg uppkommer fran interna krafter, da dessa alltid kommer
ha en motverkande kraft av samma storlek. Bara yttre krafter blir kvar!

4.1.1. Alternativa momentekvationer

Vi har en generell formel for moment kring en godtycklig punkt P (fran kapitel 4 i boken, tror det
ingar i Mek17?):

> Mp =Hg +rg/p x ma (32)

Hér ér vektorn rg/p vektorn fran punkt P till masscentrum G. Om punkt P &r pd stelkroppen kan vi
alternativt skriva:

ZMP =Hp +rg/p X map (33)

Hir ir Hp = Ip o, dér Ip ar troghetsmomentet kring punkten P istdllet! Notera att « inte &ndras hér -
alla punkter pa stelkroppen upplever ju samma rotationsrorelse &ven om de har olika rotationshastiget.
Da far vi slutligen:

ZMP = Ipa> + rg/p X map (34)

Men hur berdknar vi tréghetsmoment kring en annan punkt &n masscentrum? Till var hjilp har vi
den otroligt anvindbara Steiners sats, ocksa kidnd som parallellaxelteoremet:

Ip = Ig + md* = I + md? (35)

Har ar d avstdndet mellan masscentrum G och den godtyckliga punkten P. m &r helt enkelt
stelkroppens massa. Vi kan nu berdkna troghetsmomentet kring en godtycklig punkt P genom
att forst berdkna Ig och lagga till en avstandsberoende term. Notera att I ar det minsta mojliga
troghetsmomentet for en kropp! Det ar alltsa alltid lattast att rotera kring masscentrum.

4.1.2. Kopplad rorelse

Om rorelsen inte ar helt fri, utan ag, och ag, ar kopplade, delar vi upp problemet i tva delar:
accelerationen hos masscentrum och vinkelacceleration runt masscentrum. Dessa relateras sedan. Om
vi har fler okéinda &n ekvationer kan vi behova ta till Lagrangemekanik for att 16sa det (se analytisk
mekanik-delen av kursen).

kolla
upp

tabell

med I-
varden




4.1.3. Translation

Eftersom ren translation #r ett specialfall av generell rorelse, giller och och vi far helt
enkelt sdtta w = a = 0. Boken snackar en del om detta men jag tycker det borde vara trivialt.




4.1.4. Rotation kring fix axel

Vi har redan diskuterat rotation kring en fix axel i forra kapitlet. Aven hér giller giller (26) och (31]),
och det kan vara fordelaktigt att studera kraftresultanterna normalt och tangentiellt rérelsebanan:

Z Fy =mrga (36)
Z F, = erw2 (37)

En realistisk kropp som roterar kring en axel kommer utséittas for en kraft fran fastpunkten. I
momentekvationen kring G maste vi ta hdnsyn till momentet fran denna kraft! Eftersom kraften ofta
ar okdnd ar det fordelaktigt att berdkna momentet kring fastpunkten (da har kraften ingen hévarm
och ger inget moment). Vi anvinder och séitter ap = 0 da fastpunkten inte ror sig:

> Mp=Ipa (38)

Om en kropp roterar kring en fix axel genom sitt eget masscentrum blir ag = 0. S alla eventuella
krafter som verkar pa kroppen kommer endast resultera i ett kraftmoment Ic.

4.1.5. Generell plan rorelse

Vi har nu och till var hjélp for att beskriva generell plan rorelse. Vart att tdnka pa nér
man l6ser uppgifter:

e Uttryck kraftresultanten i det koordinatsystem som bést beskriver accelerationen hos masscent-
rum. Kartesiska eller poléara?

e Det kan ibland vara enklast att anvinda for att berdkna moment kring en punkt vars
acceleration ar kand.

e For att kunna avgora inverkan fran yttre krafter maste vi forst tydligt vélja vilken del systemet
som ska frilaggas, och vilka krafter som finns.



4.2. Del B: Arbete och energi

Arbets-och energiprinciperna dr anvindbara nér vi studerar den kumulativa effekten fran en kraft
over tid. Med konservativa krafter kan vi ocksa 16sa ut hastighetséndringar ut dndringar i energi.

11




Over begriansade strackor kan vi ddrmed komma undan att bestdmma accelerationen och sedan
integrera.

4.2.1. Arbete fran krafter och kraftpar
Arbetet U som en kraft F' utfor ges av:

U:/F-dr (39)

Vad hénder om ett kraftpar M verkar pa en kropp? De kommer inte ge upphov till ndgon translation
eftersom de ar motriktade och av samma storlek. Det totala arbetet de utfor blir da ett rotationsarbete:

U= / Mdo (40)

4.2.2. Kinetisk energi

Vi vill ocksa kunna uttrycka den kinetiska energin hos var stelkropp. En translaterande partikel ¢
har kinetisk energi T; = %mwQ. For att berdkna rotationsenergi later vi istéllet partikeln folja en
cirkelbana runt G med vinkelhastighet w. Med samma resonemang som innan blir den kinetiska
energin T; = %mi(riwi)g. For en sammansatt kropp som translaterar och roterar blir den totala
kinetiska energin da:

1 1 1 1
T= Z §m¢v2 + Z imi(Tiw)Q = §v2 Zmz + §w2 Zmzrf (41)
7 7 1 1

Hir noteras att 3, m; = m, samt att >, m;r? = I. S generellt far vi:

1 1-

4.2.3. Potentiell Energi och Arbete-Energiekvationen

Ifall krafter verkar pa en kropp 6ver tid, sa &ndras dess kinetiska energi enligt:

Th+Ui_o =15 (43)

Dar Uy_q ar arbetet som utfors av alla externa krafter. Vi kan ocksa vélja att inkludera potentiell
energi V (ldgesenergi och/eller energi lagrad i fjadrar):

Ti+Vi+U =T+ Vs (44)

Uj_2 betecknar arbete utfort av alla krafter forutom tyngd- och fjdderkrafter. Dem tar vi ju redan
hénsyn till i V! Denna ekvation kanske blir mer relevant i kapitel 8, nér vi kollar pa fjadrar och sant.

4.2.4. Effekt

FEn kraft F som verkar pa en stel kropp i plan rorelse ger den instantana effekten P:

AU _ F-dr

pP== _
dt dt

=F v (45)

dr &r forflyttningen och v hastigheten hos kraftens angreppspunkt. Om vi istéllet har ett kraftpar M
som verkar pa kroppen blir effekten:
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dU  Mdb
dt dt @ (46)

Déar df ar kroppens vinkelforflyttning och w dess vinkelhastighet. Om M och w motverkar varandra

kommer vi fa en negativ effekt, och energi fors bort fran kroppen. Om vi har bade en kraft F och ett
kraftpar M som verkar samtidigt blir den totala effekten:

P=F v+ Muw (47)

4.3. Del C: Impuls och moment
Detta ar viktiga koncept nér vi kan uttrycka krafter som funktion av tiden, och under stotfoérlopp.

4.3.1. Moment G

Momentet fér en kropp, stel eller inte, far vi genom:

G =mv (48)

Relationen mellan kraftresultanten och momentet blir da

ZF:maEG (49)

Om vi vill studera hur momentet fér en kropp dndras med tiden, som under ett stotférlopp, kan vi
skriva:

t2
G1-|-/ S Fdt = Gy (50)
tl

Vi kommer alltsa addera den linjira impulsen fran kraftresultanten till kroppens moment, under tiden
kraften adr verksam. Det &r viktigt att rdkna med alla krafter som verkar pa kroppen vi undersoker!
Alla krafter kan ge en impuls, oavsett om de utriattar arbete eller inte.

4.3.2. Rorelsemiangdsmoment H

Rorelsemangdsmoment defineras (tyvirr) som “"momentet av linjart moment”. Trots denna luddiga
fysikaliska motivering kommer vi behova rdkna pa elindet. RMM kring masscentrum definieras
genom:

Hg =14 (51)

For tvadimensionell rorelse med & = wk kommer rorelseméngdsmomentsvektorn H alltid vara
vinkelrdt mot rorelseplanet. Boken gillar dérfor att anvinda skaldrnotation i detta kapitel. Vi gar
dock direkt pa de riktiga ekvationerna:

> Mg =1Id =Hg (52)
t2

Hg, + / S Mgdt = Ha, (53)
tl
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Viktigt att klart faststélla positiv rotationsriktning och hélla sig till denna! For rérelsemédngdsmo-
mentet kring en godtycklig punkt O far vi:

Ho = Iw + Gd = Iw + mod (54)

dar d ar den vinkelrdta hdvarmen fran O till verkningslinjen for momentet . Notera hir att O kan
vara en rorlig punkt!

Om O ér en fix punkt kan vi anvinda v = rw och d = 7 for att skriva:

Ho = w4 mifw = Ipw (55)

4.3.3. Kopplade stelkroppar
For tva kopplade stelkroppar a och b, med ett fixt origo O for hela systemet, far vi:

ZF:Ga-i-Gb (56)

> Mo = Ho, + Hop (57)

I integrerad form Over ett specifikt tidsintervall far vi:

/t fg D Fdt = (AG)system (58)

t2
/t 1 > Modt = (AHo)system (59)

De likstora och motriktade krafterna i kopplingspunkten &r interna och kommer ta ut varandra. De
behover alltsa inte tas med i kraft- och momentresultaten.

4.3.4. Momentbevaring

Om det inte finns nagra yttre krafter (kraftresultanter) s &r momentet bevarat, det vill siga

Y>F=0= G1 =Gy (60)

For ett sammansatt system kan de olika komponenterna ha en &ndring i moment. Systemets totala
moment dndras dock inte ifall det inte finns nadgon resulterande kraft.

4.3.5. Bevaring av rorelsemingdsmoment

Om det inte finns nagot yttre moment (resulterande moment) kring en punkt under ett visst
tidsintervall, s ar rorelseméngdsmomentet H bevarat kring den punkten:

> M=0 = H;=H, (61)

Punkten i fraga kan till exempel vara kroppens masscentrum eller en kontaktpunkt.
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4.4. Sammanfattning

Vért att tdnka pa: Om rorelse sker 6ver en viss striacka anvinder vi arbete och energi. Den slutliga
hastigheten kan beridknas utan att rdkna ut accelerationen. Om rorelsen istéllet dr en funktion av tid
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bor vi anvdnda impulsmoment-approachen. Nar vinkelhastigheten hos en stelkropp dndras sa kan
RMM vara konserverad.

Linjir rorelse:
e Rorelsemingd G = mv
e Kraft F = ma =mv
e G=F
Roterande rorelse: Se stelkroppen som en massa sma punkter med sin egen ortsvektor och massa.
e Rorelsemingdsmoment (RMM) H = [
e Vridmoment (kraftmoment) M = I'a/

e H=M- hérledning av denna relation finns i appendix
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5.

Introduktion till tredimensionell stelkroppsrorelse

En stor andel av mekaniska problem kan beskrivas med plan rorelse, men ibland &r det nodvéandigt
att krangla till det med en ytterligare dimension. Har dr det bra att vi kan linjir algebra! Som
tidigare kommer vi forst ga igenom den noédvindiga kinematiken (dér vi bortser fran massa och
troghet), och sedan ga pa kinetik (dér vi behandlar mer applicerade problem).

5.1. Kinematik

5.1.1. Translation

For en stelkropp som translaterar i tre dimensioner, géller for tva godtyckliga punkter A och B

rA =TB +TA/B

Eftersom kroppen inte dndrar orientering kommer rp /g vara konstant. Vi far da

VA = VB aA = aB

Det vill sidga, alla punkter pa kroppen upplever samma hastighet och acceleration. Detta resultat ar
inte sa intressant och vi behover inte underscka det vidare.

5.1.2. Rotation kring en fix axel

L&t nu istéllet stelkroppen rotera kring en fix rymdaxel A med vinkelhastighet W. Vi definierar
W att ligga i samma riktning som rotationsaxeln, och dess tecken fas fran hégerhandsregeln. For
smidighetens skull kan vi véilja vart origo pa rotationsaxeln. En godtycklig punkt B pa kroppen
kommer f6lja en cirkelbana i ett plan normalt mot A. Precis som tidigare ges hastigheten av

v=uW xr (62)

Och accelerationen

a=w xr+a x (& xr) (63)

Fér cirkelrorelsen runt A kommer de normala och tangentiella komponenterna av B:s acceleration bli
an =& x (J xr)| = rp/aw’, ap = & xr| = TB/AQ.

5.1.3. Planparallell rorelse

Nér alla punkter i en stelkropp ror sig parallellt ett fixt rymdplan P, har vi en form av generaliserad
plan rorelse. Man brukar vélja detta rorelseplan att ga genom masscentrum. Eftersom alla punkter
ror sig identiskt med en motsvarande punkt i planet, kan vi anvinda det vi lérde oss i kapitel

5.1.4. Rotation kring en fix punkt

Nér en kropp roterar kring en fix punkt i rymden kommer W inte léngre ha en konstant riktning. Vi
maste alltsa utveckla en mer generell beskrivning av rotation.

Addera rotationsvektorer Vi kan vilja beskriva rotation kring flera axlar. Nar kan vi behandla
rotationsvektorer som “riktiga” vektorer och addera dem? Om vi roterar en kropp forst kring x-axeln
och sedan kring y-axeln, kommer den hamna i en viss position. Roterar vi istéllet férst kring y-axeln
och sedan kring x-axeln behover kroppen inte nédviandigtvis ha samma slutliga orientering. Man kan
visa att vi kan addera vinkelhastigheter som riktiga vektorer:
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Instantan rotationsaxel och rymdkoner -
Vinkelacceleration I vektorform ger o bade andringen i storlek och riktning for w. Nér magnituden

%V W ar konstant, géller att @ L W.0m o ocksd roterar (precesserar) kring en axel, som vi betecknar
, galler

T=0xdw (64)

Precis som 1 fallet med rotation kring en fix axel giller och . Néar en kropp roterar kring en
fix punkt kommer @ = haen komponent parallellt o (fran eventuell 4ndring i magnitud) och en
ny komponent normalt o (fran vinkelhastihgetens dndring i riktning).
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5.1.5. Generell rorelse
Hér aterkommer vi till relativ rérelse igen, med bade translaterande och roterande axlar.

Translaterande referensaxlar Fér en godtycklig kropp som har en vinkelhastighet & kan vi vélja
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en lamplig punkt B som origo for ett translaterande koordinatsystem x-y-z. Precis som i[3] fas den
relativa hastigheten och accelerationen for en annan punkt A genom

VA = VB + VA/B

ap = ap t+aa/p

Vi ser den generella rérelsen som translationen hos B plus kroppens rotation kring B. Detta ger
samma uttryck for relativ hastighet och acceleration som vi hérledde i3}

VA:VB-FﬁXI'A/B

aA:aB-I-jXI'A/B-FjX(ﬁXI'A/B)

Hir dr o kroppens instantana vinkelhastighet - dess storlek och riktning kan dndras med tiden. Vi
kommer se att brukar vara bra att anvinda masscentrum som referenspunkt B.

Roterande referensaxlar Mer generellt kan vi vilja anvinda axlar som transk;terar och roterar.
z-y-z-koordinaterna med origo i B kommer nu att rotera med en vinkelhastighet {2, som generellt ar

annorlunda fran kroppens egen vinkelhastighet W. Tidsderivatan av de roterande enhetsvektorerna
blir

A A L= A PO
i Oxi G=0xi hk=0xk

Uttrycken for hastigheten och accelerationen hos punkt A blir

VA:VB—i-ﬁXI'A/B-i-Vre]
= = =
ap =ap + 2 xryp+ Q2 x(Q xrA/B)—i—?ﬁxvrel—i—are]

Har ar vy.e och a,e den hastighet respektive acceleration som uppmaéts inuti x-y-z-systemet. Vi har
hér aterigen anvant vart uttryck for tidsderivatan relativt ett roterande koordinatsystem:

dV dV
(E) = (%) +xv
XYZ Yz

Detta géller for ett fast koordinatsystem XYZ och ett xyz-system som roterar med vinkelhastighet 2.

5.2. Kinetik

5.2.1. Rorelsemiangdsmoment

I tre dimensioner har H komponenter som inte kommer upp i plan rérelse. Momentekvationen blir
darfor krangligare. Vi studerar en stel kropp som beskriver generell rérelse i rummet, med xyz-axlar
fasta i dess masscentrum G. Rorelsemédngdsmomentet kring masscentrum ar Hg = Y, (r; X m;vj).
Vi kan dela upp hastigheten enligt v; = v + W x 1y - hir ér den sista termen den hastighet punkten
i har relativt G.

Hg = Zri xmi(V 4+ & x15) = —¥ X Z(mzrl) + Z(ri x mi(W x 7))
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Hér har jag kastat om ordningen pa kryssprodukten for att lattare se att den forsta termen i Hg = 0.
> ;(myr;) ar ju per definition noll kring kroppens masscentrum. Vi ar nu redo att byta ut summor
mot integraler, och far:

ng/rx(ﬁxr)dm

Om kroppen roterar kring en fix punkt O visar det sig att Ho = Hg. Fran och med nu kommer
rorelseméngdsmomentet endast betecknas med H i vilket fall.

Troghetsmoment

Vi minns att komponenterna av W &r desamma ver hela kroppen, och de kan darfér brytas ut ur
integralen. Det giller ocksa att r = xi + yj + zk. Om man utvecklar trippelkryssprodukten kommer
man till slut fram till

dH =1 [—i—(y2 + 2w, —ayw, —:EZOJZ] dm
J [—xywm +(2? + 22wy —yzwz] dm

k [—xzwz —yawy, +(z%+ yz)wz] dm

Vi kan identifiera termerna med

L. :/(y2 + z2)dm Iy = Iy = —/my dm
Iy, :/(m2 + z2)dm I.=1,,=— /wz dm

L. =/(:c2 +y)dm L=l =— /yz dm

Eller, for ett system av partiklar (som vi ser som punktmassor):

I:L‘:L‘ :Zmz(y2 —+ 22) Ixy = Iyz = —Zmzﬁy
i i

(2

Iyy =Zmi(a}2 + 2%) I..,=1,=-— Zmzxz
i i

Izz=2mi(x2+y2) Iyz:Izyz—Zmiyz

7

Boken gillar att kalla I,., Iy, I.. troghetsmoment och Iy, I,.,... troghetsprodukter. Med o=

Wy + ng + kw, kan vi nu skriva vart tidigare uttryck for rérelsemédngdsmomentet pa matrisform. Vi
far H=1d, med

Izz Icvy Ixz
I= I, I, I, (65)
Izw Izy Izz
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Notera att boken helt sparar ur hir! De definierar de avdiagonala elementen i I som negativa,
och det gor att vi inte ldngre kan se den som en riktig matris. Vi kommer inte syssla med sdna
dumheter hér. Jag vill se I, som "trogheten i y-led nar vi roterar kring x-axeln”. Darav symmetrin.

Nu har vi fatt vart uttryck for rorelsemidngdsmomentet, antingen kring masscentrum eller kring en
fix punkt O. Vi noterar att i bada dessa fall sa ar xyz-axlarna fdsta i kroppen. Detta gor att alla
troghetsmomentsintegraler &r tidsinvarianta, sa vi faktiskt kan 16sa dem! Om kroppen snurrar kring
en symmetriaxel spelar dess rotation kring axeln ingen roll (den ser ju dnda likadan ut). D& kan man
vélja en axel ldngs rotationsaxeln och ha ett stationdrt koordinatsystem.

Huvudaxlar

Troghetsmatrisen I vi kom fram till i beror pa hur vi véljer vart koordinatsystem relativt kroppen.
Man kan visa att, for ett givet origo, det alltid finns ett unikt val av axlar som ger

Lz 0 0
I=|0 I, O (66)
0 0 I,

Det val av axlar som ger denna trevliga troghetsmatris kallas huvudaxlar. De diagonala viarden vi
far fram kommer ge ett maximalt och ett minimalt virde for kroppens tréghetsmoment, och ett
dédremellan. Vi har ju hittat de axlar som kroppen &r "mest symmetrisk” runt. Som specialfall far vi
allsa att troghetsmomentet kring huvudaxlarna blir:

H = Lwei + Lyyw,] + Low.k (67)

Aven nir kroppen roterar kring en huvudaxel eller nir I, = 1,, = I, kommer H och W ha olika
riktningar. Trots att man alltid kan hitta huvudaxlar kan det vara geometriskt obehagligt att uttrycka
troghetsmomentet kring dessa axlar.

Overforing av rorelsemingdsmoment En kropps moment kan representeras med en resulterande
momentvektor G = mv genom masscentrum och en resulterande rérelsemangdsmomentsvektor
Hg. Den senare ar en fri vektor men det blir tydligt att rita den genom masscentrum. . Vi kan fa

rorelsemangdsmomentet for en godtycklig punkt P genom att lagga till rérelseméngdsmomentet fran
G i punkt P:

Hp = Hg + rg/p X G (68)
Detta géller for en punkt P pa eller utanfor kroppen.

5.2.2. Kinetisk energi

Den totala kinetiska energin for en stelkropp ar

1 _ 1 .
T = §mv2 + Z imi|ri|2

Dar v ar masscentrums hastighet, och r; ar vektorn fran masscentrum till en partikel med massan
m;. Den forsta termen &r kinetisk energi fran hela kroppens translation, och den andra termen &r
kinetisk energi fran rotation kring masscentrum. Vi kan alternativt skriva om den forsta termen som

1 _
—mv? =

1 . . 1_
5 imr'r—ﬁv-G



Eftersom G = mv. Nu néar vi ror oss i tre dimensioner dr det smidigt att ha vektorformler fér T, sa
vi vill ocksa uttrycka den andra termen i form av vektorer. Vi anviander att ; = W x r;, dar o Ar
kroppens (instantana) vinkelhastighet. Da far vi:

> %mi\fﬂz = %mi(ﬁ x ;) (& x17)

Vi minns att man kan kasta om en trippel skaldrprodukt enligt a x (b-c) = (a-b) x c, sa

(Wxr) (W xr) = 1y x (& xry)
Eftersom & dr samma i alla termer, kan vi bryta ut den ur summan ovan och far:

1 ) 1 1
Z imi\ri\Q = 53 . Zri X mz(ﬁ X I‘i) = 53 X HG

Per definitionen av Hg fran borjan av forra avsnittet. Vart vektoruttryck for den totala kinetiska
energin hos en stel kropp blir alltsa:

1 1
T:§\7-G+§ﬁxHG (69)

23



5.2.3. Generella moment- och energiekvationer

Nu ar vi antligen redo att tillampa generella moment- och energiekvationer!

Momentekvationer Har upprepar vi momentekvationerna for ett system med konstant massa:
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Y F=G
> M=H

I den andra ekvationen berdknar vi rérelsemédngdsmoment och vridmoment kring antingen masscent-
rum eller en fix punkt. I hirledningen anvéinde vi dock ett fixt koordinatsystem - om vi istéllet vill
uttrycka H i termer av ett koordinatsystem som roterar med vinkelhastighet €2 sa far vi

H
ZM:(%) + O xH (70)
TYZ

Detta adr den mest generella formen for momentekvationen. Om koordlnataxlarna ar fasta i kroppen
(antingen i en fix punkt eller i masscentrum) sitter vi helt enkelt Q .

Eulers ekvationer

Som vi minns kan vi for ett origo fixt till kroppen vélja koordinataxlar langs kroppens huvudaxlar,
s& att I blir diagonal. (notera att dven hir maste origo ligga i masscentrum, eller i en punkt O som
ar fix bade i rymden och relativt kroppen sjilv). Da far vi, efter en del insdttningar, ett specialfall
for kraftmomenten:

ZM =lpaWy — (Iyy - Izz)wywz
ZM =lyywy — (Ioz — Lpp)wowy
ZM =10, — (Lpe — Iyy)wawy

Dessa kallas Fulers ekvationer och ar anviandbara for att studera stelkroppsrorelse. De maste dock
l16sas numeriskt!

Energiekvationer

Kraftresultanten > F och det resulterande kraftmomentet > Mg utrdttar arbete enligt > F - v
respektive > Mg - W. Genom att integrera far vi det totala arbetet som utférts under ett tidsintervall:

AT = / SF- vdt+/ S Mg - Ddt = ~A(V-G) + A(z? He) (71)

Precis som tidigare kommer det totala arbete som utréttas pa kroppen under ett tidsintervall vara
lika med fordndringen i kinetisk energi plus férdndringen i potentiell energi:

U=AT+AV

5.2.4. Planparallell rorelse

Inom planparallell rorelse ror sig varje punkt i en stelkropp endast i tva dimensioner. Vi kan alltsa
inféra ett x-y-plan och se alla punkter réra sig antingen i eller parallellt med detta - ett exempel
ar nar ett tredimensionellt objekt rullar nedfér en sluttning. Kroppens rotation kommerha formen
o= (0,0,w,). Sétter vi in denna vinkelhastighet i vara tidigare ekvationer for H, M sa forenklas de
enormt. Detta ar samma procedur som néar vi raknade pa plan rorelse.
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5.2.5. Gyroskopisk rorelse

Gyroskopisk rorelse innebér att en kropps rotationsaxel sjilv roterar runt en annan axel. Stelkroppens
vinkelhastighet W har alltsd sjalv en rotation kring en rymdvektor 6

Forenklad approach

Vi studerar en rotor som snurrar med en hog vinkelhastighet p runt z-axeln: detta &r dess sa kallade
spinnhastighet. Om vi infor ett kraftmoment M kring x-axeln, kommer detta ge upphov till en rotation
kring y-axeln med en relativt langsam vinkelhastighet 2. Detta dr kroppens precessionshastighet.

Rotorn kommer alltsd inte snurra runt x-axeln enligt momentet M, som den skulle om rotorn inte
hade nagon spinnhastihget (p = 0). Boken har ett grafiskt bevis for detta pa s. 558-559 som jag tror I’-
hjalpte lite. Det vi kommer fram till 4r att kroppens resulterande moment M blir

M =1I¢ x p (72)

For moment kring masscentrum eller en fix punkt O. Notera hér att dP || M ger réatt riktning for ﬁ
Nar vi tvingar en rotor att precessera, som néar ett skepp svianger, ger detta alltsa upphov till ett
gyroskopiskt kraftmoment M. Hittills har vi antagit att p >> %, s& vi bara behéver ta hiansyn till
spinnet for att berdkna rotorns rorelseméngdsmoment: H =~ Ip. Med ett konstant kraftmoment maste

vara liten om p ar stor - men vi vill inda undersoka hur precessionen paverkar momentekvationerna.

= —
For stadig precession ({2 = 0) kommer vi fram till att fortfarande géller, sa lange Q@ 1 p.

Symmetrisk snurra

Symmetriaxeln for en symmetrisk snurra bildar vinkeln # med precessionsaxeln. Med inférandet av
kroppens gyrationsradie, sa att I = mk?, far man i boken fram precessionshastigheten:

qgr

=% (73)

Vilket &r oberoende av 0! Notera att detta &r en approximation baserat pd Hq << H),. ger
ocksa villkoret for stadig precession for snurran - om denna ekvation inte &r uppfylld kommer 6 # 0.

Mer detaljerad analys

Vi kommer nu anvinda den generella kraftmomentsekvationen for en stelkropp, , som ofta blir
mycket komplicerad. I manga fall har vi dock stadig precession hos en kropp som som roterar kring
sin symmetriaxel.

Ponera en rotationssymmetrisk kropp som roterar kring en punkt O lings symmetriaxeln, som vi &ven -

véljer som z-axel. Med O som origo kommer da z tillsammans med (godtyckliga) x-och y-axlar ligga
laings med kroppens huvudaxlar. Vi noterar att tack vare rorationssymmetri, s kommer rotation
kring z inte att d&ndra pa troghetsmomenten kring x och y. Vi far alltsa:

Ly 0 0 I, 0 0
I=|0 I, O|=|0 I, 0©
0 0 I, 0 0 I
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Vi infor ett stationért koordinatsystem XYZ sé att precessionen ligger langs med Z-axeln. Kroppens
symmetriaxel bildar vinkeln 6 med Z-axeln. Kroppen precesserar med hastighet ¥ och har spinn p. I
punkten som kroppen roterar kring har vi redan infért ett koordinatsystem xyz, som foljer kroppens
precession men inte dess spinn, sa vi far:

Dy = [0, Usin(0), eos(6)] (74)
Wy = [0, Usin(0), Ucos(6) + p] (75)

Vi kan nu anviinda det vilbekanta H = IS for att fa den symmetriska snurrans rorelseméngdsmoment:

H,,. = (Lpgwa, Iywy, L.w,) = (IJ_év Il\i/sin(Q), IH(\PCOS(G) +p)) (76)
Med M = 9 4+ G x H fir vi da
M, 1,6 0 1,6
M= |M,|=| I %(¥sin®) |+ |Usin(@)| x I, Usin(6) (77)

M, I %(\i’cos(@) +p)) Ucos() I (Tcos(0) + p))
Vi noterar att detta dr Eulers ekvationer med vérden insatta, sa dessa kan vi inte 16sa analytiskt. Vi
kommer kolla pa ett forenklat specialfall.
Stabil precession

Vi undersoker nu ett specialfall, stabil precession. Hér har snurrans symmetriaxel en konstant vinkel
mot precessionsaxeln, § = 0. Vi antar dven en konstant precessions- och spinnhastighet: ¥ = p = 0.
Kraftmomentekvationerna for den symmetriska snurran forenklas da till:

M, _ ‘11005(0)(1“ — 1)+ Ijp
My | = Usin(6) 0 (78)
M, 0

Vi far hér ett kraftmoment som ar konstant i magnitud, och vinkelrdtt mot bade spinn- och
precessionsaxlarna. For att verifiera resultatet fran var forenklade approach provar vi nu att sitta
0=73,V=0Q,M, =M. Resultatet blir M = IQp, vilket &r samma som tidigare!

Nér den symmetriska snurran ror sig med virden av 6 # 7 kommer det finnas ett moment kring den
roterande x-axeln fran snurrans egen vikt. Detta moment dr mgrsin(f). Anvinder vi detta far vi:
M = mgrsin(0) = \ifsin(e)(\ilcos(ﬂ)(lu — 1)+ 1p) (79)

— mgr = WIyp + Psi’cos(0)((I) — 11)) (80)

I boken anvinder de ¥ = Q << p for att strunta i den hégra termen. De sétter sedan I = mk? och
far fram Q = % precis som innan.

Stabil precession med noll moment

I de fall ndr momentet kring den fixa punkten &r noll, far vi:

0= \i/sin(e)(\ilcos(e)(lu — 1)+ Ijp)

U = 0,sin(d) = 0 ar ointressanta l6sningar, sa vi far:
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Lyp

V= cos(0)(I, — 1))

(81)

Objekt i rymden har inget yttre moment kring sitt massentrum. Eftersom 3. M = Hg = 0 har vi ett
konstant rérelseméngdsmoment. Vi later ett xyz-koordinatsystem precessera med kroppen, och véljer
en rymdfix Z-axel lings med Hg. I det roterande koordinatsystemet far vi:

0 I w,
H= |Hgsin(0)| = [ILwy (82)
Hgeos(0) Lw,

w; = 0 ger 6 konstant, sa vi har ett fall av stadig precession kring den konstanta vektorn Hg. o
ligger i y-z-planet och bildar vinkeln § med den stationdra Z-axeln. Boken noterar att:

I, > I = B <0 - detta kallas direkt precession.

I, <Ij = B> 0 - detta kallas retrograd precession. Har kommer U och p ha motsatt tecken.

5.2.6. Sammanfattning
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6. Vibration och periodisk rorelse

Vi vill ocksa kunna beskriva rorelsen hos kroppar som oscillerar, eller pa annat sidtt paverkas av en
aterstéllande kraft. Ofta kan vi forsumma massan hos till exempel fjadrar. Vi kommer har begrédnsa
oss till problem som endast har en frihetsgrad (innehaller en forflyttningsvariabel x, inte x och y).

6.1. Fritt vibrerande partiklar

Nér en kropp som sitter fast i en fjader rubbas fran sitt jamviktslage, sa kallar vi dess foljande rorelse
for fri vibration. Detta ar saklart endast om det inte finns ndgra yttre krafter. I verkligheten finns
det alltid nagon sorts bromsande kraft som minskar rérelsen 6ver tid. Vi kommer férsumma dessa
till att borja med.

6.1.1. Rorelseekvation for oddmpad fri vibration

Vi betraktar en liten vagn med hjul och massa m, som ligger pa en horisontell yta och ar fist till en
vigg med en fjader. Vi kommer méta variabeln x fran jaimviktslége - i detta fall har vi jamvikt nér
fjadern varken &r utdragen eller ihoptryckt. Om vi flyttar vagnen striackan z kommer fjadern ge en
kraft Fy = —kx som motverkar forflyttningen. Den sé kallande fjaderkonstanten k har enhet N/m.
Vi vet att > F, = ma = m&, sa

—kx = mi

Detta kallas enkel harmonisk rérelse. Av anledningar som kommer forklaras senare skriver vi detta:

i —wlr =0, Wy =] — 83
n

6.1.2. Losning for odampad fri vibration

Eftersom vi vintar oss en oscillerande rorelse letar vi efter en 16sning som ger x som en periodisk
funktion av tiden:

x = Acoswyt + Bsinw,t = Csin(wpt + 1) (84)
Med inséttning i ser vi att bada ansatserna for x ger en 16sning till rorelseekvationen. For

att 16sa ut A och B (eller C och v) behover vi kunskap om ursprungligt ldge och hastighet: xg, .
Sambandet blir:

g = A :i?o == Bwn (85)

6.1.3. Grafisk representation av rorelsen

6.1.4. Jamviktsliget som referens

Vad hénder om massan istéllet hinger vertikalt i fjidern? Vi kommer fortsétta definiera x som
forflyttningen fran jamviktslaget - jamvikt fas dock nu néar fjadern ar uttojd en stricka 6.

—k(0 + ) + mg = mi

Men vid jamvikt &r x = 0, £ = 0, sa vi far —kd + mg = 0. Den slutlig rérelseekvationen blir alltsa
densamma som tidigare:
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mi—+kxr=0

Vi kan alltsa ignorera de likstora och motriktade krafter som verkar pa massan vid jamvikt, och
endast undersoka avvikelser fran jamviktslaget.

6.1.5. Rorelseekvation for dampad fri vibration

Nu ar det dags att ta hdnsyn till den dér friktionen vi féorsummade tidigare. En sorts ddmpare vi kan
infora for att minimera vibrationer (eller helt enkelt visualisera friktionen) &r en viskds ddmpare.
Den kommer ge en aterstallande kraft som &r proportionell mot massans hastighet: Fy; = —ca.
Rorelseekvationen med ddmpning inrdknad blir da:

mi = —kx — ck (86)

Dér c¢ kallas dampningskonstanten. Utéver substitutionen w, = \/k/m kommer vi ocksa vilja infora
en ddmpningsfaktorn ¢ enligt:

C— C

2mwn,

Notera att ¢ dr dimensionslos! Vi kan nu skriva om roérelseekvationen som:

i+ 20w + wiz =0 (87)

6.1.6. Losning for dampad fri vibration
For att 16sa ansétter vi en 16sning enligt:

= AeM

Insittning i ([87) ger (efter att vi delat bort den nollskilda faktorn AeM):

M4 20w A Wi =0 (88)

Detta kallas den karakteristiska ekvationen, och dess 16sningar &r:

A= —Cw, wpy/C2—1

Eftersom detta &r ett linjart system kan vi anvinda superpositionsprincipen: den generella 16sningen
ar summan av de individuella l6sningarna. Vi far till slut:

x = ANt 4 Aget?t

6.1.7. Kategorier av dimpad rorelse

For olika virden pa dampningsfaktorn ¢ kommer systemet bete sig pa olika séitt. Det visar sig finnas
tre olika kategorier av dampad rorelse.

¢>1 Overdiampning

Rotterna A1 och A9 &r negativa reella tal. Rorelsen x kommer gd mot noll {6r stora t, utan att oscillera.
Vi har alltsa ingen frekvens for rorelsen - den ar som att slappa en sdck med mjol pa golvet och
undra varfor den inte studsar.
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(=1 Kritisk dampning

I detta fall &r rotterna rella, negativa och lika: Ay = As. Vi far ett specialfall for 16sningen av var
rorelseekvation:

z = (A1 + Ap)e~*nt

Aven hir har vi en ickeperiodisk rorelse som gir mot noll nir tiden okar. Ett kritiskt dimpat
system som har en urpsrungsforskjutning och/ eller -hastighet kommer na jamvikt snabbare &n ett
overddmpat system. I 6vrigt kommer de bete sig likadant.

( <1 Underddmpning

Vi noterar att rotterna har en term /(2 — 1 som nu kommer bli imaginéir. D4 blir losningen for x
r = (queiwntvl—c2 + A2e—iwnt\/1—C2)e—Cwnt
Hér dr det smidigt att inféra (dnnu en) variabel wg = wpy/1 — ¢2. Vi far

T = (Aleiwdt + Age_iwdt)e_gw"t (89)

Om vi foredrar en cosinuslosning kan vi anvinda e = cos(x) + isin(x):

T = (Agcos(wdt) + A4sin(iwdt)>e_4w”t

Med A3 = (A; + Ag) ochAy = i(A; — Ag). Detta kan man ocksa skriva om som en fasskiftad
sinusfunktion, om man vill. Frekvensen wy = w,v/1 — (2 kallas den ddmpade naturliga frekvensen.
Denna 16sning kan ocksé skrivas om:

x = Ce “ntsin(wqt + ¥) (90)

6.1.8. Att bestimma dampningen experimentellt

For ett underddmpat system vill man ofta bestdmma ddmpningsfaktorn ¢, eftersom det kan vara svart
att exakt veta ddmpningskoefficienten ¢. D& kan man excitera systemet och méta x som funktion av
t. Forhallandet av x-virdet vid tva olika toppar ar:

1 _ (wnTa 91
2 € (91)

Dér 7y = i—:. Det star lite mer om detta i boken men inte s& mycket.

6.2. Forcerad vibration

Mer generellt kan vi underséka oscillation déar rorelsen forstarks av en storande kraft. Denna kraft
kan komma utifran eller fran obalanserade roterande delar inuti systemet.
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6.2.1. Harmonisk excitation

Vi tanker oss att kroppen paverkas av en kraft F' = Fysin(wt). Vi kan stélla upp krafterna som
verkar pa systemet och skriva om rorelseekvationen som:

Fysin(wt)

m

(92)
6.2.2. Basexcitation

Det kan ocksd hénda att man exciterar en annan del av systemet. Till exempel om en var massa A
sitter fast i en annan massa B med en fjader. Om B ror sig enligt xp = bsin(wt) far vi i stort sett
samma, rorelseekvation som , men Fj blir istéllet k - b.

6.2.3. Odampad forcerad vibration

Forst studerar vi oddmpad forcerad vibration. Detta blir var rorelseekvation:

Fysin(wt)

- (93)

T+ w,sz =
Den kompletta 16sningen till denna differentialekvation ér x = z.+x,, det vill siga, homogenlsningen
(da hogerledet &ar noll) plus en partikuldrlosning (vilken 16sning som helst till den fullsténdiga
ekvationen). Om vi ansétter x, = Xsin(wt) far vi

Fo/k 5 sin(wt)

T T (W)

Homogenlosningen kommer svara mot transienter och kommer d6 ut med tiden. Partikularlésningen
x,, svarar dock mot den fortsatta rérelsen och den kallas steady-state-ldsningen. Notera att amplituden
av x, gar mot oandligheten nir w gar mot w,,. w, kallas resonansfrekvens eller kritisk frekvens. De
okontrollerade svingningarna av x, néra denna frekvens kallas resonans.

6.2.4. Dampad forcerad vibration

For att studera ddmpad forcerad vibration, atergar vi nu till . En homogenlésning har vi redan
hittat, men for partikuldrlésningen inser vi att en ensam sinus-eller cosinusterm inte récker till. Vi
far istéllet ansétta:

zp = Xsin(wt — ¢)

Om vi sétter in detta i och matchar koefficienter, sa far vi till sist:

X = Fo/k (94)
[(1 = 2)2 + (2w/wn)2)V/?
¢ = tan™* [—1 EC(Z//C:JZ)Q] (95)

Nu har vi den kompletta 16sningen for rorelseekvationen! For underddmpade system, och med vart
resultat fran kan vi skriva detta som:

T = Ce_Cw"tsin(wdt + V) + Xsin(wt — ¢) (96)
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Déar den forsta termen i hogerledet ar transient (homogenlosningen). Léngst till hoger har vi
partikuldrlosningen x;, som vi huvudsakligen ar intresserade av.

6.2.5. Seismograf

En seismograf anvénds fér att méta vibrationer (e.g jordbavningar). Hela systemet fésts i en ram,
som kan rora sig med koordinat zpg.

2

) d
—cx—kx:m@(x—i-:rg) (97)

6.3. Vibrerande stelkroppar

6.4. Energimetoden

Om vi vet att den totala energin dr konstant i ett system, sa kan vi anvinda att

dE  d

6.5. Sammanfattning

7. Analytisk mekanik

Lagrangianen &r (kinetisk energi) - (potentiell energi):
S(IL‘, x) = Egin — Epot (99)

0L d 08 0L
(5:)

= (=) - ZZ = 1
dx(t) dt\ox Ox 0 (100)

Singuldra matrisvirden!
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A. Derivera rorelsemingdsmomentet

Hirledning av H = M (fran Stellans anteckningar). Vi anvinder H = Y, r; x (myvi), M = Y., 1; x fi:

H = Z r; X (myvy) (101)

H= z r; X (m;vy) + Z ri X (m;vj) (102)
i

H= Z vi X (m;vi) + Z ri X (m;a;) (103)
i

Notera att: vj || vi = v; X v; = 0. Och ansétt f; = m;a;
= H=) rxfi=M (104)

Rorelse runt masscentrum och rorelse av masscentrum. Vad blir Hyot? Det beror pa hur vi véljer
origo!

Ho =) (Rea +13) X (mivy) (105)

i
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