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Qe,ae{-z'fvbn av 'pa‘r'ﬁ;éﬁ/mﬁlédﬂf-é_

Vi vitt beskriva rdrelser £5— en ﬁaré}éd/ et miassan .

Vi entd~ en *‘Q‘xpam{:z‘ 0 (arrjo)

orésveikéor i

haﬂéyheé W=

acce/eraéan ar =W =

Den ytre pduertar pd partiéelr modelleras med er
bnbt F som angrper ¢ punkien med orésvebéorrn i

DE galler Newéons andra lag

F = ma

Ve infor pafé;:ée/ns Drelsemdngd | 6 = ir
Vi har o a# F = @ (0rm m o, /éaﬂdfaﬂf) |

N~ par:‘v)ée/ﬂ ror J‘f‘? /a"nﬁJ mect n@an 5:'1/!/? berva
Fdn ,Dan;é;‘erz a 4Y74 punkten b wbratiar Farée:‘ezd

U= fﬂ:dff— j(ﬁ'dxrﬂ}dy-f G’z)

Ve éntdr partikelns ,émeﬁd'éa ene g/

7 = L murnr
2

MHar kan & visa atf
U=T7,-Ta (dndringen avpartieins kinetika enes:)



/bland delar vi upgp F enligt .
F- [, +F

cons

- 5

mdste vara Loncervativ 3adfyc‘e‘fj '

For en konservatlv kraft 5,5'/7;,— ar

jﬂ'—' dr = -V, +Va (ober—aende av vdgen )

ad~ W, och é’é: dr den poterdreta ernerg!nl - £

‘ puﬂkc"zrna a ockh b, Det Hrins alttsd en potentrell
energfin klion Viir) som wpptyller V V(ir) = =F ons
Vr' fhEr df att

j F-dr = Eo— Ea d’ndn‘nj av totald mekanisé enesy,

E T+V (kinetisk + pac‘pn{re//)

J/wf({jw infdr vi vodmomentet m ap O.

My = rx# | |

ochH /oarﬁze//?J /zj’rcéremd'/gdurnﬁame;;f map J | ' \”3
H, = rxmwv

Man finner da at

/tL/o = /rlxm\v W Xma = X F =MO
—_ : ;
=0

M, =M

For en isolerad partiéel som inte wlsdtty for rdgon

bratt G alttsd &, 7 och MH, bevaraae (konstanta / Gen ).




Jystem av pardkar

Vi har et systerm av n parcbélar med massor m,,...,m,

SYystermgranr s
s o SISt
(det-a wX:t"{'ng' att
. naga oderirriera exakt
™Ma vad sor? Agdr o
System et)

Fartikelrmebarn: tens lagar- Galter naturlgtvis #rote

enskllde partiblarng. Men v vl dven kunna beskriia

Systemet sorm ern helbhet.

n
JyJ/-Emzz‘J botria massa &S~ 1= an‘

=4

Jystemets byngdpunkt G oefinieras av sin ortsvesto

IF = -rl; z mie g
=1
Vi infor oe enstiiot partklarrnas orésvettore 60,‘_ . fn
relativt fyngdpuntten G. Det Galter att
g

Dessa ﬁ har egenskaper ad

-2- mfﬁ- = E mt'(f’;"’:)“" 2 My = E m; =
= 7 ~

‘.




J yotemedts m"re/.:emd'/;gc( ar

G= ) mbi= &) Ml 2L (p) = iy

ddr W dr tyngdpunktens hastishet.

Newtons crnd ez /?7 o pa-tkel ¢ c)'@ e ot
(% ’“?:/9-) = o
/\ J

kratten PL part el ¢
Fritn kdllor wbcnbyyr
Jyafzmeé.

% 5

totaldn kra flte, pd/aarﬁleﬁf ¢ .

Krntten LPa parbrket o
frn patblel .

Ve dJummerar Jve~ ¢ :

L P T D by =

i

Men Newtons f/‘&%‘c {ay Jd’ﬁer— ait

ty = 4 do, A,
Vi f8r ac a# ™ ™
22 K=l ks 4y
{ L J g

J ¢

22 H 25 H =0
‘ J Y

och E m:",: = —c£ E Moy = = (M/F) - ma
i

ot 22
Jd v Froner ad
F = ma
A F e
Zv{a/a yHre kretlen ot la Systemebs £y ngdpuntés
o dy;z‘yme# miassar acceleratror:




Alternativt Lan v skriva
F = 6
Arbete och %;75%
Summan v oe inre Erafferngs wlrdfode arbede & ol

Det 35‘4’” @ttt att Strmman au ofe yHre Lroaflermras
UEBHE e grbete S lrka smect d’ndrx‘njea O oysterrets
botala kinetiska enerzr 7.

Preces som bigare kan v (0 en potentred enerp,

5 korserativeg Ermide

Vact gr 7T~ A5 et# Systerms ?
Te S g = ki Pg) (o)
4 ¢

"5 tn(F# 22 )
‘ -G
=gmVwrl_ % g f

7 \

kinetisk energ Lkinelisk enesgr s
a tyngapunitens Pga partiklarngs Ore&e
fg'rzt’.re ’ZZH‘T'V'?" by punkters

ma r O ar

HO £ E "y X m,‘ﬂf
R

Vi bar bascerrvaéan ock Pz




My= 5 nxk =3 1, =M,
N

-
}
otala vrignion entet
kraften F.'s vridmoment map O.
map 0

Jy&femef:: /v"re/dzma"ﬂjd map G-
W( = " X m; A’: = : y: - 3
5 Zf ‘Z-ﬁ X m (/f‘-:’-ﬁ)
= Z P x mif
.

Vi tar bdsderivatan och 45
WC‘; ::Z(ﬁ Xm‘/f': -/-ﬁ)(m‘-f‘;) =Zﬁ‘£ i ”6

2

=0
J/ué'éjen berdbnrnar v rorelsemdngds momen tet map

e ydt‘yckzg punkt P spm o allmmanhet accelecerar

P har ortsvettorn

He = 2 ﬁ" * o ”:
.
= . -—-‘ﬂjxm\\_/f-ﬁ"/@
&
rv”rzé'zrm"n‘vyau - ra'?&éema"ﬂjr -
momen fet map P riomenteé map G

foren Farﬁ'ﬁa[ =Y
med aassSan m ochr
hastighet L

Vi har vridvromniern tet map P
Mp=Mg +ffxF 55as
Wp’%""fxrnd-( "'té%;, o8 !




Jtationdrt massHede

ﬁ//dm/')éaré /,;d’ £.ex é&(féh"ﬂé’r, pam,aar—J J'ea‘mdﬁ’rEfl Véﬁef?d‘/érz?af---

(ma.réf'ner et en Strormmande fluid) V' inokrdake—

deé
oss LN stationdm fallet (Setreatboren ar Kornstant

érbfen).
E
(totod y#re bref?
raklsive tryck - A, (mynm’ns,g,qrea)
leraft vid
mynoi v,
Vi A2 Az
(mynningsarea) oy 0

For en inkom pressibel flurad (f.ex vaten) ja"f/eragf

PV - A =PV, Az = m ' = passhiode ) tidsenset |

/“féuzb"erzaz" clerisibet

Vi vill stalla cpp Newtborws andra lag FBr Systemet. T ex tbar
VI kansée e# Statréproblesrn cldr acceleratss e i noll 0CHhH
v Soker dlen fofaln y#re brafben F oo bebdvs ﬂ@:"r-u,n‘::f'mw;éé,

Vi' betratbe recdanstztencde Systens it bidountberrig +

och L+ AE.
WA /’0 "’ 0-3 “'"2
Am L Lt
Erden £ biten &+ ¢

Ve betratto clltss e g/ye’n mé‘nyﬂ aterin oot Aasr
anvdnda Newbtons arnd-a @g. A%dr/ﬁj en ; systemets
/j"re(d'ffﬂ’?cf'ﬁja’ 4G = 63,4_4!, - G;:av,z =dmv, -am.v, -

= 4am (Vz '\V.r)




Vi deviaterar mect Aé och bar Gransesr at — 0 . Vv Lfr o=
a# den ylre krmtten ges av

F=6=/z'm AG.: Lirs A m v - - -
At-0 4 ¢ a0 E-:: (2 M) g fle M)

Obs att ' Gr masstiocte per biosenhel. Vi Skriver ;nte

m  eltersorm det inte Sr bddsale ~/vatan auv Gg0r7 Storket m.

Om vi inbSr en Hx punkt O s kan o, Sven Stwclera

mamencé/'a"m.wiéi‘ é-r/'r(f o.

M, = lirm _AMs = (ro / 7 ~H Lo o)
f Atap a4+ 4ésp0 4 Chers
ytre Erz ftea
vridnonien ¢
map c.

= /l'ﬂ'} _.-.[_(d/zxdmw‘z —d;{.x&\muﬁ) = m{(dfzxwz-a’ﬂxv’)
aAfsg Af

Jample probler 9/8

F/)yp/aﬂ mec! massa 1 nyyer

il o +
med konstant hastgbet V7
e yrrikeld & [fz?’ﬂ han&rﬂﬂt%?/f‘/ﬁff/;/},ygn .
&
L Det plvetas ayv /y#‘é,é,-a,q{. L

Vinkel/rd ¥t paot rdrelseriktriingen , tyngales G (vertska /¢ necltt )
Och IfufmotstEnaiet D (ot btoer rOrelser ) L Det Aty ar
e J-meaﬁr— SO o 1n (Ut massars P g poer btsenbe 2,
Brd nol B rbrukringen Gr p per tolsenhef Avgasrassa -
¥ ’3 = g + n’;,f S T AIE At ST S et rrest ﬁa;@he&en Lt

relatit Llygplaned. Sty wuppo orelseekeatvren 425 Hlygplanet!




Vi inbsr et origo O 50m medtife tygptanet och axlar-
ef?/{yf' /\i‘?uren. S kts il ko 1 y-led &~

L G cosE =9
RS elseckwation i x—led :

Vi har 4 Hoaen, bransle och lehé.
Brprosiets urapfanﬁfrl__'ga 4&6‘6}5;6&‘ &g 0 (relabvs //ygp/a/:eé)

" St 4 =

Luttens wroprungiga hastrghet Gr —V (rela vt Flyg planet )

e J/M{’ " o L/(

Vi /5 e et

- D - mé;d/'ng = m;'(—u—O) + /‘r?‘; (— Lc-(—\/)) o=

—

total yitre kratt
pE sycéeme{—

mg = v

D+ mga:‘nc’:‘" = f”?,z"(f" - " /Lf—l/) = g

Variabed assa

Tillampbard pd raketer 07
Vi betrakbar en bropp rmed massa m (bas beoende) soms

o o(g med hastghet vV Under jnverdan av €7 ytre fratt F

v
- — Vs
(]
Am
Kroppens mavsa m otar eesom den hinne~ upp och fmﬁ"é//e,— ”

pactiblar med ursprungliy hashgheé v <V.




Vi Stidller upp réreltseekwationen gensm atf betrakia

systemet viel bvd bidlpunkter £ och £+ at

__; _-._f; vV +A4V
=
(I st am
Am
trat
£
F.—.— /,r'm 4(2 = lirm? ' . (62#: - 6 = ) =

DE-3p a < atag A fore

- :;:qo ;1—”2_- ((m-rdm)(v+4v)—mv--4mva) =

= lrm / (mAV ~Amv ~4dmy +-4r'ndv)
— a LY
Atso At >0

= rmv*rrrfv-iy,)

dvs

F=mV + wu

2 r
ylre kraten V=V,

Jampleproblem 4/9

En kedja mea lingden L och rassan P per ldngadenset
ligger ¢ err hdg pd ek borat. Man lyPler en Cnde vertrdarss
med den kornstanta hastioheten v. Hur stor krafé P

[-3
masSte man anvdnaa (somm Funktrion av Sncens hed

X Over bordet ) e

X g Tv
Vi betraklar clen wpplyia

p -

delern av ke&:/ﬂﬂ‘ Des mwicosa ar _fX. D e Pa’r/eréa._r Qv

den yltre €brmflen £ = /o—_f)rj




Massckrningen per tixsenhet G > = SV - /Vacr..ra'ién/hje,?
Ser gensrn att pa-bblar mect wrsporungliy hastig et 1=
andra -~ gin Aadc‘z‘yhez‘ Gl v. Den relatrva haslislrebers
dr alltsd wu=v-i5 =y [formelbr ovan ger %

P—fzj = fAV +pvv = _fv"

Virdtr att  p= pgx +puv?

P-= éynjdémﬁf— P ke jan + frmft B alt accelerera (ke
pa" boraet.

Kan vi gdra et enegiresonemany ?
Nar ke lgger pd boraet A pofentres emergs V,=0
’ kinetrsé “ Zi
Ner srséa [dnken lyter &r potentrey energr V= p ’4'3-21-"-‘ Jigiz
binebisk energi T;= L pl v2
Total dndring av mekanisk enegyi A£= F-p(LU2 +gL*)
Mer: ém»‘!zn P Aar ctritiat arbetet
U= Ide = j(fgx rpVvi)dx = _L__fjﬁ #pveEL

Vi se— a# eﬂefc‘?f}fofr'/a.n‘gﬂ G
U-a€ = £ pvaL (Grme, (ud,... )
jnelastisk SO mellan woplyFt .éec(/a Ok /G Sorr Preas lyffe,,

Olarav €resg: Aorleesters .




Jtelbrsppskinermatié  planet

Stel kropp Sr et modé//bgféﬁp- £ Uer-é{f'j kropp hzan

bebnktrs orm Stel ;visse é’yfampn/hjar Er? 1 e ariciry .

Definition C# systemr av partiklar 157 uy oom en atel

Lrepp om el inbortas avsbdndet smellan partklarns & -

oD ridndrat cunder rorelses.

For e# godtyckliy? systern av partiklar masée v, beaskipmrra
ole individtuedta parééelioreloern a .

FOr er? stel bropp kasr clen mesé almdana rdrelsen
bestam mas Sorrr ern koribination gu €1 trmrstadson

och € rotatios.

v, éo"@'ar e plar rorelse. U brakely @ r plka Specialind.

M brmaslabron (Gags
e rait (f'f?/'c
S€ parlredmebin, it

banslation /a"/pﬁ.r oled A
en kurva

rotation én}\'y

en Hx axel

& almdnnia Fallelt
(Eranalatzon +/‘atﬁc‘r‘aﬂ)




Rotaton nslBredre

Ui beskriver en stel bropps rOlatns, G o at

ange vinkes & mellan ndgen lin/< o bropoersr och

e Fx ol epsl rje .

Ul infr vinkethastgheten w=6 och oinkelaccelermtionen
X =t = 8. Observera likheblerr mect (Ege, ‘Aadw‘;‘:?hcf
och accelemfipr (5,uv,a) F5, encimensivnels roredre.
Tex om « konstanéd har o

w = Uy Fxt
; | Aﬁ 6

=g, f%&v‘-z x €2

Ja i~ mect

V= %1‘-&{‘

Q= Lorstmn ¥
2
S= S FUEF -zl-ai.‘

Potcetion ér‘v‘ﬂj en #x axel

Matericpurntbema ror Si9 pa
korcentriséa cirklar runt ,rptabons-
rotabonsaxe ! axeln. Vi infsr Gurstdtrictelt ~ fofr

en mmateriepunkt Gl rotatronsarxes, .
Materrepurnkber har e bang entiel) Aastghet rrrecs
Slorifeker V# wr . Dess QACCelernon,, har + almdnt et
en tangentsalbomponent a, =or och en M0rrry el kormpores ¢

an, =rw?= ?l«_’_z rrkbacd jn mot rotationsaxel.




rotatronscixe/

e Ui inFSr vinkelhastyshedsvektorn
OJ. Dess storlele &r w= Qo]
Dess riétring ges Qv rotabon -
axeln och “/?o:’yer bt racls regess "
(mmmén O e-rikéningen =

A'/yrar ‘. f‘aézaéz:wanjé{mhj )

Detraktad frhn spetsen ar W o& roterar broppes

¢ positiv led (maz‘.sa/aj.
Ve mmfor na en punké 0 pa retatronsaxeln.

&En materiepunkt med oritsyektor W'

i har df /?c?Jﬁ"fhéﬁ!ﬂ

V= x i
Vi kan nu entelt bondroliera el ryclen

fo mm‘zﬂzf_;“meggm acceleration .

a’:“}=w,tr1‘-w)€|\/= cx)(#"fw;c(w;“r)

sa 1T an,
. ™~ riktac ;o
och r
€ ol axéin

W w elter rotriletact

Exempe(

Bestdm belopoet av P.s acceltrabiorn ¢ blryckt © vinkel-

hastighetbern w, och vinkelacceterntoonen x, £ et iffa




/’,v/‘u/ef' ;e visSE 0:500644::‘&. e ma na Srra—~ sate.

Ui infsr Vindlarrna 8, ock &, Xt e /r'/c)/‘é'r Lcoratena t

5] eﬂzﬂgé 4&5«/‘&7- Delt fdffer att
5= r,8, och s=r,8,

dvs

€z = 5P
rz
Derrverir 7 ‘9& o

Wy, =63 = 7, B = w,
2 2

och a#

azﬂ r-l x,

2
Punkten P har en tangentred accelerativr Gy = zx; =%
" rnormal e Qpy = Tt =5*
rz

Den totala acceleéralioren HAar beloppel

!
a= Jyafea? = \/(nm)" +(_';1 w,7‘

‘2

Exempel
EW Lijwl med rraie r raltar wtan att glaa . Clryck

Gge, hastighet och acceleration F5r puankéerna 7 C

( termer av 8,6, 8.

AY [/
I
PZ—
.
p 7 X C
i Fa ,/' - X
[ 3

vicd t=0

violf ¢330




N r h J'ufel har vriclids wvenkeln 8 38 ba, oAel rwliat

Slrackan S=r6. U £ dd orfsveklorerna L5~ P ook C

Ip =ar8 + y4r #
c
Ve= wp- o ryené —J"cesé /
o
= br(6-s5/n6) r jr(l-cosé)

Deriver f"j ger na hastigheterna

V= iré
Ve = ir(1—cos8)é +J‘r’;fné‘6‘

OCh accelératiornérrig

c

Alp = iré
a. = ir(5/n66% »(1-cos8)6) * jr(case 82 +5/n8 6')

D8 B=2n7:
IVC= O
ac = jr G2

of e~ (anl)l'r-'
WV, = 206

QU = 2/76 - jro*

Exenpel I.5%

/

450 ° ™ ¢

Bestam vinkel ha‘a‘:f"y heten w, 3 och vinkelacceleralione s

Xag £S5 stlrgern A5.




Jrnussatsen ger a# SING - 5/08
= L
avs
@ S Qrcsir (_’_‘ J/'ﬂg)
V4

Derr 56kéa w'fhee/f?aab'_'gé eten S

— L c0568

: -
“as = @ = VI ~(£5m8)% ©

OCA vinkelace e/fe Sonen

: . -3 . ; :
Kug = Wy = <4 (/-(fsme)z) a(-J.’)f 516 L cadééz’_"_ cos 6 &

— — (f_.C SNEE% + Caséé)

= r g2s5me _r3f? -l
~ (/ - (.E J’_ﬂa)z)l‘*/z




Felntiv /vg,_s—@;hez"

Betrakta M/mrﬁ.'é{ar A occhr B3

Va

-~

A ®

/i

Man kan alltid skriva

A's hast 35 hast Als hast
rel. en reto- reld 8
Ax plto.

NAIB

Ant’ﬂj nu att Aoch B r‘njcff‘ ¢ Sammma Stela &roee.

B
Yale

Yaie

A's rorelse relativé B - dd €n crrkelrorelse rrrect

radce 4 = “r:“fsl och whéeﬂ’m‘rbyhez‘ (ko et

broppens vinkelhastghet - Det gailler at

Vasg = WX s Obs att W4,z 1 }Q/G
Exempel 5‘-,22,
Bestim 6 !

Vi anva naer at “'fq = \VB.,. M/B

med beleckningar M/-r"?t" teo riciusm 1 e &




N o Observera att Vo Gr vinkelridt mot OA
7}
N \\4/4’/5 ar 1 mot AB

A’asﬁyhet&b—zb?do G /}Jét%/m:; et OA B -‘lf"?'d?r?je/ﬂ.
Alttset gatter af

Va = vyl o A = Va=2 v,
A =8t - -
va I\\/&f
thé&/ﬁasé:"jhct‘ea 6= —a = - vp
= L=

Exem pel 555

/0'41/5 E rulicir wtar aff j//afa

at hoger rmect hastohetert v,

Punkten P pf hulet jﬂder-

b rviat & ags ctdnger 5om

FLS S s

Vriole~ o .L-r/‘lzj punkclen C.
Bestarn dt‘:?ryen.r ar'/:'.ée//;dﬂ?f/f_ef* @ et o':?anbdf‘a&

dé 6=30° . oS jar med at bests g G och S
¢ debn Geonbliik .

@ = améaﬂ ('51'06 = arcéan —_ J,Z

= arctan _{ ¢ 23 §°
2r - reos6

2-V3/z 4-V3
S = 2+ —r—cos B = 2"\/?/; = {, 29 ~
cos@

cos ¢

Vi' cbulle beh ova #&&nra Aczd‘ﬁb'gﬁef%ﬂ 7%‘/' e /Daoé{' A
o J{zfz?j&n- Vi'vdljer A s&a# oen samrmanfaler ect
P otd 6=30° Sectan anvdnce- -1 4

\VA = WV + \VA

- /P Al r S ftr




Obs att Iw,l=1vp, | =V
sd a#

lvpl=2 vees g w /,93 v

I(Wpl= IV [ sen (£-0-2) - l,?.‘.’:Vcas(-(p-r.;Q.);[‘s'o v
Dery sokba vinkelhasligheten 4l

¢=£ =~ [2/

X
S '

Momentan punkt r vila
( Instantaneous center of zerv velociéy )
Wa =WVe + WV,
Det skutte vara érey/:’yf o v kunde f/‘;‘tj"‘ e puniké C
¢ en stel krogpp OF att We =0. Det gdr, 0m inte
é/vpp en wuthor e ren branslatonsrorelse .
Hur hittar man aenna magrska punk? T Greed uy scs

Vp for tvd punkier Aok B 1 en stel €ropo bam v borrstruers C -




De = y"//e.— Hock barn | ex Lisst a"jaﬂ.;//'c‘/c - B e rr
C kommer att Hyta G mmex titen (7 alrmisbelt).
Den besériver aGriia en kerva (Space centroizt) ¢

i met OCh - herer v (bocdy cerntrad ) o olen ste/, é@,garn

Exempel 398

Z(TI | 2R

Axeln rmed &HhHS race byee! rutta - wba a& glita e
/m_s{;;hez‘en Vo At hoper. Bastin hastigheter s 1o

paméfzrﬂa A4, 8,C, D. punéf—e,q £ Gr 5 mormental vila .

é}'e‘a let bar w'ﬂéeféa:ﬁj/ra‘m

e K
=

De spkta hadﬁ('jéeﬁrné FE av

Wy = W4/E '-—-WXIY_AIE = --\élk){(r‘-l-E)Jj= V, I’-::E X
r
\VB:: ...= —VO E—f‘d
r
Ve = ... Vo=

Zu//%f'cf rullar wtarm af G a

8t vFnste~ rect hastigheten y .

r lf ]

Scern r‘;'d,;:‘ rolerc— axelvr e

vinkelhast ghelen Wl haotso/s

Beséa m kewlo rnas vinkelbasbgphet cy (1ngen Glianing ),




Infe~ et medfoYyandle koorcl natsysternr rmecr orige 0 ¢

axelns mz?ffa:«ﬂ-éf. Be trex £t Punkterna A och B

. C
pa en kula. U sohe— punkten C of bulan " D
» Al oY
SO (:'958/ Sttla . &f

Va = Y7 r & y = Ve,r'"&g

Ve Y-f Vd = Va

Den sckta venkethastrigheten 4

W= vy _ VE~;,. - w‘,f-.‘%r
_.r‘ —
4 r...?




Relatv acceleration

e (‘Fix Pkl")
Vi kan S rira

ar, = -
‘a Qfa /8

7 "
A5 acceleratsn BTacc A'5ace
red. 0 ref © red 8

Steda .
Om A xh B I'ﬂﬁq.f' ; samma erﬁp IE b~ A en ciriel -

rdrelse #ring B mecl mdie 1y,
och Vf’néd/?a.n‘c/’?v/:a’zn & Som

Gr lta meo brgopers vinkel-

f?aJ‘ﬁ"jhe! DI kan v dETVA

= ¥ + & da
s < n

ay = XX Mg/,
1
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For et adrmicrnt gystern av /mf{zié/c?r- £.ex err stel

kropp , gater at

Z F = M C
v \ acc. A5~ systemets
Clers tobals ;o stemets CYHPHNE G
_Y_ﬁff' krnen massa

SOrm vEricer
0 Jyﬁﬁ’ma‘

Dessublorr? 5&'{/2,-—

) Mg = Haq
e.‘a./t" X brdlscervatan? :yaz‘e,weé.s m‘?e/aema"ig;d:/mmeﬂf
totala ytre
Vrid rromendet it =
map §

Man kan ockss Skrrva
) Mp = Ho+ pxma
7

vektor A2,
hoteeta vt rfan Por 6

Vriclrm o nye ers et

énhg P
Vo har ocksd att
S Mp= (Hey) + P xmaip

G”P)ref = rprelse3ngs moment relatyvé P.
dlp = Igaﬁét‘eﬂ P:s accelera 07

Vi bebdver wttryck 5~ M, och (J‘/p),.e/ £or en stel bgop.
. w

Hg = I frmif = 5 pxmi(xr)

da'r f - W xp ar m's ha;z‘zﬁhez‘ . G.

For en p/a/) rorelse (wa wj&) ger deta altt

Hg ar parclel! meal w och bar storlekers




H=w£m,-j:_‘

For ett kontrnum Overgdr summarn ' e intggral =
Heg = w’J prdm
' ban  nkira en vlorket g sdolan atf
Ho=Tw = f=‘Z"’,'ﬁ'z = J-fzdm
I kalas /3 broppens &0y hels moment (mass rmormernt of
inerbia) map z-axeln genom G
Hur cleta rdbnas wt bonkred besérrvs ; qQopendix 3,
Vi Flerkormmer— G0 ella serge.
I &r en #onctant egenskap HoS bropoen, altss gater ok
2 Me = hg = Tw-Tx
+or en /D/f:an rorelse nae Mg gr pam//ﬂf mect .
Vi ban ocesd utrycka clefta B ern jaa'{ ycbl:‘? punéz‘ 2
> Mo=Lw+ mad
7 ai

tank pd teckrret! ;/-?L/Zf:bbﬂed ay\P @
J(f-{l‘/-:?gn ban v’ infdra kopoers #ﬁghefammeﬂf
_Z;;, map €1 axe/ genor? €1 ikt P 5om a'r Fix o den
stela krgppen. Vi FEr ad
I /R + PXmap
E# viktgl gpeciattall dr ndr 4 SahH Gt Gr en Fix parel

¢ rummet t.éx 0rig00.

S M. Lo (@=0)
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& - \/?

Pararmetr:'sera ,é/aja,,pen med

pirikeln & ex;ﬁ:yé %an

m = fdm = ffdA * j’jdGSr 2R = J’jdG.Sr..?,?T(ér—Sr‘co.sﬂ)
B
A T bdgedement

radi'e av
massa per Qreaelement whsvep é
yéenhet Cirkel
/2

= GTffzde(ﬁ—Scose) = &7pr* (257'"3)
o

72
Z, =/dm R? = ... = éff’zfd9(4*3aaéjfz=

/2 M2
= ;erafo{e & -3cs0) = €7 pre jde (64 —l{9%cos6 + !ozcw29—2?c.aas€)

¢
L7

= Gfpr{jde (64— 144 cos® +54 +5%cas26 - 27 cos6 - 4f co3 36
2 ¥ 4

= ... = elp (597 -)52)

by= [Z2 =_. = a [s597-1c2
Fel 197-27

Ekvationer f3r en stel krgpos rorelse o planed

Vio har sorm Van/@é Newtons andra (4 2

F=ma
7\ '\ €y nod punkéens
Lobala tropoens acceleration.

yHre Lraffen totala
P‘f .éra;pen et T
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Jtationdet massHede.

Tilldmpbart pf ¢.ex turbiner, pumpar, S Ebrmotorer, Vakenstangar.. .
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mfkr Fhens Vinkeloccelemeons = krakte— v xy-——p/anel.‘ blar i
Y -1
vAdmoment vektorn M. - M /2
map éyagd = 6= 6
R & & = xlk

Vi kan stAva MC—; = fo(
En variant Q-
o M, = I, & cdar o ar en fx Punz&f
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Crrkelrorelse

Frildgg hjul och gonde! 5 s 4 Tl

G
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T= mjc:as& +m2§ -~ mbiR 9—.5"”26
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E=r

=7 k2

= mn -?é = m____h“e 6-2.
&2 2




ARBETE & ENERG\ - 6/6

Vi betraktar  en stel kmpp som pdverkas Qv ytre kalter

och vrddmormérnr . Onn QNGreppPs punkiten £ baften F £ lyttas

ogtrackarn dir pf wiratos arbetet F
dl= F-dr
“ dw
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/= Z" - EL mWV-V o5 m krpgpens lrtala massa

Ly
e

-2) Botarbor ér/‘nj €7 1{,’( Faﬂé,{ @,

el wkellanohet w-



Vim wry

7= 2: E_Lm'-(w,}.)z- = _szz mert = | I, ot
¢ 2 2

3) Allmdrn plan rorelse ‘
a) Anvdnol ot cletFnns én punkt C Somr nromentant &'r
(vila . Enligé ttigare St r v dd
7= L [ w*

o) I1nfs— krpppens ﬁﬂjﬂf’,ﬂwé” 6. & rmasspunké m;: har

Anst‘){_’?ﬁdh‘zn WV, = W+ (\/,')re,[ - \-\} + Wy kn'-l? §
hast el 0') T X "
tyngdpicd pls mys ‘e_ WPens
hasd § sl h‘.‘é v nkedf s5é '

2 fix punket

T Z.—;f m,—(Vﬂu x |P; ).(&‘«-uﬂ‘}i’z) =

G b5 Wmap) + 5T g piW
-Z £ om; - 4—21'_m. mxp)+ J
[3

_ - 2
a L. AWV. IV v ik, _]'W

2 2
Téra:yﬁehsmam &t map &

Rorelsern dzz&:d Och imouls 1D 2lsr22d RS srrcrraess

OChr 7720045 rraprrdn &

Jorm dtligare Geter at
F=6 dar G=mV

bobala A 2
4z Sl
Imt o g8 krycpens rorelemd ngo(
MJMW Mﬁé,__a?veﬂ éf&yﬁeﬁ'MM!d&‘
. _/ ” 2 6
Mg =H#g oarHg =T
bala Yz A
v momenf
map & M, - /5; S ,{l/a .—.._[; w

' en fx punkt O.



é—xmpe/ & A5 2

dézinjen AC hor

massan m och a{-rdg-

> X

o,

hetsrroment [, =-5_‘-'-mb’- b o
(leonstant storlele)

map punkben B, som - s1'g Bdngs
X ~axeln . Sart i vila mect 6= T

Bests rm SEGng ens vinkel hasbghet w = EL E g b= O dvsdd 8=0
Fre f%nﬁnj

V. l/f;//jdl'l‘ﬁ C-f

Enerzgs 507 ‘maf_"? "

Utdtat arbete = a"na’ﬂ}g FE netsk eneg/ .

F och N wbrdfar inget arbete. (Ut-ghat arbete X =2bsin 8
.0 a :
B = beas o
2 ML+ Jaxfpeosg) = PoI + [do fre)eos’s el
25 “ N :
3 72

= PL + PLE = Py
2 2
Krogpens ursprungliga kinetlséa energs = O
ki J&d‘(:‘ga “
T=Lov; e L [ % .y 112 z
2 87 5 fgW .z_(écaa_ge) .t_zl___Z;w

= 25522 » —zi- aﬁmbzw’- = % mbFw?

=0 = w-= fer p
13 ;b




Exempe! 6. 206

Armen AB har- fra:?};gfjmaM!ﬂf

2 o kot map 0. Vage kugghyad

har— rmassa g, OCh trdghetsmoment

m, k{z map A elle~ 3. BestsS

& att o = .
Msd att = o T AF F
F~la arrm A3 A O 4
& /M 0
ochH éuggﬁluf (uf-om vF T
E

horvsontella krafler )

Vit har e# kinerma??séé fm°n3 2
w=2L n
e

Kraltebvationen 5~ ef £ugahl g

F-7T= rm, 2

Momenr tebvationen £5r et bugghjul map 8
/&? r7= m, -ét g ‘4-)

Momen tekvativres Br armen AB map O

D M-2BF= 2mkic

L0 = &

L) = .Eq
=

T"’ m,krz o
—2

F- T'fm,/?bt*'(m,k,z.% + ™, E)N

M'Z?F?‘-ZMg'eaz = Z(J“ﬂak‘z-ﬁ mzé:z _‘?_2+m’g2}0(
r‘l




er/tr‘oppdféfﬂfmaz‘ﬂé ( tre dlimensioner

Stel kropp S50 roterar med momentarn vinkelhastighet

w ér’r'nj en fix punkt 0. Betrakia
en rnaterrepunkt  med présvettor 1
map O. Dess hastighet dr
V= W X
Tidsdersvatan g accelerabtionen
A= WX+ gu XV

=X X1+ o x (Wxir)

/V&jfa kaf'?(:?a dpﬂﬁr'a{:@./{:

) wJ dr konstant v tiden . Eotation rmex konstamt o rakelhaslrighet

w= lw/ #ng en Lrx axel paraped med w.
2] w har bonstant riééning men variabel otoriek .
Botatror ér‘f'ﬂj en Lix axel! med Lariabel vinkelthastizhet -
w har konstant storlek w=Ilw!l men variabe!

3)

4% /'néén/nj. Momentand karn deta bes&rivas Fom &
W rotecar (precesserar) med ndgorn annan vinkelhashghet Q.

W= oXw
Anm: En vektor W SO0m roterar med w}v,ée(’.éao’égfzeé Y. wgokylier

V = ﬂx W
Deta betyde atf a% Wl =0 ,dvs v har konstant stor/éec

prL s

> ® W




4) W dndras bdde 41 Storlek och rfiéfnxnj (allmdnna falied ) )

Exemoel! 7.2

£En Stel krgpps orientecing kan speciRceras genom ak vi

anger be wnklar 8,,8,, 85 . (Tex vinklarna melan ¢re

(in Vfer [ brpppen ook e fova foordinatarterma) Deé &r mgrhg ¢

ot bestriva et intinitesimal rotativn av brpgper wnder

et bulsintervad ot e 4@ ar vtbtorr YAt = a6
V,:oie/éadc‘rjhez‘en

Men cleé gdr nbe at peskrva en dnaliy rotatssn e

é/'a"/p av ndgon veblor A6

Bevis  Anta 29 at rotatr? pinkeln 90° kring X-axeln besérins

av vektorn A B, och rotatsn 90° krirg z-axeln beskrivs

av vektorn A B, . Men eferuom A6, +A 6, A6, +46,

& forde rofadon kung X-axeln GG ¢ av robaton krin &

Z-axeln yara Ekirvilent med Z-axelrornés o 7%"&'{ av

K'Qxdffat‘af?:ﬂﬂ‘ Men ST G'r aet /nte....

Exempel 728

B= B8, sin)t

J
JJ'I!-qa g
Beséam Vg, Qg Ssamét x b €=0

A

/ -
B5 hasé 8% acc penclelns vinkelace

Dc? ’6-'-'0 haf v

e =0
6 =6,
6 =0




Funkten B da ortsvekéorn

e =od - L k

Pende/ns vinkelhasbphelsvekior dr summan av brolmgen
fridn ole bd rbrelserra

W = oy i - 6, &

/. h\

rotabon
er'ng z-axein

pendlin G5 roreldsen

Vinkelaccelterationer gés av at w prec@isérar funt
z-axel” e wh.e&(éaafﬁji:gz‘ f'vuz/Z . Vo e ad
o = w,_lz X W
= -8, 2 WZJJA
B's hastighet ges av
Vp= Wiy = (w:d -6 abjf
Och acceleraboren av
Gp = XXM + wx g

= (26,wz 2L~ wrd)i g™k . o

Hitbills har v/ betrakiat rofatsor é/‘/‘nj en Fx punké 0.
Nu bebraktar vien helt godtyckly rorelse 42~ en ostel bapp.
Defrakiac G /m,msz-er A och B o krogo en -

Deras grisyebtorer Lpotfyller

W=t e enliyt @uren.

tbland vil G relate s Aﬂﬂ?/’oén‘

och acceleratipn £S5~ A cch B

bl varandrz. ﬂdddgﬁ'b@ﬁhj 3 er!

\VH = \V’B e od ﬂ;-

Ae - Ve *';‘” * Varg

Jma/opg,q; momentang vinkelhash j/; e




En Sdsdersvato Gl ger

Qu = Qg + CSXI,, . + (,,_ux{u_uxﬂ‘;va)

e
é/‘oppen; v '/aédacce/efaz‘:b’)

Xyz-Systemet roterar refativé XYZ - Systemet et
vr m’ce/éasf@/. et (0 (inée rdd m’nd/yt' VIS fika med krogoers

vinkelhaslighe ¢ w.). For en 500"4/0&/:'9 vektor \ géller i af

w(v) = V), taxV

7 J

refabivt oet  relatrivédet
FAxa gystemet roterande Systemed

Vi bligmper cetin pd vekfora 1, . och tar Losderrtatarn

au Ekvationen IIn =Wy i,y - v fsr da

V= Vo + (Farg )
= Vg T (rA/B)WZ *LOLXID s
= WVp + Vo + LR xig o

Tf'//a"m,aa Jammndez‘(‘% veklDrn Wy + LD X I, /5 Ve £ ola

0{4 = C?(B f—d_d:(\v;!‘ + q2 Xfr;l\/a )XYZ

= dg fa_{%_ (\Vre[ (D X¥a,n )XYZ+ L x (\Vra’. +_('D_Xll’:q,a)

Gty * Gl *ALX Ty + L5 Vg + T2 XN+ M2x (QX 1as5 )

;are ¢ iy, 'p) XWars 20XV + 2l x (—r).x”;/g )
el 4 A's ace r term pg Corrolivacc _
6:=CJ : ra rorligasyst  ririga sysé centripetalacc
Y vinkelacc



Exermpel 7.5%

oo o (fixt koordinatsystem )
g gyroskop roterar

med u:bke/haségﬁefeﬂ Y
¥/
i ¥
Wzk . Vinkelrn ¢ har n
ws I T
v X
en 51‘1/!” tbidsderivata Z- 3 r i
|
v

De ssutom roferar
Xy 2 -Jy&h’mﬁf éﬂ'ﬂj
Z -axeln mect w:r;.ég/éatrﬁﬁﬁez‘ed .

8¢5fa"m gyrodkapefj ‘fﬂf,""(& Vr‘f)éé/&CC&é"fﬁél'aﬂ 0 (' Ael
aurbridade %’aﬂézﬁt‘ée{ .

Xy 2 ~systemm el roterar elatrvt XYZ -Jya‘mgt'- wmect kel bhast
Q= —f@rN(costf +siny k)

Gyraskopets momentarna vinkelhastighet w d'r summan av (0

A

Och g £ dvs

w= wzk +
4 A
Gy roskopets Xy 2-syst vinkelhast
vinkelhrast rel
Xyz-SysSé-:

Vi will bestdmma
05 = (cd! )sz
= ()" 2xw
= N(-oind§ ¢ casylk)j + rx wak
= Nwg coSrd + (J;Wz_ftvd;‘s"nd’)ﬁ 1‘/1/3»@5{/2
= 0 0 * xyJ *‘mzz&

-_—-—-__—___—_—1
Fr‘d’ﬁa.s el ler !ﬁ"}“\[ocx" +o<'; rx 3




Stelbroposcdynamib ¢ re dirmernssioner

En stel kropps rdrele bestarns av Mewbons andra (ag:
F =6
mOmentekvation: M, = ¥, O= fx punkt
ede~ Mg = I{-G G ‘yagdpletn
/bland fa‘r vi rstielt e gncrjr‘fesonammj
A U= AT
g,
LURAt arbete dnamng ¢ kinelisk eneyr T
V' stulle behdva wteryckbs — H, , lHq och T £ér en 5,1/:/:
Stel kropp rmed given vinkelhastighet o .
Masselementet clm har ortsvektorn
i~ map O och hastigheten W=w x I

Ro’re/aama‘njd.rmamzr){ez‘ map O &r

#o = Jdm rx W -jdm X (u/nr)
fcfpgpcn

He = ... =jdmf¥(aw‘xf)

Infdr et foordinatsystem xyz OCh gy
= xi tyj 4+ z.@
W = Wl + Wyy * w, &
ra= jd"" (x# =y rz) x(@v"’"%‘f)'? # (wzx-wez)f * (“‘J*Y‘Wr"‘ﬂz)
=fdm{£?(w.< Y2~ w, xy-w, x2 *Wez?)
*j(wy Z%- W ¥2 = w,yx o+ wy x"-)
tle (Wen? - wyzX = wyzy + w, yz)}

Ma= Hx(?l";/}fj*;{zjé

f:.v“ { Xy "fo —lxz Wx ad - fx,c = fdm(y‘* Zz) b&,@aerﬁl‘

Y . _ é)’a hgﬁ_

H, s i‘”' 'y “y fyy l-fd'” (2%+x%) ma{v&frtf
~lzx ~ lay lzz Wz gcad &
_n ,22 =jdm (xz‘p-Yz) X, V,Z—ﬂx{a’m

£rvpoens Eroghetstensor (¢ ¢rdghets matris)




broppens deviationsrmonent

Ix=z

/yz = lzy= fdm yz
H = [w ( matrisrotalron

Exempel! # 7%

Halvcylindern med ~aove r
och /ra{'/‘q’ b roferar k/x'ﬂj Z-axeln

med th.éé/hahrﬁ('ybe‘z‘ L vs

Bl u./@ . Bestomr dess ~drelse -

mé’f;jdamammt’- Ho map 0.

r‘ffapf:'zn.s massa. dr m.

I#/g' [/xﬁ”"f' A(yjf'/{zlé“‘ /;q_w l'(—/,,z z}} ""/zzw ‘é
) T
/xz =fdm xz= m (dA xz = _m sz rd6 r(lrcesb)z =
Tre J T 7rb
y te(ement ~e e

= (lbl)r27=—mré
I/rb 2

q

/yz =jdm\12 = ) J,—def-‘sr'né z = (/ b) . a2 “'Iﬂ!"é
7r Irb

~-b o
o 7]

d= jr‘dé‘ r‘(((rcasé)z+ Si 026)

-b 0

/z;-d(f-)'m
jmxv P

= _m_ br3a7= gmr?
Trb

Hy = mrw %ﬁ ,sw_é_/;,‘ r‘-zr"/L)

Observera af H, intz &r parale] pmect @) !




J(ué'[,jen bestimmer i krop,oen.r kinetiska energi T :

7 = Idm —;—U-w:jdm_l_ (Wxtr)-(wxr):Jdmji nu-(\rx(thr‘))
kryppen 2

=‘:;W'J‘dm w’x(wx[r) '-_QITW"Ha

Jfr 7= L - EL vi(mw)=_1 -G G=mwv
2

Ho""' Iw .‘. ma»f?’ilfm&zﬁ'ﬂn

b ~lxy  ~lxz denumeriska vdrdena + matrisesns

I -
“lyx tyy -lyz beror od hur o defrncerar koordinat -
~l2y 'Izy l22 axlarna-

Dalga nyheter: [ alminhet Gr alfee 9 matriseleres e

véildda S roll -

Goda nyhetber : 5~ en 3adz‘-ycb(r3 otel krppp rRanman giléor

r/ﬂw{/'a Kkoordinataxlarna s& ak

I © O Vi har da’ /ajt' koordinatayplarn a
I-= o Iy o

5" o lus X Y, Z [dngs w7 et éf"ﬂ/o,aen.; Ahuvud —

ff%hgﬁfaxt/aj‘"‘
Talen [y, /yy, [,, kallas 2 kroppens /zuu&d&,%,&gﬁsmamgné.
For en symmebrisk krogp Overénsstdmmer hiuvud érdgheliarlarna
med symmebrraxiarrna . | almdnwhel prte e cnodnda
NUNErtSRA o e . /
N Stergir ve* &l mromentetvatson e
My =, (eler Mg = n"/q

Vi kan analyséra odeana ekvaton

relabivt et fixa XYZ-systemet efe-



(%)

relativt et med broppen roteranae xyz-system .

Mo = (ﬁ‘))cyz - (H")xvz ML

O V1" infor roterande emnbetsvebéore ~ &, y /Z karn vi skryva
Ho=Ho & el ft v ok . a8 o

(Ky)yyo = BeT + tyf v bt

Mead w = Wl +wyjeuw b o8 4

Wx Hy = (wyHz-wel,)T + (wzﬁ’x- w,t/{z)j + (w,r;/., 'Wyﬂ{x}ﬂ:
Vi kan dven vtveckla M + denna bas .

M= M+ My} +M,E

Vi fgr as ekmtionerna

Mx= He + wy Az~ w, 4,

My = Hy +of Hy —wnhz

Mz = Hy *+wpfte = Wy Hx
Deta &r atisd M =///; wbvecklocd ¢ en prea kropep e
roferande bas T, [, y €nligt tcligare galler ar

He = legwy ~ley wx = Ixz Wz

Hy = -
”z'—"-._

Oboervera a# effersom lee, Ixy , lyz ... G utrdlkenade
b€ et med hrvppesn rofeande Koordsysten, & Gr ge
bonstanta o+ Gider .

Tt Wkﬁ\'?a speccl fall av (¥) : 1Ol8AG S smrpa bars

intresserad av fadel ak vy, = wy, =0 (roébring en Lx arel yatof
Ter z-gixed )




Ebvatronerna [ydeér gd

Hy= —ley e Me=-lez vy + [yzw?
Hy= =lya we = { My=-1ly=z da - Ixz s
llt'z=- f;_; We Mz = /ZZ wz
Jpecalind 2 :

Vi har vatt de rptepade ELoordataxiorna XY, 2Z , 08 i

ole Overansséirmmmer med huvad L‘"{j’/rcz‘,sax/arna .

He = /xr W My = {xkb.d}(- (va“iaz)WVWZ
//y‘/yv Wy = My-‘- (yyul-"f*("zz"/n)wzwx
He‘ e W2 Mz = l22 Wy - (/xx" 'w)wxwy

Ewlers ekwvalr?oneér

Exempel 7.95  (rotatvr bmng Lix axel)

Mass a = p

léngdenhet Bestdarm erfordeligt

Vred o et M.

2
Vi' har eix = WY=O s We= W= bonséant.

Foratt bestamma M beibve vi':

/ = ladmxz=0
= j 7tz 3z

lyz = fdm yz = J’rdefnrthd(—rmfﬁ) - ";{- rpt Idﬂ 5'n 20 = -—_;‘l_ rs
o v

= - 2
HK %rfw Obs att M roterr . ‘é/?/P/pgn,
/41"’0
Hz =0




Fartéels Vé‘qggz‘gbgac

Vr séatl statta wmp (metanik ) och losa (rmatermatré) ot ens -
ehvatione oorn bestriver svdngande , vibrerande systens .

Ve Loryar med ctel enkliaste faller, OCH /a:'gger elter Hcno’ Gl
Her bomplikatszrrer.

Frv' 0 ddmpad Jva"/(?/alﬂ??}

Vi anud e, err modleld enligé -ﬁ:'?aréﬂ. . K

Vaynma /oa.rr‘é‘an bestims av X-koordinatern - o) = 174

Vald sd att spstemet dr 1 jim ke (fydctern aspaad) di k=0 .

;;-.r'/a"yﬁ wagrren !
-lex

S upp Newtons andra lag 57 vagnen . l .
mx = —kx ng
Vo' pett Hrna den admwdnna /2‘3»9157(7:» Gl denna diterensiadl-
ebvation. Vi rnfd- Systemets ﬂazﬁarffya wh.ég/ﬁa.g{;y};gi
= Vk/m'
D/ HFerentialebvatonen kan da otr'vas
X+ wW2x=0

Den alimarnrna /a‘mz:fgen &r X= Acoswnt+ Bsint,t

7
Gocttycld. bonst
e RV

ampolitie ot =)Co'/'ﬂ (2 # 'EL)_, Faovin kel

/{./Oﬂ.fzﬁ?ﬂferf?a A ach B eier € och Y kan bestimmar o oyl £ ex
#inner X(0) och X(0)

Debinera frekvensen £, = twn Och perpdtrden Tn = L = 27
27T # tn

Fre dﬂ"nqpaa/ Svd g’ f"/f_’!g

Verkiiga systen Gr attbad dissipativa | dvs ofe Brlorar enez

med Lrolesn



;ﬂ/&:ﬁg V&jﬂeﬁ-

MARRRTENSN

K ' =
u 1=
0 :
!
[brg

Jtctddmparen (c) pdve-kar altésd vagren rmed en kratt
Som 4r motriébeo ha.s‘t?‘ghet‘en och dr propordonel/ ot
/)a‘sz?‘fh eten. Froportonalitelsbonstanter < kadas

/G 2 P12/ 12 GSROCHS ©r'éniter .

Observera skilnnacter rol

Frrkdron kratféens storkek pbe pende Qv ﬁﬁ.}‘t‘%'yhé’z‘ff?

lubbrrotstdned  bmbien ~ (hastigheten)?
V@ r modelt har dock foraelen af den Gr exaed [Hsbar
Newtons crd o lag Lyder nu

mx= —kX-cx

Vit cnfr Wan = \NE/omn  och Q’g"_/,_y;eﬁtfoca = c (cz‘zboew/bm/a’.:)

2mM wn
D ferentbalebvativnen kan ofFf skrivos
X+ 2 fwax + b x= 0
Ldsriiggen 4l denna Or relaferad bl roferna G Qndragradsetnibones
A r 2 Fupd it =0
Vi M- fre olika fal -

I: §>7. OCvekrtick dimonirg
(~¢+[F7 7 )wnt (-¢- €2 T ) wat
A, e

e

cgoa’z‘ . KoeF

X=A,e

r

Lo"-*'m?fjm dr exponentelt a,uz‘ajaoa’e: L stora &

v
<




I: ?: I Krilsk dgn Pn/'f)j EX L0 Er et mﬁzjaﬂa’ <

—Wwnt
Y = (A! * Aﬂé ) e "
% &
goett. boelE .
; 7
Fo'- Grina varder pcf x(0) oca x(0)
ger ?:-.. !/ ornabbare dﬂl'/n/an/'nj an f"_s /.
I 0<§5</ Underkrtsk dirmpning
/n;é"f— e dnpede w'/.?ec/éﬁ.sﬁgﬁgfew Cify = Ca/ - ?2
LOsnipgen karn ad séovas 04 Font
- ¥un
- £ e
X = (A3co.s Wbt Agsiniun €) € Son -
[
= Corn (gt ri’)e—ﬁw’t U o= >t
- ‘ c)?/a"ﬂjﬂ/hy mecdt
X A ¢ Exporentel € Qutagande
i COvertritise epter kempysk A orpon g ampolittid .

befoena’e,pa" X(0) och x(o) £ar

initalsbecrel Se olikn et nen Fo—

Jort t FE i allbd en Jz‘rar"ngz‘ avtag ande
44;&.!7'0’? e(-fﬁi??—‘f )UJn"E

resp fe &

Toungna ocdirmpade SVangningear
L= = (o

w
A ) F—3 M —--M”Zm‘-E
fa] [ &1

F dr en given yhre kraft (Fankbonav €). En etualent biass au

3 x

. _ — Y
problem &r  B) R Y, N Adr y Gr en given
Hipktron av bilen £.
Frildgg vagnen (fallA )
) e - ke

o}

——_.,-
o0CA stFll tpp rorelse€riationen . l

-




mx = ~kxr F

mecd Wy = lesm A vi

}.<: + Wa X = _§ ' {'/‘dbfem.s 1%'.'—-/0':35/1/'/{3
4
- lelx-v)
| fatt B REr ol | L=
mi': _,e(x-y) auvs NTLM%

X tedaxT wly

Mabernatskt Gr A€SSA oifferenstiolebativne, (dertrréa

Vi’ aavdrnde— Fof-é:a"éﬁwijz': wpodes A. Albmcnna [e5ninges
G/ en inhworrzg en ebvation = En /mfﬁka/a“f/%'ﬂzhj N olenma

ckvation + adimarna (65npgen Gl mwtsvarande homrogena ety .

X=X 2 * X h
M‘édé’ﬂ’d‘&hf‘-vj almin (85709 il X +wpa=0

Far en glven Funttion au ticlen ¢. Vf'ncz"/'e_r aAsS pmedd Faller

F = }:J;ﬂ wit

7 AN
amplibuol vinkelkvens + LWn

For at! Baona €1 parbkdlic/dsning Xp gor v en arniats

Xp = XP Jia it
2 N
a~plitud TamMa rrbelfrekvenns JOrR? &7 ,aa"/ag?dﬂ ke rafben

/I’)J'a?fﬂ!'/?j ¢ ebirtbmen 55!“
Xp=_F/
/- (w/wn)?
Vi' kan plofa IXPf som Renkdion av w (Qlté annat ,éaﬂ.rz%;mz‘)

¥ ‘X?l . . )
D worw, gdr Qlésd amplidyder — oo

(resonans )

|
|
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For wew, dr Xps>0 dvs Xp ar ¢ fas med £

For wsw, dr JCP RO dvs KXo dr [ rmiotfes mecd £

T oungna  ddvr oecl€ JVd'ﬂqnf}vﬁar
= il [=4

'Y
NS S

mX = —-kx-cx +F dvs

5(. “""2 ?an. + w:X= £ med tWn = \Jk/m ach 3& _L_—
Veri Zmwin

Sorr ﬁ'cz’{ga/e bar v

X = X;‘ + XP
2 N< ndgon partsibulirdsn
Qiinan éﬁm'fy
a1 }}omajtr‘hdé!/

Vi' ngjer oss mect tawet F = Loinwt | i gdr ansatsen

Xp = X senawt + Xycosat = Xorn(wé + @)
g ,;‘.;M g /a.sé'."rfé/m,hj

/ﬂ.:a'}?’ﬂxwy /' A erentbebiationen ger

X = Fo /

N ~twn)?)? + (2 Fwlual?

O= arxbtar 2Fwiun
/- (W/Wn)l

Vi plotar X och @ s0m Funktbior au c,u (altt annat tornstcnt )

4 X
Y0
Stord §¢

titet &




Mer allimdima svdngande systein

(. er/ém/o/os.sudnyn:h ? 94 )

DiFerentralebuatonenr mx +CX+kx = Esinwt (%) kan

bestriva mcfnja andrg &per av systern? rmed € A hetirad .

X = pndgon variabe!l som besériver systemeés (Ege
(Behsver rnte vara en /d'nﬁd'éoardzbaz‘ )

m,C, k = parametrar Som beror av sSystemet.

b = @rmpllucter pd ridgor yhre d!‘a"/-f?/'ﬂj.

.da'.'_sw.«bﬁarna Jer rnaturtgtuns (ikadarna .

Exempel! L. 7Y

/% % Stall upp rorelseckiationer (- smid
L \\ b SUG g g éf‘r’??j U/a"mwféfd/c‘fge &
é k15 \ W Ve beseriver systemets lige med
\ vinkelr 8. Frilayg Stdngern mect
L
m

massar- ( stdngens massa Forswmbar)

F _I ¥ Momentekvatornesr
!

2kb8 O ~mglsing - 24666 = (rm g

b’

e :
L fér massan m

|
|
I
: For smd 8 har vi 5iné 8 och Far dd

m (%6 +(mgl +2£6%)6 =0

Mer detin Gr diierentralebvationen (3~ en +~ (& =0) oddmpad

(c=0) Jvdng n1rg - Der admdrna [25n/0gen &

0= OpacSfvnt+ &) Wno = [2290 + 2407

mi{?
‘-\Jodf’. konst 7

Obs a# w, (nke har ndgot a# gdra med 8. tot/: k=0= w,.-\(é.—'
vani'y pendel m /a"nad &



Exempel! .82

/70070344 Jt&?@ rrzect

%"- a > 1SSy
7 « b iy

Grivet a, b, b, rm . Bestim c sE oF Systermed blir kritiskd

dimpat, dus &=/ . Vv besisrer sténgens /3ge rmed vinkesr

& och ,47,5‘}95,- 5

cbeé

kex (G—GA
N vnkeln did Ladern & ospdad

Morm entetvador er ,é/;'r;jr O Ao omd 4:

% -ma £ —,éa(é'-sa ~cb8b = L.mbg
J 2

J .
Lo

advs 8=6 =0
F&:r’ a# v/ ' skald ha Jamwéf @d 8 =0 rigste cet ya//a ar¥

- mg f‘ + ka'a, =
Mect cdets artagarde. Aorenktas ekuntivren B
_3{. mb3G + cb®0 + 4?8 =0

Frr (R=0) ddmpac ayé‘ojmby

karmbldristiséa ebvationen &r

A’w?c/\ f—_.g”:g@_)z:o

[ Qltmdniet se~ oter karallgrishsta ebvativper wt Sormr

/\2"'2‘?%/\ -+ an = O
dé’np&;bbf/ N naferlga yinkeffreke.

Vi kan nu ldsa ava#

_Q./ /Ea )_b_._;’:_
24 £

Kribsk dd’”/?’?f ém‘yd(r at F=/ =2 c= 2a [mi
& 3




éqné‘,:gz?net‘ocle/‘

FOr System wuéan agrrpn /'f:j fnns et en entlare medoct
att stafia gpo rorebeekvaloner;. Betrmktn systerr red e
/ﬂ‘/:ezésjmd. Ve besérver syste mets (dge med varigbelr x.
(e ' na"a’ué’na’{gﬁ/d' &r7 /a"ﬂjd} Vi antar a# systermet har e#
ﬁ"muriéﬁs/aye och aefimerar x sd a# X=0 dir. Jystermebs fotala
Imekaniska ernecgs &r
£=T+V 7 = kinetisk eney/ , V'=potentiel enerpr (s Aitlraar, Gyngee-,
/i vet a é‘ =0 . Uy wundersoke~ smd JM@m?yar ,ér,',?j
/'a"mwiéﬁs/a:'geé X=X=0 aduvs vitar x ltet och X ltef.
Vi' bestivmmer nu 7och V och hnne— a#t
T = L mx2 + hé’jra'. oritningens bermer X och X

ndgon korstant (e; ndclwind gty en massa)
Eftersorm X=0 dr &f Jb';wyréésfaye , maste UK) ha e# b lt
minimury dér, V(k]=0. Vi kan wGa noinivén K eneczy,
sd at V(o)=0. D& gdller at
v(x)= 2’— & aye® g éa:?rz. ardm'fz?en.r termer ¢ X.

~ rrdgers korstant .
Vi har awtsd

E = Lmx?2+ _Llx?
£ 2

O= E= mx¥ ¢ kxx = X(m% +kx)
Om vs antar a# x+ 0 (v lr'gjcr 1t attd! St L/b"mcleéz‘.:/ag; et )
FBr ur altbsd en rdrelseckvation

mx +EX=0




&) xempe! X

T=Lmx* exakt o ki

NNNNNNNSSY

V= _éar_,éxz exakt

mxX *tkEx=0 den exakba rorelseeltuntiornen

Exerr;,aé(’ E/2 4

//omﬁm a‘:‘a"/y e raSSa . 1 Och

|
: /a"}yd 26 ar a,a,ahﬂ"ﬂjd ;g finor el
|

/é'njden L genem a"/.}d/oafhéf&"ﬂd- Vao
i sralan
blir perioatocien B smd in/yyﬁ?ﬁar

o L Adr stdngern vrider 575 kring en vertrkal

L
72%;&“ nla axe/ genor ik punkten 7
[+]

Vi bestdmmer kinelisk och potertseld energ, .
V=.m‘9/1 = mg (’-”W)

mg (L -Ve* - (66)%)

mgt (-1~ EE)7)

= mgt(1-(1- £ (85 +.))

= mgbigﬂ ¢+ hogre c:-«:Jﬂr}'?jtﬂJ‘ term e
2L

[

Kirnetiséa energin blir

T= Lmhie L 7,62 = £ L m(26)26%+...
2 2 2 /2

= -ﬂ‘é_b_" 6% » hégre ordningens temer

Altésa dr E=7"+v~n2529'= + magbip?
2L

O = é"—" 6'(_:_@‘9 + mgbzg)
3 L



Porelseckvatboren b//'r

mb® G +mgbig=0
3 Z

Fri ocd@rmpadl Svdngn/ng bring 8=0 rmed naturlig vinkeéffrebvens

wn = \/mgb“*/mb‘ - [2s
L 3 L

Obervende v & /

Perrpcttocter?

T= 27 = 97 /L
oW 3q




Terta Style.

4.48 VW betrattar et systemr bestdende ay pumpoen
mec! massa  mp= 310 kg , de¥ inneslutna vatneé

mead massa iy, =‘-f,’f7r‘2/7 ,(a(a"r‘ Fp= /000 e_g/mﬁ, =0, {m,
b= G6rm ) Samt en (liten ma"ﬂjd vatien med massan

am= pviat ,dar v'=0,/25m3s och At dred et &s-

rntervall. Vi betrnktar Systemet vid Goleb €och ¢+4a¢t

Am
my+mMp f‘Vz
muvt mp
Vi ? ::TAM

trAt

FAla Jj Jy;fzm er -

2 De ytre kraffernas tmpuds &

vertikalled pnder bolsintervadet

A¢ ar
(’ﬂu'f MP)S

(R -(mvtmp)g) at
Det#a statl vara lika rmecd dnd ff'ﬂjeﬂ 446 av verdrkal kormporienten
av gystermets rprelsendng o

AG = Amv,cos 45" - Amv, de.é(-_._z CoOsS¥S™® ~

-
I

[\
S—

da"r-{ri: 0,050 m

= 0,125 m

Vi' b r awtsS att

R= (my+mp)g *fv'( V. cas$5° - __\L.) (pe2h + mp)g +
7r* ey

)2 -___L_ ‘....
+ g(j;) (r:coséf _r%) -




6.60 W #/Vq”jjer batberr med oess go/?éa’ﬂjw/'g:
2] T By

Y
Qy B« ot %= —Z
i { L= }
X

Z
2 2
Balékens {ra?hzz‘smammt
Afz : . fishs
Ig = /drnxz =/dx.f_r_?.xz 2 m[_&’] = mfLd +_z._3)= meL*
4 L[S 3L\y 7 /2
~Lf2 ~t/2

Z-c? __/__mé.?' map {ynjdpﬂﬂk&ﬂ

]

+ .
Ig [C’} + md?- = IG'_.__ M{‘f-z*'(—lz:)l) = ELmLz-pm(Z

(Konérotl : (0= [=Lml? , L0 [=m(?
Momentetvabone, én-‘-vj O 35#

6"-’ ma_iz_-_ = _[0‘0(
29 L

Varur #d's a#l «= mgt = meL - G,
&fs .6“2_rn£2+,2mcz ez e 2L

Newtons anclra /‘:7 g

T EY -m g = -m % o ﬁngd,aao.éz‘eﬂ.s acceleraton !
Qg = g xIrg = -—qi:{(—é—k“_. C\?)

Tl § ooty

Hareer F£s L
z

Be=mg 3L
Si*tegL®

)?y-‘—' 3.6(’2{-_{.;’.2
6c*+9.%2

Lontren : z@x=o om (=0 eller [=0

Ry=mg om L=¢




7 ol
. Y A = k
+.88  Jysternet sett “Fdn sidan” N \Lw =
O X, x
Forutorm o g x.y, z- axlarnia
’ i p
1T vt pya X'y'z-axiar Jdrgs med
plattans huuadz‘rafyﬁeﬁax/ar o N
2
Plattarns huvadt‘myheﬂmﬂméﬂf ar
2
lezl = ;'_é:mb '
; oY oo i
L7 - _L._ R 2 D 4
vy = mb f-.éLmb
Ix'xt = 2 e
Vi whtrycker au o enhedsvettorerna i pr E 2 -3_
P \vz|
/a-'nﬁs mecd Xy’ 2 -axiacna -

f/l.ﬂ:g)//( = w(cas/gk'—‘g,mjf) - wz'ﬁ:""wy’jj.
fo?-efaema'ngd_rmameﬂ/e{- bt’r (map O)
M: 14::"2' sz% + [YIY'%'J' = T%mb?wcos/a/& +(—'"i-"762+-3-1- Mb‘.)('bdlﬂ-nﬁ)j}‘

= ;é_mb%co.s/b (co.spk_-r Jin/:ij) + (T% mb* *aLmb’-) C wasing) [_Jf'nﬂl? +coy3 Jj )

= mb? (Lo s Ling o Lointp) bt wmbioins ol -k -1 )j
Momentetiabooren £ plattan (é'n'nj O ) sager nu a#:

Mo ‘—Ha = edxWHy = wk x (*_}mbzw&'n/acoq,ﬁs): —,_aLw%bzy:'mCoa/a?




Bestdrm clen navﬁfn’('ﬁa penked -

Frekvensen w ., .

7vd metoder . -2k(x %) -2l (x-X.)

// Fn'/ayj l Xo= X-Vdrdet da Liddern &~ ospdng.

|
4m

9
Rorelse ekvationen

mX = mg - 4&(x-Xs)

dvs MK + 4kX= Mg+ 4kK,
Den allmdnna [dsningen &r
X=X+ Xp ddar
X, = Asin(wnt t ¥) old'r w,, = |4k
och
Xp &r nd gon par‘é)éu/a"f/o".sm'nj £. ex

Xp = L;”_f. + X, = konstant

2 ) Energimetod. Total mekanisk energ’ G- bevarac!




