Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Mandagen den 3 januari 2022 08.30-12:30.

Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkand kalkylator, Olle Branders
formelsamling.

Examinator: Tiinde Fiilép (031-772 3180).

Jourhavande larare: Tiinde Fiilop (031-772 3180).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poéng totalt.
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Notation: Om inget annat anges anvands beteckningarna r, 6, ¢ for sfariska
koordinater (dar 6 &r vinkeln fran positiva z-axeln), medan p, ¢, z betecknar
cylindriska koordinater.

Lycka till!

1. Ett tvadimensionellt potentialfalt ¢ ar givet av

%+ y2
ax

o(z,) = bo (

dar ¢o ar konstant. Ta fram ekvationer for och skissa potentialens
ekvipotentialytor och tillhorande faltlinjer.

(10 poing)

2. Genom sambanden

T = UV COS P (1)

Yy =uvsing (2)
1

z = §(u2 —v?) (3)

och u,v € [0,00), ¢ € [0,27) definieras ett kroklinjigt koordinatsystem.

(a) Visa att koordinatsystemet dr ortogonalt. (2p)

(b) Berakna divergensen av vektorféltet

I hy . hep
A(r)=—é,+ —é, + L@ew
u v uv
dar hy, h, och h, ar skalfaktorerna i det kroklinjiga koordinatsys-

temet. (8p)
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3. Berakna flodet av vektorfaltet
A = (2y, 42,62 + 17)

genom den del av enhetssfaren runt origo som har z > 0. Observera att
ytan inte ar sluten. Normalriktningen viljs sa att dess z-komponent ar
positiv.

(10 poing)

4. Bestam kurvintegralen

1
f;écp -dr
L

dar kurvan L definieras av (z — 3)* + (y — 2)* =1 och z = 0.
(10 poing)

5. Tyngdkraftsaccelerationen G(r) satisfierar ekvationen
V-G=—kp

dér k &r en konstant och p(r) dr masstatheten. Berdkna G(r) nér p =0
overallt utom i rymden mellan tva sfariska ytor med radierna R och
2R, dar ar p = py = konstant. Ledning: Behandla de tre intervallen
0<r<R, R<r<2R,r>2R var for sig, och anvand Gauss’ sats.

(10 poing)
6. Skalarfaltet ® ges av uttrycket
O(r)=a-(bxr),

dar a och b ar konstanta vektorer och r ar ortsvektorn. Berdkna
och forenkla gradienten V& sa langt som mojligt med hjalp av in-
dexrakning.

(10 poing)
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Tid och plats: Lordagen den 3 januari 2022 klockan 08.30-
12:30.

Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkand kalkylator, Olle Branders
formelsamling.

Losningsskiss: Tiinde Fiilop

Detta ar enbart en skiss av den fullstiandiga losningen. Det kan innebéara
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Ett tvadimensionellt potentialfalt ¢ ar givet av

x? + y2
ar

oz, ) = do (

dar ¢o ar konstant. Ta fram ekvationer for och skissa potentialens
ekvipotentialytor och tillhorande faltlinjer.

(10 poing)
Losning:
Ekvipotentialkurvan ¢/¢y = 2C har ekvationen

1'2 + y2
ax

=2C — (v —aC)? +y* = a®C?

och ar en cirkel genom origo med medelpunkten pa x-axeln. Faltlinjerna
ar de ortogonala trajektorierna till dessa cirklar och kan tas fram ur

ekvationen: p 5 )
r 0 Yy Y
—=-Vop=—|-1+>,-2=
dt ¢ a ( * x? a:)
Da har vi
de  x? —y?

som kan skrivas pa formen

2 d 2
(1—3:—2) y'+2zz—<x—+y) =0.
y y dr\vy

Ekvationerna for faltlinjerna kan darfor skrivas
72
— +y=2aD — 2*+ (y — aD)* = a®D?
Y

dar D ar en konstant. Féltlinjerna ar alltsa cirklar genom origo med
medelpunkt pa y-axeln.



Losningsskiss, tentamen FFM234 2021-10-23

2. Genom sambanden

T = UV COS P (1)

Yy = uvsing (2)
1

z = §(u2 —v?) (3)

och u,v € [0,00), ¢ € [0, 27) definieras ett kroklinjigt koordinatsystem.

(a) Visa att koordinatsystemet dr ortogonalt! (2p)

(b) Berékna divergensen av vektorféltet

A = — €y —Cp -

(r) u * v ww ¥
dér h,, h, och h, ar skalfaktorerna i det kroklinjiga koordinatsys-
temet. (8p)

Losning:

(a) Kontrollera ortogonaliteten

or

v (vcos p,vsing, u) (4)
% = (ucos p,usin g, —v) (5)
g—; = (—uwsin ¢, uv cos ¢, 0) (6)

Berakna skalarprodukterna

or or Or Or Or 81‘70
ou dv Ou Op Ov Op
och konstatera att koordinatsystemet ar ortogonalt.

(b) Skalfaktorer ar h, = h, = Vu? +v? och h, = uv.

Divergensen blir
4 1
V- A= ——+ —
u?+v?2 w
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3. Berakna flodet av vektorfaltet
A = (2y, 42,62 + 17)

genom den del av enhetssfaren runt origo som har z > 0. Observera att
ytan inte ar sluten. Normalriktningen viljs sa att dess z-komponent ar
positiv.

Losning:
Slut ytan med en cirkelskiva Sy i xy-planet. VA&lj normalen pa ski-
van som —Z. Tillampa Gauss sats pa den slutna ytan som bestar av
cirkelskivan och halva enhetssfaren S,

/A-ﬁdS: A -ndS — A -ndS
S S+So So

:/V-Adv+/ A(z = 0)dS
% So

:/(12z)dV+/ 17dS
1% So

1
= 12/ (1 — 2% zdz + 177

0
=37+ 177 = 20m.

1
7!—@%17‘
LT

dar kurvan L definieras av (z — 3)* + (y — 2)> = 1 och z = 0.
(10 poing)

Losning:
Kurvan ar en enhetscirkel i xy-planet som inte omsluter singulariteten
i origo. Stokes sats kan tillampas och

1 1
L c

dar C ar det omrade i zy-planet som innesluts av (x—3)2+(y—2)? = 1.

1 cos 0
VX |=€,| =———=6
(r€¢> r2sing”

i zy-planet (0 = 7/2) &r 0, blir integralen ocksa noll.

4. Bestam kurvintegralen

Eftersom
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5. Tyngdkraftsaccelerationen G(r) satisfierar ekvationen
V-G=—kp

dér k &r en konstant och p(r) dr masstitheten. Berdkna G(r) nér p =0
overallt utom i rymden mellan tva sfiriska ytor med radierna R och
2R, dar ar p = py = konstant. Ledning: Behandla de tre intervallen
0<r<R, R<r<2R,r>2R var for sig, och anvind Gauss’ sats.

(10 poing)
Losning:
Problemet har sfirisk symmetri och vi kan darfér skriva

Vi anvander Gauss’ sats och i volymsintegralen integrerar V - G =
—A® = —kp over en sfar med radien r, dar r ar en variabel.

Eftersom G(r) ar konstant pa en sfaryta blir ytintegralen
fG -dS = ?{G(r)ér - 6,dS = G(r) j{dS = G(r)dmr?

0 <7 <Ry p(r)=0,savihar [, V-GdV = 0.
Ry <r < Ry: p(r) = po, sa vi har

™ 2 1
/V GdV = —/ kpo 7"2d7’/ sin@d@/ dy = —47T/€p0§(r3—R3)
0 0
r > Ry: p(r) =0, sa vi har
2R T 2 1
/ V-GdV = —/ k:por/er// sin 9d9/ dp = —47Tk:,00 (2R)*—R?)
v R 0 0
Om vi nu jamfor med ytintegralen ovan far vi

G(r) = G(r)e, = —ér% < ) R<r<2R

0 r<R
¢, 0(< ) r> 2R
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6. Skalarfaltet ® ges av uttrycket
O(r)=a-(bxr),

dar a och b ar konstanta vektorer och r ar ortsvektorn. Berdkna
och forenkla gradienten V& sa langt som mojligt med hjalp av in-
dexrakning.

(10 poing)
Losning:
Indexrakning ger

d=a- (b X ’I‘) = al(b X T)i = aieijkbjxk = eijkaibj:vk
och gradienten blir

[V(I)]l = [V[CL . (b X ’I‘)Hl = 8leijkaibjxk = eijkaibjalxk =

eijkaibjékl = eiﬂaibj = elijaibj = (a X b)l,

vilket betyder att V& =a x b.
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