Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Lordagen den 23 oktober 2021 klockan 08.30-12:30.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Handbook,

typgodkand kalkylator, Olle Branders formelsamling.
Examinator: Tiinde Fiilop (031-772 3180).

Jourhavande larare: Tiinde Fiilop (031-772 3180).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poédng totalt.
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Lycka till!

1. Ett vektorfalt F ar givet i sfariska koordinater och med sfariska basvek-

torer genom
acost bsinf
+ €

F(r) = ér

r3

0
r3

déar a och b ar konstanter.

(a) Bestdm forhallandet mellan konstanterna a och b som gor att vek-
torfaltet blir virvelfritt (konservativt). (2 podng)

(b) Bestdm sedan en skalér potential till detta vektorfalt! (6 podng)
(c) Vad é&r den fysikaliska tolkningen av vektorféltet? (2 podng)

2. Tva ledande plattor, bada parallella med zz-planet, befinner sig vid
y = 0 och y = d. Plattan vid y = 0 har potentialen 0 och den vid y = d
har potentialen V. Omradet mellan plattorna ar fyllt med laddningar,
med volymladdningstitheten p = —pgy/d. Antag att kanteffekter kan
forsummas (alltsa att plattorna kan antas ha odndlig utbredning i x och
z). Bestam potentialen och elektriska féltet mellan plattorna! Tips: 16s
Poissons ekvation med lampliga randvillkor. (10 podng)

3. Genom sambanden

x = (R+E{cosu)sinw (1)
y = (R4 &cosu)cosw (2)
z=Esinu (3)

dér u,w € [0,27] och £ € [0, R) definieras ett toroidalt koordinatsystem
med den konstanta storradien R. En toroidal yta S med storradien R =
4a och lillradien @ = 1 m (se figur) kan beskrivas med koordinaterna
x = a(4+ cosu)sinw, y = a(4 + cosu) cosw och z = asinu.
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Bestam normalytintegralen fs F-dS pa ytan S, om vektorfaltet ar givet
av

F=—x2+yy+ 622

(10 poing)

4. Pa en cirkelskiva med radien a, som ligger i xy-planet med centrum i
origo, finns en ytkélla med ytkalltatheten

2
o(p) = 2200

dar oy ar konstant. Bestam potentialen fran ytkallan pa z-axeln!
(10 poing)

5. En odndligt lang koaxialkabels innerledare har radien a och dess yt-
terledare har innerradien b och ytterradien ¢ (se figur). Strémmen [/
i innerledaren &r i z-riktningen och i ytterledaren flyter samma strom
i motsatt riktning. Omradet mellan ledarna och utanfor kabeln &r
vakuum.
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Bestam magnetfaltet mellan ledarna a < p < b och utanfor ledaren p >
c! (Tips: anvénd integralformen av Amperes lag (stationértillstand).)

(10 poing)
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6. Visa identiteten
Vx(AxB)=(B-V)A-—(V-A)BB-(A-V)B+(V-B)A

med hjalp av indexnotation!
(10 poing)
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Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Ett vektorfalt F ar givet i sfariska koordinater och med sfariska basvek-

torer genom
acosf . bsinf .
é

F(r) = 3 er +

0
73

dar a och b ar konstanter.
(a) Bestdm forhallandet mellan konstanterna a och b som gor att vek-
torfaltet blir virvelfritt (konservativt). (2 podng)
(b) Bestdm sedan en skaldr potential till detta vektorfalt! (6 podng)
(c) Vad é&r den fysikaliska tolkningen av vektorféltet? (2 podng)

Losning:

(a) Rotationen av vektorfaltet ar

(a — 2b)sinf .

VxF = €gp-

A
F ar virvelfritt om a = 2b.

(b) Den skalédra potentialen bestdms via sambandet F = —V¢. Vi far

ekvationssystemet:
19J0) 2b cos
o o @
0o bsin
P @
99
5o~ ®

Integration av forsta ekvationen ger

bcos @
¢(T7 0, 90) = CTOQS + f<97 90)

och insattning i andra ekvationen ger

_ bsind af _ bsind
r? o0 r2
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vilket leder till att 0f/00 = 0, som innebar att f(0,¢) = g(p).
Inséttning i tredje ekvationen ger dg/0p = 0, vilket betyder att
g(p) &r konstant. Potentialen blir

o(r,0,¢) = bco:@ + konst
r

(c) Féltet fran en dipol.

2. Tva ledande plattor, bada parallella med zz-planet, befinner sig vid
y = 0 och y = d. Plattan vid y = 0 har potentialen 0 och den vid y = d
har potentialen V5. Omradet mellan plattorna ar fyllt med laddningar,
med volymladdningstitheten p = —pgy/d. Antag att kanteffekter kan
forsummas (alltsa att plattorna kan antas ha odndlig utbredning i  och
z). Bestdm potentialen och elektriska faltet mellan plattorna! Tips: 10s
Poissons ekvation med lampliga randvillkor.

Losning:
Vi behover 16sa Poissons ekvation 1 en dimension
V) _p,
dy? eod””

Integrera tva ganger:

y=0 V=0=0C (4)
d2

y=d =V =2% 40 (5)
660

Fran andra ekvationen far vi

Vo o pod
o, = 0 _ %
! d 660

Satt in integrationskonstanterna i uttrycket for potentialen:

Po 3 % Pod
Viy) = 2= MUNRYAILS DY
(y) 660dy + ( d 660) 4

Elektriska filtet kan raknas fran E = —VV och blir

oV X Vi d
el (3]
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3. Genom sambanden

x = (R+E{cosu)sinw (6)
y = (R+ &cosu)cosw (7)
z=¢Esinu (8)

dér u, w € [0,27] och € € [0, R) definieras ett toroidalt koordinatsystem
med den konstanta storradien R. En toroidal yta S med storradien R =
4a och lillradien @ = 1 m (se figur) kan beskrivas med koordinaterna
x = a(4+ cosu)sinw, y = a(4 + cosu) cosw och z = asinu.

Bestam normalytintegralen fs F-dS pa ytan S, om vektorfiltet ar givet
av
F=—22+yjy+ 622

Losning:
Gauss sats ger §F -dS = [V -FdV. Divergensen V-F = 6 ar
oberoende av positionen, vilket gor att volymintegralen [V - FdV =
6Viorus- Problemet reduceras alltsa till att berdkna volymen av torusen.

Man kan berdkna volymintegralen genom att forst berakna volymele-
mentet dV = £(4 + £ cosu)dwd{du och sedan berdkna integralen

2w 1 2m
/ V. -VdV = / / / 6£(4 + € cos u)dwdédu = 487 m®
% o Jo Jo

Om man rakar veta att volymen av en torus ar Viprus = 2mRma? kan

man skriva upp direkt Viorus = 872 m?® och svaret 4872 m?3.

4. Pa en cirkelyta med radien a finns en ytkalla med ytkalltdtheten

2
p
7(p) = Loy

dar oy ar konstant. Bestam potentialen fran ytkallan pa cirkelskivans
mittpunktsnormal.

Losning:
Problemets symmetri gor det lampligt att anvanda cylindriska koor-
dinater. Beteckna ortsvektorn for en punkt pa kéllan med r = pé,
och ortsvektorn for punkten vi vill veta potentialen i med r, = 2,2
Ta ett ytelement pa cirkelytan dS = pdpdp. Laddningen pa den ar

Fysik, Chalmers Page 3 Examinator: T Fiilop



Losningsskiss, tentamen FFM234 2021-10-23

dg = 0dS = opdpdp = Zp*dpdp. Avstandet r, —r = 2,2 — pé, och
absolutbeloppet blir |r, —r| = /22 + p?.

Vi tecknar potentialen for en punktkalla

dq oop’dpdy
d == pu—
oxp, 1) Amlry, — x| dma®\/p? + 22

och potentialen fran hela cirkelskivan blir

2 de a
o(x,) // gop dpdp 0o _pdp _ [siitt £ = 7]

4ra? p + 22 2a? NI
2@2/0 m :@ [(a —QZP)\/G2+Z§+QZP|ZP|] .

(9)

5. En oédndligt lang koaxialkabels innerledare har radien a och dess yt-
terledare har innerradien b och ytterradien ¢ (se figur). Strommen /
i innerledaren &r i z-riktningen och i ytterledaren flyter samma strom
i motsatt riktning. Omradet mellan ledarna och utanfor kabeln &r
vakuum.

z

Bestam magnetfaltet mellan ledarna a < p < b och utanfor ledaren p >
¢! (Tips: anvand integralformen av Amperes lag (stationértillstand).)

(10 poing)

Losning:

(a) For a < p < b, ar den inneslutna strommen I sa Amperes lag i

integralform ger att
I

B, =
¢ HOQp
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(b) Utanfor koaxialkabeln (p > ¢) ér den inneslutna stréommen noll
och By = 0.

6. Visa identiteten
Vx(AxB)=(B-V)A—-(V-A) B-—(A-V)B+(V-B)A

med hjalp av indexnotation! (10 podng)

Losning:

0 0
(Vx(AxB));,= Eijk%‘fklmAle = Eijkeklma_Ale

J Lj
0 0
= Ekijeklm%Ale = (6il5jm — 5im5jl)a—Ale
J ]
0 0 0A; 0B 0A,; 0B;
- AiBj — s —A;B; = "B, TA; — =B, — 2L A,
=0z, T 0 T U T By By
GA 04 aBi 0B;
; —IB;— A,— + —LA,
Tox; Oz, 7 B:Bj (%]

—(B-V)A— (V-A)B— (A -V)B+(V-B)A
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