Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Mandagen den 4 januari 2021 klockan 08.30-
12:30, pa distans via zoom.
Hjalpmedel: Alla hjalpmedel tillatna.

Men kom ihag att samarbete aldrig ar tillatet.

Vi kommer att vara extra uppméarksamma pa

plagiarism i inlamnade losningar.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (via zoom).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poéng totalt.
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Gaéller aven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge ldgre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Notation: Om inget annat anges anvands beteckningarna r, 6, ¢ for sfariska
koordinater (dar 6 &r vinkeln fran positiva z-axeln), medan p, ¢, z betecknar
cylindriska koordinater.

Lycka till!
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1. Berakna foljande integraler:

(a) [, 0(x 4 m/2)sin(x)dx

(b) [ 6(—22) cos(z)dx

(¢) [0 &'(2z + ) cos(z)dx, dar & betecknar derivatan av deltafunk-
tionen.

d) [ s F-dS , dar S ar begransningsytan till en sfar med radien a och

mittpunkt i origo samt med normalriktning €,., och vektorfaltet F
- 7:c+ 1 y—fz ?

F _
ges av \r—fac+34“y—zz|3

(10 poing totalt fordelat pa 2 podng vardera for deluppgift a och b samt
3 podng vardera for deluppgift ¢ och d.)

2. Troghetsmatrisen I och rotationsvektorn @ for en stel kropp ger dess
kinetiska rotationsenergi

1
T =-3"1x.
2

Visa att denna kinetiska energi ar en skalar givet att troghetsmatrisen
dr en tensor av rank 2 och rotationsvektorn en tensor av rank 1 (dvs
en vektor). (10 podng)

3. Ett magnetfalt i zy-planet ges av

By
B(r,0) = . 2 (—rsin 6% + r cos 0y),

déar By och a ar positiva konstanter. Bestam ekvationen for den faltlinje
7(7) som startar i punkten 7(7 = 0) = ay.

OBS: (1, 0) &r planpoléra koordinater i xy-planet (dvs € &r vinkeln fran
z-axeln). (10 poding)

4. Paraboliska koordinater uva definieras genom

T = UV CoS @,
Y = uvsin «,
Lo

Z= é(u - Uz)?

dir u > 0, v > 0, 0 < a < 27w. Berakna basvektorerna till detta
koordinatsystem. (10 podng)
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5. En planet med radien R uppvarms av ett radioaktivt material i plan-
etskorpan vars sonderfall avger effekten py per volymsenhet. Det ra-
dioaktiva materialet forekommer enbart fér r > R/2 vilket betyder
att det inte finns nagon varmekélla i planetens inre. Vidare géller att
varmeledningsférmagan ar A for r > R/2 och 3\, for r < R/2 samt att
planetens yta haller temperaturen 0 K. Berdkna den stationira tem-
peraturfordelningen i planeten.

Ledning: Bade temperatur och varmestrém ar kontinuerliga vid r =
R/2. (10 podng)

6. Betrakta fyra olika potentialer som uppfyller Laplaces ekvation inuti
en sfar V' med radie a och med centrum i origo. I samtliga fall galler
ett Dirichlet-randvillkor: ¢(r = a) = ¢og(f, ). Skillnaden &r dock den
explicita formen pa vinkelberoendet pa randen:

(a) 9(0,¢) = cosb,
(b) (6, ) = sind,
(c) g(8,p) = cosfcos g,
(d) g(0,¢) =3cos*0 —1

Visa for vilken eller vilka av dessa fall som variabelseparation med
ansatsen ¢ = f(r)g(0,¢) fungerar bra som lésningsmetod (dér g(6, )
alltsa motsvarar det aktuella randvillkoret) och finn lésningarna for
dessa. Notera att du alltsa inte behover forsoka finna losningarna for
de fall dar variabelseparation inte ar en passande losningsmetod.

(10 poing)
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Tid och plats: Mandagen den 4 januari 2021 klockan 08.30-
12:30, pa distans via zoom.

Hjalpmedel: Alla hjalpmedel tillatna.

Losningsskiss:  Christian Forssén.

Detta ar enbart en skiss av den fullstindiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Berakna foljande integraler:

(a) [~ d(x + m/2)sin(x)dx

(b) [ 6(—2x) cos(x)dx

(¢) [7o 8'(2x + ) cos(x)dx, dar & betecknar derivatan av deltafunk-
tionen.

) J s F-dS , dar S ar begransningsytan till en sfar med radien a och

mittpunkt i origo Samt med normalriktning €,, och vektorfaltet F
— 711—&— i y— 4 ?

esav Fl= —2—4- 4
&) |F—ga43a5—923°

(10 podng totalt fordelat pa 2 poding vardera for deluppgift a och b samt
3 podng vardera for deluppgift ¢ och d.)

Losning:

) I = [y 6(x + m/2)sin(z)dz = 0 ty © +7/2 = 0 i punkten = =
—m/2 som ligger utanfor integrationsintervallet.

(b) I, = [ 6(—2x) cos(x)dx = 5 dar vi gjort variabelsubstitutionen
y = —QZU som ger
Iy =25 [~ 0y) cos (=5) dy = 5 J72, 8(y) cos (=) dy.

(c) I = [0 6" (2x + m) cos(z)dz = 5 [7°_28'(y)cos (4 — %) dy efter

Z

0
variabelsubstitution (notera att d/ dr = 2d/ dy).
tegration fér vi sedan

= — [7_6d(y)cos’ (¥ — 2) dy = 5sin(—7/2) = —1 dar vi noterar

att cos’ (2 — E) = —1sin(4-1).
(d) I = [ F.dS = 47. Filtet motsvarar faltet fran en punktkilla
med styrkan 47 belagen i punkten To = 51— —y—l— z. Vi anvander
Gauss sats och far I; = [, V- FdV = fv 4§ (F — 7)dV = 4n

eftersom punkten 7 ligger pa avstandet /14/16a fran origo, och
darmed innanfoér begransningsytan S = 9V

ed partiell in-
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2. Troghetsmatrisen I och rotationsvektorn & for en stel kropp ger dess
kinetiska rotationsenergi

1
T=-&"1%.
2

Visa att denna kinetiska energi ar en skalar givet att troghetsmatrisen
ar en tensor av rank 2 och rotationsvektorn en tensor av rank 1 (dvs
en vektor). (10 poding)

Losning:
Skriv sambandet med indexnotation:

Betrakta transformationen till ett annat koordinatsystem x; = L;;z;
och utnyttja tensorernas transformationsegenskaper for att teckna 7" i
det nya systemet

1 1
T/ = 511/](4};&); = §Liijl]leimmejnwn‘
Transformationsmatriserna har egenskapen L Lj,, = Om (och analogt
leLjn = 5ln) sa att

1
T/ = §Iklwkwl = T,

vilket visar att T" ar en skalar.

3. Ett magnetfalt i zy-planet ges av
= By A N
B(r,0) = —(—rsin0x + r cos 0y),
a

déar By och a ér positiva konstanter. Bestam ekvationen for den faltlinje
7(7) som startar i punkten 7(7 = 0) = ay.

OBS: (1, 0) &r planpoléra koordinater i xy-planet (dvs € &r vinkeln fran
x-axeln).

(10 poding)
Losning:
Féltlinjens ekvation ges av di'/dr = C'B. Vi kan antingen arbeta med
Cartesiska koordinater och inse att B = %(—yﬁc + xy), eller skriva i

planpolara koordinater B= %ré. Det sistndmnda ger (med C' = a/By;
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glom inte skalfaktorn i dr = dreé, + rdféy)

dr
=0
dr 7
do
r—=r
dr
med losningen r(7) = konstant, #(7) = 7 + konstant. Den sokta

faltlinjen ges av r(7) = a och (1) = 7 + /2 med kurvparametern
7 > 0 och startpunkt da 7 = 0.

Alternativt i Cartesiska koordinater fas ekvationerna

@
dr
dy
dr

med 16sningar x(7) = C cos(T + «) och y(7) = C'sin(7 + «). Den sokta
faltlinjen fas med C' = a och o = 7/2.

4. Paraboliska koordinater uva definieras genom

T = UV Cos «,
Y = uvsin q,
Loy
z = =(u" —v7),
S = 0?)
dir u > 0, v > 0, 0 < a < 27. Beridkna basvektorerna till detta koor-
dinatsystem. (10 podng)
Losning:
Berdknas enklast genom tangentvektorerna 07/0u, 0r/dv, 0r/da. Glém
inte normaliseringen.

1
by = ——= (vcosax + vsinay + uz),
/u2_|_v2
1
/U2+’U2

éo = (—sinax + cosay) .

€y = (ucosax + usinay — vz),

Notera for é, att normaliseringen |uv| = uv da bade u och v &r positiva,
reella tal.
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5. En planet med radien R uppvarms av ett radioaktivt material i plan-
etskorpan vars sonderfall avger effekten py per volymsenhet. Det ra-
dioaktiva materialet forekommer enbart fér r > R/2 vilket betyder
att det inte finns nagon varmekélla i planetens inre. Vidare géller att
varmeledningsférmagan ar A for r > R/2 och 3\, for r < R/2 samt att
planetens yta haller temperaturen 0 K. Berdkna den stationira tem-
peraturfordelningen i planeten.

Ledning: Bade temperatur och varmestrém ar kontinuerliga vid r =
R/2. (10 podng)

Losning:
Temperaturfiltet T = T'(r) pga rotationssymmetri. Vi har Laplaces
ekvation for r < R/2 med losningen T(r) = Cr~' + D och kon-
staterar att C' = 0 eftersom vi inte har nagon punktkélla i » = 0.
Detta innebédr att temperaturen T(R_/2) = D samt varmestrommen
J(R_/2) = =3\ %—f = 0 pa insidan av gransytan.

P
Vi har Poissons ekvation for » > R/2 och finner 16sningen 7'(r) =
—GPTOOT2 + Ar~! 4+ B, dir vi ocksd noterar att vi inte har nagon term
som blir singular i omradet.

Matchning med randvillkoren (kontinuitet fér bade 7" samt ¢ vid r =

3 2 2
R/2 samt T(R) = 0) ger A = _GPTOORT’ B = 5’700% samt D = (fTOORT'
Detta ger 10sningen

SRS

2
Lokt r<
T(?‘) _ 129 —
pR? (5 1R 2
6o

dar vi konstaterar att [pg/A] = Wm™3/ (WK 'm™!) = Km™2 sa att
dimensionen stammer.

6. Betrakta fyra olika potentialer som uppfyller Laplaces ekvation inuti
en sfar V' med radie a och med centrum i origo. I samtliga fall galler

ett Dirichlet-randvillkor: ¢(r = a) = ¢og(0, ¢). Skillnaden ar dock den
explicita formen pa vinkelberoendet pa randen:

(a) g(0,¢) = cos¥,
(b) g(6,¢) = sind,
(c) g(8,p) = cosfcos g,
(d) g(0,¢) =3cos*0 —1

Visa for vilken eller vilka av dessa fall som variabelseparation med
ansatsen ¢ = f(r)g(0,¢) fungerar bra som lésningsmetod (dar g(6, )
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alltsa motsvarar det aktuella randvillkoret) och finn l6sningarna for
dessa. Notera att du alltsa inte behover forsoka finna 16sningarna for
de fall dér variabelseparation inte &r en passande lésningsmetod. (10

podng)
Losning:
Laplaces ekvation i sfariska koordinater med ansatsen ¢ = f(r)g(6, )
kan skrivas

Lo, (21 ) 906.9) + L 8ag(6.),

dar ] ]

Ngy, = m@g(sin 00y) + m@z.
ar vinkeldelen av Laplaceoperatorn. Det &r enbart fall (a) och (d)
som gar att 16sa med variabelseparation eftersom ¢(f, ) i dessa fall ar
en egenfunktion till Ag,. Nérmare bestamt finner vi att Ag,cost =
—2cos 6 samt att Agy,(3cos? @ —1) = —6(3cos? § — 1), dvs egenvirdena
ar —2 respektive —6.

Med ansatsen f(r) = ArP, och insikten att negativa exponenter motsvarar
singuléra falt som inte kan vara losningar givet att omradet ar kallfritt,
finner vi att

(2) 6 = G0t cost,
(b) g(0,¢) = sin@ é&r ingen egenfunktion, foljdaktligen kan vi inte
anvanda variabelseparation.

(c) g(f,p) = cosBcosp éar ingen egenfunktion, foljdaktligen kan vi
inte anvanda variabelseparation.

(d) ¢ = ¢o’s (3cos? —1).
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