Tentamen — Vektorfdlt och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Lordagen den 24 oktober 2020 klockan 08.30-

12:30, pa distans via zoom.

Hjalpmedel: Alla hjalpmedel tillatna.

Men kom ihag att samarbete aldrig ar tillatet.
Vi kommer att vara extra uppmaéarksamma pa
plagiarism i inlamnade losningar.

Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (via zoom).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poéang totalt.
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Galler aven mindre brister i presen-
tationen.

Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge ldgre poéngavdrag om orimligheten pekas ut.
Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

Aven skisserade 16sningar kan ge delpoang.

Notation: Om inget annat anges anvands beteckningarna r, 6, ¢ for sfariska
koordinater (dér € &r vinkeln fran positiva z-axeln), medan p, ¢, z betecknar
cylindriska koordinater.

Lycka till!

1.

Betrakta en kubisk volym (sidlangd a) inuti vilken det finns en vérme-
killa s = a,r® (notera att [s] = Wm™2). Material 4r homogent
med varmeledningsformaga A. Randvillkoren ar sadana att de tillater
en stationérlosning att uppnas. Anvand Gauss sats for att berdkna
varmeflodet ut ur volymen nér temperaturfaltet dr tidsoberoende.

(10 poing)
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2. Anvénd indexnotation for att visa foljande likheter

(a) V-7=3
(b) VX7=0
(c) Vr =7

dér 7 ar ortsvektorn och 7 motsvarande enhetsvektor.
(3 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)
(bevis utan indexnotation kan ocksa ge poéng, dock maximalt 4 poéng).

3. Vad ar vérdet av integralen fs F-dS , dar S ar en sfar med radien a

och mittpunkt i origo, och vektorfaltet F ges av

— F—FO |Z|A
=47 =3 T0—Z,
|7 — 7o[3 a

dar 7y = §(2 — g + 2)7 (10 podng)
4. Tvarsnittsfiguren nedan visar faltlinjerna for en vektorpotential A.

(a) Vilken av f6ljande vektorpotentialer skulle kunna motsvara faltlinjerna
i figuren?

(b) Berédkna vektorféltet som erhalls fran den vektorpotential som du
har valt i deluppgift (a) och hérled uttryck for dess féltlinjer.

(c) Rita specifikt den féltlinje fran uppgift (b) som startar i punkten
(‘T07 Yo, ZO) - (07 17 2)

(10 poing)
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5. Potentialen fran en punktdipol ges av

Betrakta dipolen ji = puz. Berdkna motsvarande kraftfalt F (7) och
berakna de tre ytintegralerna
/ F-dS
S;

for ytorna S; € {S,,5,,5.} som motsvarar tre olika halvsfarer vilka
definieras av S;: 22 +y* + 22 = R* for ¢ > 0 (for i = x), y > 0 (for
i=y),z>0 (for i = 2).

(Notera att det finns ett tryckfel i foreldsningsanteckningarna och i
kursboken nér det géller uttrycket for vektorfiltet fran en dipol.)

(10 poing)

6. Betrakta Laplaces ekvation for potentialen ¢ inuti en volym V. Voly-
mens inre begransningsyta ar en oandligt lang cylinder med radie ag
och dess yttre begriansningsyta dr en annan oandligt lang cylinder med
radie a;. De tva cylindrarna har samma symmetriaxel. Vi har tva
Dirichlet-randvillkor: ¢(p = ag) = ¢ samt ¢(p = a1) = ¢y cos(2yp).
Finn 16sningen ¢(7).

(10 poing)

Fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén



Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Lordagen den 24 oktober 2020 klockan 08.30-
12:30, pa distans via zoom.

Hjalpmedel: Alla hjalpmedel tillatna.

Losningsskiss:  Christian Forssén.

Detta ar enbart en skiss av den fullstindiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Betrakta en kubisk volym (sidlangd a) inuti vilken det finns en virme-
killa s = a,r? (notera att [s] = Wm™). Material 4r homogent
med varmeledningsformaga . Randvillkoren ar sadana att de tillater
en stationérlosning att uppnas. Anvand Gauss sats for att berdkna
varmeflodet ut ur volymen nar temperaturfiltet ar tidsoberoende.

(10 poing)

Losning:

Vi vill berdkna §,., 7 ds = I V - @dV enligt Gauss sats.

Vi har att V- § = —AAT. Vid stationarlosningen géller AT =
—s/A.

Aterstar att beriakna

2 2 2 2 23]"? a’
as(x® +y° + 2%)drdydz = 3asa” | — = q,—,
v 3 4

—a/2

dar vi utnyttjar att vi far tre likvardiga termer.

Enheten stammer eftersom [a]] = Wm ™ sa att svaret far enheten
W.

2. Anvand indexnotation for att visa foljande likheter

dar 7 ar ortsvektorn och 7 motsvarande enhetsvektor.
(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)
(bevis utan indexnotation kan ocksa ge podng, dock maximalt 4 podng).

Losning:
Notera att ortsvektorn 7" har komponenterna x;.
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—

(b) V X 7= €ij0jx, = 0, eftersom €, = 0 om j = k medan d;z; =0
om j # k.

(c) Vr = 9, (:cj:cj)l/Q = %(xkxk)_l/g 0; (xjx;). Enligt kedjeregeln ar
0; (vjz;) = 2x,;0;x; = 2x;0;; = 2x;. Slutligen far vi déarfor Vr =
i (zpy,) 2 vilket vi identifierar med 7/r = 7.

3. Vad ar vardet av integralen fs F.dS , dar S &r en sfar med radien a
och mittpunkt i origo, och vektorfaltet F ges av

F= q% Mi,
|7 — 73 a

dar 7o = §(2 — g + 2)? (10 podng)

Losning:

e Den forsta termen motsvarar en punktkalla med laddning 4mq i
punkten 7y pa avstandet ro = %\/§ < a. Den ar alltsa innanfor
sfaren och kommer att ge bidraget 4mq till integralen.

e Den andra termen ar symmetrisk runt z-axeln och har alltid en
positiv z-komponent. Detta ger att dess flode genom ytan &r lika
stort negativt pa den undre halvsfaren som positivt pa den Ovre.
Summan blir noll.

e Alternativt kan man anvanda Gauss sats pa den andra termen
och konstatera att

- of 1 z>0
¥ Gl =2{ 1 12

vilket gor att volymsintegralen blir noll.

e Den totala ytintegralen blir alltsa fs F.dS = 4Amq.

4. Tvarsnittsfiguren nedan visar faltlinjerna for en vektorpotential A.

(a) Vilken av foljande vektorpotentialer skulle kunna motsvara faltlinjerna

i figuren?

(i) A =a2% + 22y + y*2

Fysik, Chalmers Page 2 Examinator: C. Forssén
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(b) Berékna vektorféltet som erhalls fran den vektorpotential som du
har valt i deluppgift (a) och hérled uttryck for dess faltlinjer.

(c) Rita specifikt den féltlinje fran uppgift (b) som startar i punkten
(ZL'(), Yo, ZO) - (07 17 2)

(10 poing)

Losning:

(a) Figuren motsvarar falt (i): A = 22% + 22y + y?2, vilket vi t.ex.
ser genom det faktum att ingen av y- och z-komponenterna ar
konstant, att de alltid ar positiva, att y-komponenten ar noll langs
2z =0, samt att A, = A, day==z.

(b) F=V x A= (2y — 22)%. Filtlinjer 7(1) = (z(7), y(7), 2(7)) fas

fran

v _ .
dT_y ’
dy

ar =
dz

0
dr ’

dér de tva sista direkt ger y(7) = yo och z(7) = z, vilket i sin tur
ger z(7) = (yo — 20)T + o.

(c) Det efterfragade féltlinjen visas enklast i xy-planet vid z = zy =
2(!). Den startar (7 = 0) i punkten (xq,yo) = (0, 1) och gar sedan
rakt at vanster i negativ z-led.

Fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén
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5. Potentialen fran en punktdipol ges av

Betrakta dipolen ji = pi. Berikna motsvarande kraftfalt F(7) och
berakna de tre ytintegralerna

/ﬁ-d§
Si

for ytorna S; € {S,,S5,,5.} som motsvarar tre olika halvsfirer vilka
definieras av S;: 22 +y? + 22 = R? for x > 0 (for i = z), y > 0 (for
i=y),z>0 (for i = 2).

(Notera att det finns ett tryckfel i foreldsningsanteckningarna och i
kursboken nér det géller uttrycket for vektorfaltet fran en dipol.)

(10 poing)

Losning:

e Vi gor koordinatbytet © — 2/, y — 2/, z — ¢/ sa att vi kan skriva
o= “Afljff . Lat oss i det foljande lata bli att skriva med prim pa
koordinaterna r'6'y’.

o Kraftfaltet blir

= = [(—2cosf),  (—sind),
F=-Vp= e 3 e, + 3 €
= 4:7’3 [2 cos Bé, + sin fey)

e Vi borjar med integralen 6ver S, = S... Ytelementet ar ds =
&, R?*sinfdfdyp. Vi kan direkt utfora integralen [ dyp = 27 och vi
far

/2 w/2

LS , | cos26 0
F.dS==+ = |- = —

/SI S R/o cos 0 sin 8d0 7 [ 1 L o7

e Notera att faltet dr antisymmetriskt runt ¢ = 0 och 2’ = 0 planen
(cos(m/2 — o) = —cos(m/2 + «)). Detta gor att bade

/ﬁ.dgz/ F.ds—o.
Sy SZ
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6. Betrakta Laplaces ekvation for potentialen ¢ inuti en volym V. Voly-
mens inre begransningsyta ar en oandligt lang cylinder med radie ag
och dess yttre begransningsyta ar en annan oandligt lang cylinder med
radie a;. De tva cylindrarna har samma symmetriaxel. Vi har tva
Dirichlet-randvillkor: ¢(p = ag) = ¢ samt ¢(p = a1) = ¢y cos(2yp).
Finn 16sningen ¢(7).

(10 poing)

Losning:

e Gor ansatsen ¢ = f(p)+g(p) cos(2¢) da vi noterar att det inte kan
finnas nagot z-beroende och att bada termernas vinkelberoende &r
egenfunktioner till Laplacianens vinkeldel.

e Denna separabla ansats uppfyller randvillkoren om f(ag) = ¢q (i),
fla1) =0 (ii), g(ao) = 0 (iii), g(a1) = ¢1 (iv).

e Laplace ekvation for den forsta termen ger 16sningen

f(p) = Cln(p/ar) + D,

dar vi har omdefinierat integrationskonstanten D sa att vi far
ndmnaren a; i logaritmen (blir enklare uttryck). Randvillkor (ii)

ger da att D = 0 medan villkor (i) ger att C' = m(a(i%

e Laplaces ekvation pa den andra termen, med ansatsen g(p) = Ap?
ger den karakteristiska ekvationen p*—4 = 0 och darmed losningen

g9(p) = Ap® + Bp™>.

Notera gérna att p = 0 inte &r med i volymen. Randvillkor (iii)
ger A= —B/a$ och darmed ger (iv) att ¢; = — % (a—i - )
1

a9
e Sammantaget, och med lite omskrivningar, blir

2

. Inp—1Ina a ad
¢(7) = ¢ i L — (p2 - p_g) cos(2¢p).

Inay —Inay aj — ag

Vi kan notera att termerna har dimensionerna [¢g] respektive [¢1]
vilket lar stamma.
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