
Tentamen – Vektorfält och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Lördagen den 24 oktober 2020 klockan 08.30-
12:30, p̊a distans via zoom.

Hjälpmedel: Alla hjälpmedel till̊atna.
Men kom ih̊ag att samarbete aldrig är till̊atet.
Vi kommer att vara extra uppmärksamma p̊a
plagiarism i inlämnade lösningar.

Examinator: Christian Forssén (031–772 3261).
Jourhavande lärare: Christian Forssén (via zoom).

Tentamen best̊ar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poäng totalt.
För att bli godkänd med betyg 3 krävs 24 poäng, för betyg 4 krävs 36 poäng
och för betyg 5 krävs 48 poäng.

Rättningsprinciper: Alla svar skall motiveras, införda storheter förklaras
liksom val av metoder. Lösningarna förväntas vara välstrukturerade och
begripligt presenterade. Erh̊allna svar skall, om möjligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrättning gäller
följande allmänna principer:

• För full (10) poäng krävs fullständigt korrekt lösning.

• Mindre fel ger 1–3 poängs avdrag. Gäller även mindre brister i presen-
tationen.

• Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge lägre poängavdrag om orimligheten pekas ut.

• Lösningar som inte g̊ar att följa (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, sv̊arläst, etc) renderar poängavdrag även om svaret verkar
vara korrekt.

• Allvarliga principiella fel ger fullt poängavdrag.

• Även skisserade lösningar kan ge delpoäng.

Notation: Om inget annat anges används beteckningarna r, θ, ϕ för sfäriska
koordinater (där θ är vinkeln fr̊an positiva z-axeln), medan ρ, ϕ, z betecknar
cylindriska koordinater.

Lycka till!

1. Betrakta en kubisk volym (sidlängd a) inuti vilken det finns en värme-
källa s = αsr

2 (notera att [s] = Wm−3). Material är homogent
med värmeledningsförm̊aga λ. Randvillkoren är s̊adana att de till̊ater
en stationärlösning att uppn̊as. Använd Gauss sats för att beräkna
värmeflödet ut ur volymen när temperaturfältet är tidsoberoende.
(10 poäng)
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2. Använd indexnotation för att visa följande likheter

(a) ~∇ · ~r = 3

(b) ~∇× ~r = 0

(c) ~∇r = r̂

där ~r är ortsvektorn och r̂ motsvarande enhetsvektor.
(3 poäng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poäng för alla tre.)
(bevis utan indexnotation kan ocks̊a ge poäng, dock maximalt 4 poäng).

3. Vad är värdet av integralen
∮
S
~F · d~S, där S är en sfär med radien a

och mittpunkt i origo, och vektorfältet ~F ges av

~F = q
~r − ~r0
|~r − ~r0|3

+ σ
|z|
a
ẑ,

där ~r0 = a
2
(x̂− ŷ + ẑ)? (10 poäng)

4. Tvärsnittsfiguren nedan visar fältlinjerna för en vektorpotential ~A.

(a) Vilken av följande vektorpotentialer skulle kunna motsvara fältlinjerna
i figuren?

(i) ~A = x2x̂ + z2ŷ + y2ẑ

(ii) ~A = y2x̂ + x2ŷ + z2ẑ

(iii) ~A = z2x̂ + y2ŷ + z2ẑ

(b) Beräkna vektorfältet som erh̊alls fr̊an den vektorpotential som du
har valt i deluppgift (a) och härled uttryck för dess fältlinjer.

(c) Rita specifikt den fältlinje fr̊an uppgift (b) som startar i punkten
(x0, y0, z0) = (0, 1, 2).

(10 poäng)
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5. Potentialen fr̊an en punktdipol ges av

φ(~r) =
~µ · ~r
4πr3

Betrakta dipolen ~µ = µx̂. Beräkna motsvarande kraftfält ~F (~r) och
beräkna de tre ytintegralerna ∫

Si

~F · d~S

för ytorna Si ∈ {Sx, Sy, Sz} som motsvarar tre olika halvsfärer vilka
definieras av Si: x

2 + y2 + z2 = R2 för x > 0 (för i = x), y > 0 (för
i = y), z > 0 (för i = z).
(Notera att det finns ett tryckfel i föreläsningsanteckningarna och i
kursboken när det gäller uttrycket för vektorfältet fr̊an en dipol.)
(10 poäng)

6. Betrakta Laplaces ekvation för potentialen φ inuti en volym V . Voly-
mens inre begränsningsyta är en oändligt l̊ang cylinder med radie a0
och dess yttre begränsningsyta är en annan oändligt l̊ang cylinder med
radie a1. De tv̊a cylindrarna har samma symmetriaxel. Vi har tv̊a
Dirichlet-randvillkor: φ(ρ = a0) = φ0 samt φ(ρ = a1) = φ1 cos(2ϕ).
Finn lösningen φ(~r).
(10 poäng)
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Tid och plats: Lördagen den 24 oktober 2020 klockan 08.30-
12:30, p̊a distans via zoom.

Hjälpmedel: Alla hjälpmedel till̊atna.
Lösningsskiss: Christian Forssén.

Detta är enbart en skiss av den fullständiga lösningen. Det kan innebära
att vissa mellansteg i uträkningarna, som egentligen är nödvändiga för en
komplett lösning, inte redovisas.

1. Betrakta en kubisk volym (sidlängd a) inuti vilken det finns en värme-
källa s = αsr

2 (notera att [s] = Wm−3). Material är homogent
med värmeledningsförm̊aga λ. Randvillkoren är s̊adana att de till̊ater
en stationärlösning att uppn̊as. Använd Gauss sats för att beräkna
värmeflödet ut ur volymen när temperaturfältet är tidsoberoende.
(10 poäng)

Lösning:

• Vi vill beräkna
∮
∂V
~q · d~S =

∫
V
~∇ · ~qdV enligt Gauss sats.

• Vi har att ~∇ · ~q = −λ∆T . Vid stationärlösningen gäller ∆T =
−s/λ.

• Återst̊ar att beräkna∫
V

αs(x
2 + y2 + z2)dxdydz = 3αsa

2

[
x3

3

]a/2
−a/2

= αs
a5

4
,

där vi utnyttjar att vi f̊ar tre likvärdiga termer.

• Enheten stämmer eftersom [αs] = Wm−5 s̊a att svaret f̊ar enheten
W.

2. Använd indexnotation för att visa följande likheter

(a) ~∇ · ~r = 3

(b) ~∇× ~r = 0

(c) ~∇r = r̂

där ~r är ortsvektorn och r̂ motsvarande enhetsvektor.
(3 poäng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poäng för alla tre.)
(bevis utan indexnotation kan ocks̊a ge poäng, dock maximalt 4 poäng).

Lösning:
Notera att ortsvektorn ~r har komponenterna xi.
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(a) ~∇ · ~r = ∂ixi = 3.

(b) ~∇× ~r = εijk∂jxk = 0, eftersom εijk = 0 om j = k medan ∂jxk = 0
om j 6= k.

(c) ~∇r = ∂i (xjxj)
1/2 = 1

2
(xkxk)

−1/2 ∂i (xjxj). Enligt kedjeregeln är

∂i (xjxj) = 2xj∂ixj = 2xjδij = 2xi. Slutligen f̊ar vi därför ~∇r =

xi (xkxk)
−1/2 vilket vi identifierar med ~r/r = r̂.

3. Vad är värdet av integralen
∮
S
~F · d~S, där S är en sfär med radien a

och mittpunkt i origo, och vektorfältet ~F ges av

~F = q
~r − ~r0

|~r − ~r0|3
+ σ
|z|
a
ẑ,

där ~r0 = a
2
(x̂− ŷ + ẑ)? (10 poäng)

Lösning:

• Den första termen motsvarar en punktkälla med laddning 4πq i
punkten ~r0 p̊a avst̊andet r0 = a

2

√
3 < a. Den är allts̊a innanför

sfären och kommer att ge bidraget 4πq till integralen.

• Den andra termen är symmetrisk runt z-axeln och har alltid en
positiv z-komponent. Detta ger att dess flöde genom ytan är lika
stort negativt p̊a den undre halvsfären som positivt p̊a den övre.
Summan blir noll.

• Alternativt kan man använda Gauss sats p̊a den andra termen
och konstatera att

~∇ · (σ|z|/a) =
σ

a

{
1 z ≥ 0
−1 z ≤ 0,

vilket gör att volymsintegralen blir noll.

• Den totala ytintegralen blir allts̊a
∮
S
~F · d~S = 4πq.

4. Tvärsnittsfiguren nedan visar fältlinjerna för en vektorpotential ~A.

(a) Vilken av följande vektorpotentialer skulle kunna motsvara fältlinjerna
i figuren?

(i) ~A = x2x̂ + z2ŷ + y2ẑ
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Lösningsskiss, tentamen FFM234 2020-10-24

(ii) ~A = y2x̂ + x2ŷ + z2ẑ

(iii) ~A = z2x̂ + y2ŷ + z2ẑ

(b) Beräkna vektorfältet som erh̊alls fr̊an den vektorpotential som du
har valt i deluppgift (a) och härled uttryck för dess fältlinjer.

(c) Rita specifikt den fältlinje fr̊an uppgift (b) som startar i punkten
(x0, y0, z0) = (0, 1, 2).

(10 poäng)

Lösning:

(a) Figuren motsvarar fält (i): ~A = x2x̂ + z2ŷ + y2ẑ, vilket vi t.ex.
ser genom det faktum att ingen av y- och z-komponenterna är
konstant, att de alltid är positiva, att y-komponenten är noll längs
z = 0, samt att Ay = Az d̊a y = z.

(b) ~F = ~∇ × ~A = (2y − 2z)x̂. Fältlinjer ~r(τ) = (x(τ), y(τ), z(τ)) f̊as
fr̊an

dx

dτ
= y − z,

dy

dτ
= 0,

dz

dτ
= 0,

där de tv̊a sista direkt ger y(τ) = y0 och z(τ) = z0, vilket i sin tur
ger x(τ) = (y0 − z0)τ + x0.

(c) Det efterfr̊agade fältlinjen visas enklast i xy-planet vid z = z0 =
2(!). Den startar (τ = 0) i punkten (x0, y0) = (0, 1) och g̊ar sedan
rakt åt vänster i negativ x-led.
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5. Potentialen fr̊an en punktdipol ges av

φ(~r) =
~µ · ~r
4πr3

Betrakta dipolen ~µ = µx̂. Beräkna motsvarande kraftfält ~F (~r) och
beräkna de tre ytintegralerna ∫

Si

~F · d~S

för ytorna Si ∈ {Sx, Sy, Sz} som motsvarar tre olika halvsfärer vilka
definieras av Si: x

2 + y2 + z2 = R2 för x > 0 (för i = x), y > 0 (för
i = y), z > 0 (för i = z).
(Notera att det finns ett tryckfel i föreläsningsanteckningarna och i
kursboken när det gäller uttrycket för vektorfältet fr̊an en dipol.)
(10 poäng)

Lösning:

• Vi gör koordinatbytet x→ z′, y → x′, z → y′ s̊a att vi kan skriva
φ = µ cos θ′

4ır′2
. L̊at oss i det följande l̊ata bli att skriva med prim p̊a

koordinaterna r′θ′ϕ′.

• Kraftfältet blir

~F = −~∇ρ = − µ

4π

[
(−2 cos θ)

r3
êr +

(− sin θ)

r3
êθ

]
=

µ

4πr3
[2 cos θêr + sin θêθ]

• Vi börjar med integralen över Sx = Sz′ . Ytelementet är d~S =
êrR

2 sin θdθdϕ. Vi kan direkt utföra integralen
∫
dϕ = 2π och vi

f̊ar ∫
Sx

~F · d~S =
µ

R

∫ π/2

0

cos θ sin θdθ =
µ

R

[
−cos2θ

4

]π/2
0

=
µ

2R

• Notera att fältet är antisymmetriskt runt y′ = 0 och x′ = 0 planen
(cos(π/2− α) = − cos(π/2 + α)). Detta gör att b̊ade∫

Sy

~F · d~S =

∫
Sz

~F · d~S = 0.
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6. Betrakta Laplaces ekvation för potentialen φ inuti en volym V . Voly-
mens inre begränsningsyta är en oändligt l̊ang cylinder med radie a0

och dess yttre begränsningsyta är en annan oändligt l̊ang cylinder med
radie a1. De tv̊a cylindrarna har samma symmetriaxel. Vi har tv̊a
Dirichlet-randvillkor: φ(ρ = a0) = φ0 samt φ(ρ = a1) = φ1 cos(2ϕ).
Finn lösningen φ(~r).
(10 poäng)

Lösning:

• Gör ansatsen φ = f(ρ)+g(ρ) cos(2ϕ) d̊a vi noterar att det inte kan
finnas n̊agot z-beroende och att b̊ada termernas vinkelberoende är
egenfunktioner till Laplacianens vinkeldel.

• Denna separabla ansats uppfyller randvillkoren om f(a0) = φ0 (i),
f(a1) = 0 (ii), g(a0) = 0 (iii), g(a1) = φ1 (iv).

• Laplace ekvation för den första termen ger lösningen

f(ρ) = C ln(ρ/a1) +D,

där vi har omdefinierat integrationskonstanten D s̊a att vi f̊ar
nämnaren a1 i logaritmen (blir enklare uttryck). Randvillkor (ii)
ger d̊a att D = 0 medan villkor (i) ger att C = φ0

ln(a0/a1)
.

• Laplaces ekvation p̊a den andra termen, med ansatsen g(ρ) = Aρp

ger den karakteristiska ekvationen p2−4 = 0 och därmed lösningen

g(ρ) = Aρ2 +Bρ−2.

Notera gärna att ρ = 0 inte är med i volymen. Randvillkor (iii)

ger A = −B/a4
0 och därmed ger (iv) att φ1 = − B

a21

(
a41
a40
− 1
)

.

• Sammantaget, och med lite omskrivningar, blir

φ(~r) = φ0
ln ρ− ln a1

ln a0 − ln a1

+ φ1
a2

1

a4
1 − a4

0

(
ρ2 − a4

0

ρ2

)
cos(2ϕ).

Vi kan notera att termerna har dimensionerna [φ0] respektive [φ1]
vilket lär stämma.
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