Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Mandagen den 17 augusti 2020 klockan 14.00-
18.00, pa distans via zoom.

Hjalpmedel: Alla hjalpmedel tillatna.

Losningsskiss:  Christian Forssén.

Detta ar enbart en skiss av den fullstindiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Ett vektorfalt ges i sfariska koordinater av
A(F) = A, + Ae,,

dvs vi vet att Ay = 0. For respektive deluppgift nedan, ge ett exempel
pa komponenter (A,, A,) som inte bigge &r noll och som medfor att

(a) Faltet ar bade konservativt och virvelfritt;

(b) Faltet ar virvelfritt, men har en konstant kélltathet p(7) = 1;

(c) Féltet ar konservativt, men har 6verallt en nollskild virveltéthet;
utanfor » = 0. Ange om féltet ar singuldrt nagonstans och skissa

faltlinjer for all tre fallen. (3 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10
podng for alla tre.)

Losning: Teckna uttryck for
divergens och rotation i kroklinjiga koordinater. Falt med de onskade
egenskaperna kan konstrueras med enbart A, # 0. Exempelvis:

(a) A, = 0, A, = . Faltlinjerna pekar radiellt utat och féltet &r
singulart i » = 0. Detta falt ar aven divergensfritt, vilket inte
explicit efterfragades i uppgiften.

(b) A, =0, A, = £. Faltlinjerna pekar radiellt utat. Féltet ar e

singulart.

(c) Gar ej eftersom eftersom konservativa falt har VxA=0.

2. Ett vektorfilt F har potentialen
b= 1—12<y—24+$4>—§ om |z] <1
0 om |z| > 1

Genom vilken sluten yta S ar flodet av vektorfaltet maximalt positivt?
Berékna detta maximala positiva fléde. (10 podng)

Losning:
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e Anvand Gauss sats for att visa att flodesintegralen kan skrivas
som [i,(—A¢)dV, dér den s6kta ytan &r rand till volymen V.

e Integranden blir 1 — (2% + y?/2), for |z| < 1, vilket betyder att
flodesbidraget blir negativt utanfor den elliptiska cylindern x? +
y?/2 = 1 (dvs Kkélltdtheten blir negativ).

e Flodet kommer inte att paverkas genom att forlanga den elliptiska
cylindern i z-led bortanfor |z| > 1 sa vi véljer dessa ytor som topp
och botten.

e Integralen blir V2.

3. Betrakta foljande vektorfalt i cylindriska koordinater

2
+1. .
P €, + erp.

A(F) =

Berakna storleken av linjeintegralen f/\/f - dr dar A ar en ellips som
ligger i xy-planet, med centrum i origo, storradie a langs y-axeln samt
lillradie b langs x-axeln. I vilken riktning skall kurvan vara definierad
for att integralen skall vara negativ? (10 podng)

Losning:

e Filtet kan skrivas som en summa av tre termer dar den ena iden-
tifieras som en virveltrad med styrkan 27 i positiv z-led. For att
fa en negativ linjeintegral testar vi darmed att genomlopa kurvan
medurs (negativ z-led) vilket ger att denna term bidrar med —27..

e Termen p?p, kommer att ge noll bidrag pga symmetrin.

e Anvindande av Stokes sats, alternativt kurvparametrisering 7(¢) =
b cos X + asin gy, ger den tredje termens bidrag till —ab2m.

e Med kurvan genomlépt medurs (negativ z-led) far vi att [ =
—27(1 + ab).

4. Finn temperaturféltet 7'(7) 1 ett sfariskt skal (R; < r < Ry) i avsak-
nad av varmekallor. Temperaturen ar konstant vid den inre randen
T(r = R;) = T medan Newtons avkylningslag géller vid den yttre
randen. Det innebar att normalkomponenten av varmestrommen ar
proportionell mot temperaturskillnaden T'(r = Ry) — T3, dar Ty dr om-
givningens temperatur. Kontrollera att varme flodar i den riktning som
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man kan forvanta sig. Ledning: infor sjalv eventuella konstanter som
behovs. (10 podng)

Losning:

e Avsaknad av varmekallor gor att vi skall 16sa Laplaces ekvation
AT = 0. Probelemts symmetri gor att vi kan ansétta enbart
radiellt beroende T' = T'(r).

e Integrera Laplaces ekvation i sfariska koordinater vilket ger 16sningen
T(r) = c¢1 + cor~! (och notera att vi inte har nagon singularitet i
vart omrade).

e Virmestrommen ges av § = —AVT = —\T"(r)é,.
e Det inre randvillkoret &r ett Dirichlet-RV T'(r = R;) = T;, medan
det yttre ar ett Neumann-RV:
& - ql,_p, = —AT'(Ry) = —a (T — T(Ry)),
dér vi har infort en positiv konstant o och utformat villkoret sa
att viarme strommar fran varmt till kallt.
e Randvillkoren ger slutligen integrationskonstanterna och vi finner

o T, —T 11
T(r) =T 21 S ——
(r) =T+ N (aR2) +1/R, — 1/R, (31 7“)

5. Visa foljande vektoridentitet med indexnotation
VA-B)=(A-V) B+ (B-V)A+Ax(VxB)+Bx(VxA)

(10 poing)

Losning:

e VL kan enligt kedjeregeln skrivas V;(A4;B;) = (V;4;)B;j+A,(V;B;).

e [ HL skriver vi kryssprodukterna med e-tensorer och anvander
likheten €ijkEkim = ((5i15jm — 5zm5jl>

e Detta ger slutligen sex termer: HL=A;V,;B;+B;V;A;+A;V,;B; —
AjVjBZ‘ + B]VZBJ — BJVJAZ - AJVZBJ + ijlB] VSV
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6. Betrakta Laplaces ekvation for skalérféltet ¢(r) i omradet r > a, dar
a ar en positiv konstant. Vi har Neumanns homogena randvillkor pa
ytan r = a samt ett Dirichletvillkor ¢ = —¢gz vid r > a. Finn bade
potentialen och det resulterande vektorfaltet. (10 podng)

Losning:

Randvillkoret vid r = a kan skrivas 0¢/0r|._, = 0 medan det vid
stora r géller att ¢ = —¢gz = —@r cos .

Symmetrin gor att vi ansétter 16sningen ¢ = ¢(r, 0) och randvil-

lkorens vinkelberoende gor att vi kan utnyttja variabelseparation
och finna ¢(r,0) = f(r) + g(r) cos 6.

Ansatsen leder till 16sningen f(r) = A+B/r och g(r) = Cr+D/r?.
Konstanten A ar irrelevant. Beteendet for stora r ger att C' = —¢

Gradientens radiella komponent ar 9¢/Or = —B/r?+(C—2D/r?) cos 6,
och RV vid r = a ger da att B =0, C —2D/a® = 0.

Sammantaget ger detta

a? a?
P =—¢o (T+ 2_r2> cos ) = —¢poz <1+ 2—73) :

(notera att beteckningen ¢q var lite forvirrande eftersom enheten
[60] = [¢]/L, men detta paverkar forstas inte 16sningen.)
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