Tentamen — Vektorfdlt och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Tisdagen den 7 januari 2020 klockan 08.30-

12.30, Johanneberg.

Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.

Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poéng totalt.
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning géller
foljande allménna principer:

For full (10) podng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Gaéller aven mindre brister i presen-
tationen.

Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge lagre podngavdrag om orimligheten pekas ut.
Lésningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

Allvarliga principiella fel ger fullt podangavdrag.

Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Notation: Om inget annat anges anvands beteckningarna r, 6, ¢ for sfariska
koordinater (dér @ &r vinkeln fran positiva z-axeln), medan p, ¢, z betecknar
cylindriska koordinater.

Lycka till!

1.

Svara pa foljande delfragor (endast svar skall ges):

(a) Vad ar f:/iQ 6(—2x) (2% —x +2)dx

(b) En platta av stor utstrdckning begrédnsas av planen x = 0 och
x = d (dér d &r plattans tjocklek). Begransningsytan vid x =
0 ar varmeisolerad medan den vid x = d halls vid en konstant
temperatur T,. Det finns inga varmekallor inne i plattan. Bestam
den stationara temperaturférdelningen i plattans inre.
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(¢) Berdkna kurvintegralen |, F - dF dar faltet ges av F = $/p och
kurvan C' parametriseras av x = cos(4nt), y = sin(4nt) och z = ¢
med kurvparametern 0 < ¢ < 1.

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poding for alla tre.)

2. Lat S vara ytan y> + 22 = 1, =1 < 2 < 1, z > 0 vars normalvektor
har icke-negativ z-komponent (n, > 0). Berdkna [¢F - dS, dir F =
xd + 2222 + z2. (10 poing)

3. Harled kontinuitetsekvationen for elektrisk laddningstathet p(7,¢) och
elektrisk stromtathet 7(7,¢). Anvénd denna for att motivera forskjut-
ningsstrommen i Amperes lag med tidsberoende falt

S o E
V x B = o7 (elektrostatik) = V x B — eo,uoaa—t = o]

(10 poing)
4. Anvand indexnotation for att visa foljande:

(a) om T;; dr en tensor sa ér Tj; en skalér.

(b) 0;; ar en invariant tensor.

(10 poing)

5. Betrakta vektorfiltet E(F) = iiz(2cos 07 4+ sin 00), dér p &r en kon-

stant. Bestam ekvationen for den faltlinje till E(?) som gar genom
punkten (7,60, ) = (2,7/4,7/2). Rita ocksa denna filtlinje i rummet
tillsammans med xyz-axlarna och indikera riktningen pa vektorfiltet
vid nagra punkter langs féltlinjen. (10 poding)

6. Bestam p och ¢ sa att
() = oo <£>p sin’ 0 cos(2¢p),

ar en icke-singulér 16sning till Laplaces ekvation i omradet r < a.

(10 poding)
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Tid och plats: Tisdagen den 7 januari 2020 klockan 08.30-
12.30, Johanneberg.
Losningsskiss:  Christian Forssén.

1. Svara pa foljande delfragor (endast svar skall ges):

(a) Vad ar f:/iQ 6(—2z) (2? —x +2)dx

(b) En platta av stor utstrdckning begrédnsas av planen x = 0 och
x = d (dar d &r plattans tjocklek). Begransningsytan vid x =
0 ar varmeisolerad medan den vid x = d halls vid en konstant
temperatur T,. Det finns inga varmekallor inne i plattan. Bestam
den stationara temperaturférdelningen i plattans inre.

(c) Berdkna kurvintegralen |, F . dF dar faltet ges av F = $/p och
kurvan C' parametriseras av @ = cos(4nt), y = sin(4nt) och z =t
med kurvparametern 0 <t < 1.

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

Losning:

(a) Integralen kan skrivas 3 [7_6(2) (% + 2+ 2) dz = 1.
(b) Randvillkoren 7"(0) = 0 och T'(d) = Ty ger att stationérlosningen
blir T'(x) = Ty.

(c) Féltet &r en virveltrad ldngs z-axeln med styrkan J = 27. Kurvan
gar tva varv i positiv riktning runt virveltraden vilket gor att
kurvintegralen blir 4.

2. Lat S vara ytan y?> + 22 =1, =1 < 2 < 1, z > 0 vars normalvek-
tor har icke-negativ z-komponent (n, > 0). Berikna [, F - dS, dar

—

F =i+ 2?2* + 22. (10 poding)

Losning:

e Ytan &r en halv cylinder (endast 6vre halvplanet) med radie p = 1
och z-axeln som symmetriaxel.

e Vianviander Gauss sats och stanger volymen med de annars 6ppna
begrénsningsytorna som ar halvcirklar vid o = 41 (S,—+;) samt
en rektangel vid z = 0 (S.—o).

e Divergensen blir V- F = 2 vilket gor att volymsintegralen fv V-
FdV = 272 = 2, dar den slutna randen till volymen V ar 0V =
S+ Sy + Spe_1 + Sao.
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e Vinoterar att £ 1 2 vid z = 0 sa att fszoﬁ-dgz().

e Begransningsytorna vid x = 41 har normalriktningar £z vilket
sammanfaller med vektorfaltets x-komponent (F, = +1) pa dessa
ytor sa att integralerna blir sz:H F-dS = sz:_l F-dS=mx/2.

e Sammantaget blir den sokta integralen fS F-dS =2n— 55 =T.

3. Hérled kontinuitetsekvationen for elektrisk laddningstéathet p(7,t) och
elektrisk stromtéthet (7, ¢). Anvénd denna for att motivera forskjut-
ningsstrommen i Amperes lag med tidsberoende falt

. = OE
V x B = 7 (elektrostatik) = V x B — CoHo 5, = Lo

(10 poing)

Losning:

Kontinuitetsekvationen for elektrisk laddning
dp
LT _v.7
ot Js

hérleds forslagsvis med hjilp av Gauss sats (se avsnitt 4.2 i kompendiet
med den konserverade storheten laddning istéllet for massa).

Fran Amperes lag (utan tidsberoende) har vi
— 1 =y
V.-j=—V. <V><B> =0,
Ho

enligt raknereglerna for vektoroperatorerna. Detta skulle betyda att

dp

ot
vilket ar orimligt, for det betyder att det inte gar att flytta en elektrisk
laddning.

0,

Med ytterligare en term (forskjutningsstrommen) i Amperes lag

. OE
V xB-— — = L7,
Ho€o It HoJ

stammer kontinuitetsekvationen vilket man ser efter insattning. _

4. Anvand indexnotation for att visa foljande:
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(a) om T;; ar en tensor sa ar T; en skaldr.

(b) 6;; &r en invariant tensor.

(10 poing)

Losning:

(a) Transformationen av tensorn T;; ges av Tz’j = Ly LjTy. Detta

betyder att dess spar, Tj;, ar en skalar eftersom den &r invariant

under koordinattransformation: 77, = Ly LTy = 0T = Tk,
dar vi har utnyttjat ortonormaliteten hos transfomationsmatrisen
L.

(b) Vibetraktar koordinattransformationen &;; = L Lji0n = LixLjx =
d;j, dar vi aterigen har utnyttjat ortonormaliteten hos transfoma-
tionsmatrisen L. Kroneckers delta ar darfor en invariant tensor.

5. Betrakta vektorfiltet E(F) = o5 (2 cos 07 + sin 00), dér pu ar en kon-
stant. Bestim ekvationen for den faltlinje till E () som gar genom
punkten (7,60, ) = (2,7/4,7/2). Rita ocksa denna filtlinje i rummet
tillsammans med xyz-axlarna och indikera riktningen pa vektorfaltet
vid nagra punkter langs faltlinjen. (10 podng)

Losning: -
Faltlinjer bestdams ur sambandet g—f = CE. Har véljer vi C' = 4x/p och

vi anvénder sfiriska koordinater sa att di = #dr + rfdf + r sin 65de.

I detta fall far vi den separabla differentialekvationen % = tan: 5 med

16sningen r = Asin” . Integrationskonstanten bestims fran den givna
punkten till A = 4.

Detta ar faltet fran en dipol. Just denna filtlinje ligger i zy-planet
(z = 0) med start och slut i origo. I punkten 6 = /2, dvs (z,y,2) =
(0,4,0) pekar vektorfiltet i riktningen §# = —Z. Se figur.
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6. Bestam p och ¢ sa att
() = ¢o <£>p sin’ 0 cos(2¢p),

ar en icke-singular 16sning till Laplaces ekvation i omradet r < a.

(10 poing)
Losning:
Laplaces ekvation A¢ skall gilla i hela omradet. Vi behdver inte inklud-
era den konstanta faktorn ¢g/a? nedan.

Vi skriver Laplaces ekvation i sfariska koordinater

— %2& (r*0,) r” sin’(0) cos(2¢p)

L1

__ P
= 7“ -
sin 6

1
Jp (3in 00p) + —5—02 | sin’(0) cos(2¢).
sin“f ¥
Vinkelberoendet i VL #r sin‘(6) cos(2¢p) vilket betyder att det maste
vara detsamma i HL for att likheten skall galla overallt. Detta bety-

der i sin tur att féaltets vinkelberoende maste vara en egenfunktion till
operatorn innanfor hakparantesen i HL.

Vi utfor derivatorna i HL och finner att

1 . Ry )
sin@ae (sin 65) + ~— 96 } sin‘(#) cos(2p) = ...

sin“§ ¥
B {62 —4

—— — L(+ 1) | sin’(0) cos(2¢).
sin”
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Vi har alltsd en egenfunktion endast om ¢ — 4 = 0, dvs { = £2.
Egenviirdet dr —((¢ 4+ 1). En negativ exponent for faktorn sin(f) i
skalarfaltet skulle dock gora det singuldrt langs z-axeln (dér 6 = 0, 7).
Darfér maste vi ha ¢ = +2.

Vi kan nu forkorta bort vinkelberoendet fran bigge leden. Aterstar gor
den radiella ekvationen

1
—T—28r (TQ(?T) P = P20+ 1),

vilket leder till att p(p + 1) = (¢ +1) = {¢ = 2} = 6. Av de tva
losningarna, p = 2 och p = —3, ger enbart den forra ett icke-singulart
falt.

Foljande icke-singuldra skalarfilt ar darmed en losning till Laplaces
ekvation inuti r < a

o(7) = ¢ (2)2 sin® @ cos(2¢p).
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