Tentamen — Vektorfdlt och klassisk fysik (FFM234)

Tid och plats: Lordagen den 26 oktober 2019 klockan 08.30-
12.30 i SB.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poang totalt.
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning géller
foljande allmanna principer:

e For full (10) poéng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Galler d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge ldgre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarldst, etc) renderar podngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Notation: Om inget annat anges anvands beteckningarna r, 6, ¢ for sfariska
koordinater (dér @ ar vinkeln fran positiva z-axeln), medan p, ¢, z betecknar
cylindriska koordinater.

Lycka till!

1. Svara pa foljande delfragor (endast svar skall ges):

(a) Vad ér ytintegralen ¢ F.dS, dir F = 222 och S ir ytan till enhetssfiren
(2* + y* + 2° = 1) med normalvektor 77

(b) Skissa nivaytorna ¢ = —1,0, 1 for skaldrpotentialen ¢(z,y) = 2% — y?
i omradet z € [—2,2], y € [—2,2]. Skissa ocksa den féltlinje (inkl
riktning) som gar genom punkten (z,y) = (1,1).
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(c) Berékna fj: cos(x)d(4x)dx, dér 6(x) &r en endimensionell deltafunk-

tion. (3 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poding for alla tre.)

2. En oandligt lang metallcylinder med radie pg och symmetriaxeln langs
z-axeln genom x = y = 0 har en temperatur som ges av

2
T(pa 12 Z) = T0_2 sin ¥,
Po
i cylindriska koordinater. Konstanten Ty > 0. Betrakta punkten P:

p=po/2, p=m/4, z=0.
(a) I vilken riktning 6kar temperaturen som mest i punkten P?

ur stor ar temperaturckningen per langdenhet i riktningen 7 =
b) Hur stor ar t turckning langdenhet i riktningen 7
€, + €, 1 punkten P?

(10 poing)

3. Visa att V = % fav 7. dS , dar V' ar den inneslutna volymen och ytan
0V har utatriktad normal. Bekrifta detta samband for en sfiar genom
att explicit utfora integralen for detta fall. (10 podng)

4. En punktladdning ¢ befinner sig pa avstandet a fran en plan metallyta
(som kan betraktas som odndlig). Hur stor blir ytladdningen pa met-
allytan? Hur stor blir den totala laddningen pa ytan? (E—féiltet ar noll
inne i metallen.) (10 podng)

5. Troghetstensorn for nagon stel kropp i ett Cartesiskt koordinatsystem
(ryz) ges av

n” 0 0
I=,|{0 1 0 :
0 0 1+n?

dér n &r ett reellt tal och Iy &r en konstant med enheten (massa X

lingd?). Ett roterat koordinatsystem (2'y'2') ges av transformationen:

L Y
=z Yy =vy;, 2 =-x

Anvand tensorers transformationsegenskaper for att visa vad troghetstensorn
blir i detta roterade koordinatsystem. (10 podng)

6. Betrakta en odndligt lang, rektangular stav med —b < x <b, 0 <y <
a, samt —oo < z < oo. Notera att den oandliga utstrackningen i z-
led gor att problemet effektivt sett blir tvadimensionellt. Inuti plattan

Fysik, Chalmers Page 2 Examinator: C. Forssén



Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM234) 2019-10-26

géller Laplaces ekvation A¢ = 0. Dessutom géller randvillkoren

o(z,y=0) =o(z,y=a) =0
gb(w = _b7y) = QS(J;: b>y) = QSO

Losningen ¢(z,y) kan skrivas som en odndlig summa av termer

Z Co X (nmx/a)Y (nmy/a).

Identifiera funktionerna X och Y samt finn ett villkor for koefficienterna
C,, med hjalp av randvillkoren vid = £b. (10 podng)
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Tid och plats: Lordagen den 26 oktober 2019 klockan 08.30-
12.30 1 SB.
Losningsskiss:  Christian Forssén.

1. Svara pa foljande delfragor (endast svar skall ges):

(a) Vad ér ytintegralen ¢ F-dS, dir F = 222 och S ér ytan till enhetssfiren
(22 + y* + 2% = 1) med normalvektor 77

(b) Skissa nivaytorna ¢ = —1,0, 1 for skaldrpotentialen ¢(z,y) = 2% — y?
i omradet z € [—2,2], y € [-2,2]. Skissa ocksa den féltlinje (inkl
riktning) som gar genom punkten (z,y) = (1,1).

(c¢) Berédkna fj: cos(x)d(4x)dx, dar d(x) ar en endimensionell deltafunk-
tion. (8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 podng for alla tre.)

Losning:

(a) fsﬁ .dS = 0 (notera att filtet ar symmetriskt runt z = 0, dvs
det som strommar in i nedre halvplanet kommer att stromma ut
i det Gvre).

(b)
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(c) Kom ihag skalningsegenskapen hos deltafunktioner (kan visas genom
variabelsubstitution i integralen ' = 4z). Detta ger

o 1 1
/_ cos(x)d(4x)dx = 1 cos(0) = 7

™

2. En oéndligt lang metallcylinder med radie py och symmetriaxeln lings
z-axeln genom z = y = 0 har en temperatur som ges av

2

T(pa P Z) = Top_g sin 2
Po

i cylindriska koordinater. Konstanten Ty > 0. Betrakta punkten P:
p=rpo/2, p=m/4 z=0.
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(a) I vilken riktning okar temperaturen som mest i punkten P?

(b) Hur stor ar temperaturékningen per langdenhet i riktningen 77 =
€, + €, i punkten P?

(10 poding)

Losning:
Gradienten blir

VT = Toﬁ2 (2sin @é, + cos pé,) ,
Po

vilket i punkten P blir
> T 1
vr| =B (5,4 1e,),
) ( ' 26@)

(a) Gradienten pekar i riktningen ép—{—%éw, eller normaliserat \% (ép + %é¢).
(b) Temperaturdkningen per lingdenhet i den givna riktningen riknas
ut med i+ VT ‘ , dar vi maste ha en normaliserad riktningsvektor.
P

Vi har att n = \/Li (é, + é.) vilket ger

- Ti
h-VT| =2
P 2p0
Avslutningsvis noterar vi att alla riktningar ovan ar dimensionslosa
och att gradienten har enheten [Ty]/m.

3. Visa att V = % fav 7. dS , dar V' ar den inneslutna volymen och ytan
OV har utatriktad normal. Bekrafta detta samband for en sfar genom
att explicit utfora integralen for detta fall. (10 poding)

Losning:
Vi anvinder Gauss sats med vektorfiltet F = 7 = 24 + Yy + zZ vars
divergens V-F=3

7{ f-d§=/ﬁ-qfdvz3v,
oV 1%

vilket ger det sokta sambandet.
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For ytan till en sfar med radien R far vi

lffqﬁzlffﬁwmmwww
3 Jov 3 Jav
1 T 27 4 3
:-Ri/ / sinfdody — Ty
3 0=0 J =0 3

4. En punktladdning ¢ befinner sig pa avstandet a fran en plan metallyta
(som kan betraktas som odndlig). Hur stor blir ytladdningen pa met-
allytan? Hur stor blir den totala laddningen pa ytan? (E—féﬂtet ar noll
inne i metallen.) (10 podng)

Losning:

e Vektorfaltet ar noll inuti metallen, vilket innebar att potentialen
ar konstant. Vi véljer att sitta ¢ = 0, vilket gor att ytan (z = 0)
blir en ekvipotentialyta med ¢ = 0.

e Detta Dirichlet randvillkor kan uppfyllas genom att infora en
spegelladdning —¢q i punkten —aZz. Den elektriska potentialen (for
z > 0) ges av

A7) = deo|F — aZ|  Amweo|F + aZ|

e Det elektriska faltet ges av

q r—aZz T+ az

E=—-V¢(F) = —~
o7 Adrey || —az]®  |F4+az]?
e Vid ytan &r 7 = pp och | — aZ| = |[F'+ aZ| = \/a? + p?. Déarfor

blir vektorfaltet vid ytan £, = - Wf%

e Ytladdningen motsvaras av en diskontinuitet i faltet
o =ech- (B, —E_).
Hir ér 7 = 2 och E_ = 0 vilket ger o = W.
e Den totala inducerade laddningen fas genom att integrera Gver
ytan

27 o)
Q= W/ opdp = ... = —q,
=0 p=0

vilket man egentligen kan inse fran det givna randvillkoret.
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5. Troghetstensorn for nagon stel kropp i ett Cartesiskt koordinatsystem
(ryz) ges av

n? 0 0
I=L,|{0 1 0 :
0 0 1+7n?

dér n &r ett reellt tal och Iy &r en konstant med enheten (massa X

lingd?). Ett roterat koordinatsystem (2'y'2') ges av transformationen:

/
¥=z Y=y =-x

Anvénd tensorers transformationsegenskaper for att visa vad troghetstensorn
blir i detta roterade koordinatsystem. (10 podng)

Losning:
Den givna koordinattransformationen kan skrivas med indexnotation
x; = L;x;. Elementen i transformationsmatrisen far vi genom att

derivera L;; = 0x)/0x;, vilket ger

0
0
-1

0 1
L= 1 0
0 0
Notera girna att det(L) = 41, dvs det &r fortfarande ett hogersystem.
Med tensorers transformationsegenskaper far vi att troghetstensorn i

det roterade koordinatsystemet ér Ij; = L Ljly = LI (L"), eller
explicit som en matrismultiplikation

0 0 1 ” 0 0 00 —1
I'=(0 10|L[0 1 o0 01 0

-1 0 0 0 0 1+7*/ \1 0 0

0 01 0 0 —n? 1+7* 0 0
=L[0 10 0 1 0 |=1I 0 1 0

-10 0/ \14+72 0 0 0 0 n?

Svaret ar rimligt eftersom den givna transformationen motsvarar en
rotation 90° moturs runt y-axeln. Vi hamnar i ett nytt koordinatsystem
som fortfarande sammanfaller med kroppens huvudtroghetsaxlar, men
dér tva av axlarna har bytt plats jamfort med det ursprunliga systemet.
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6. Betrakta en oandligt lang, rektanguléir stav med —b < x < b, 0 <y <
a, samt —oo < z < oo. Notera att den oandliga utstrackningen i z-
led gor att problemet effektivt sett blir tvadimensionellt. Inuti plattan
galler Laplaces ekvation A¢ = 0. Dessutom galler randvillkoren

¢(r,y=0)=¢(x,y=0a)=0
Qb(x = _bvy) = ¢($: bvy) :¢0

Losningen ¢(z,y) kan skrivas som en odndlig summa av termer

Z CoX(nmz/a)Y (nmy/a).

Identifiera funktionerna X och Y samt finn ett villkor for koefficienterna
C,, med hjilp av randvillkoren vid = +b. (10 poing)

Losning:
Enligt ledningen gor vi ansatsen

oz, y) =Y CuX(nmz/a)Y (n7y/a),

och ser direkt att Y (nmy/a) = sin(nmy/a) uppfyller randvillkoren ¢(z,y =
0) = ¢(x,y = a) = 0. Vi opererar med Laplacianen pa term n och far

X (nra/a) (n_ﬂ
dx?

C, sin(nry/a) ( )2 X (nrz /a)) |

a

Laplaces ekvation uppfylls separat for varje term (och ddrmed for sum-
man) med lésningen

X (knx) = Ane™® + Bpe

dar vi har definierat k,, = nm/a. Vi ser att geometrin och randvillkoren
ar helt symmetriska runt = 0 sa vi maste ha att ¢(z,y) = ¢(—=x,y).
Detta ger att A, = B,, och vi kan férenkla

X (kyz) = A, (" + e7**) = 24, cosh(k,z).

Vi absorberar amplituden i C), och kan slutligen identifiera losningen

o(z,y) = Z C,, cosh(nmz/a)sin(nmy/a).

n=1
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Det sista som aterstar &r att uppfylla randvillkoret ¢p(x = b,y) = ¢
(kom ihag att problemet, och var 16sning, &r symmetrisk runt x = 0 sa
vi kommer automatiskt att uppfylla villkoret vid x = —b). Detta ger
det extra villkoret pa koefficienterna i 16sningen ovan

i C,, cosh(nmb/a) sin(nmy/a) = ¢o.
n=1

Anmarkning: Losningen till ovanstaende fas mha Fourieranalys och
inkluderas nedan for att gora svaret pa problemet helt slutgiltigt

0, jamna n
Cn - { 1 )

Qb()% cosh(nmb/a) udda n.

Notera dock att detta sista steg inte ingick i problemet.
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