Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik
(FFM234 eller FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 29 oktober 2018 klockan 14.00-
18.00, Maskinsalar.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFM234 eller FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge
maximalt 60 poang totalt. For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang,
for betyg 4 kravs 36 poang och for betyg 5 kravs 48 poang.

Skriv din kurskod pa tentamensomslaget (FFM234 géller fran ldsaret 17/18,
FFM232 géller for dldre studenter).

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allménna principer:

e For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Géller aven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge ldgre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Notation: Om inget annat anges anvands beteckningarna r, 6, ¢ for sfariska
koordinater (dér @ &r vinkeln fran positiva z-axeln), medan p, ¢, z betecknar
cylindriska koordinater.

Lycka till!
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1. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges):
(a) Vad ar ytintegralen §Sﬁ - dS, dir F = 222 och S &r ytan till
enhetssfaren (2% + y? + 22 = 1) med normalvektor 77

(b) Skissa nivaytorna ¢ = —1,0, 1 for skalarpotentialen ¢(x,y) = 2% —
y? i omradet x € [—2,2], y € [—2,2]. Skissa ocksa den faltlinje
(inkl riktning) som gar genom punkten (z,y) = (1,1).

(c) Berikna fj: cos(z)d(4x)dx, dar §(x) ar en endimensionell delta-
funktion.

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

2. Ett vektorfilt F ar givet i sfariska koordinater som

- qcosf _  sinf -~
F = s+ —0.
T r

Bestdm a sa att filtet blir virvelfritt (ignorera singulariteten i  — 0).
Bestdm potentialen ¢. (10 podng)

3. Anvind indexnotation for att visa foljande gradientlikheter
(a) V(r?) =27
(b) V(})=-%

(c) V- (r2f) = 4r

dar r ar langden pa ortsvektorn 7.
(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)
(bevis utan indexnotation kan ocksa ge podng, dock maximalt 6 podng).

4. Maxwells ekvationer ar

V-E=2 (1)
€0
_ - 0B
VXxE=—— 2
V-B=0, (3)
o s OF
V X B =poj+ HoCo o (4)
(a) Anvénd Faradays induktionslag, U = —d®/dt, for att visa Maxwells
andra ekvation V x E = —%—?. Notera att & ar det magnetiska
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flodet genom en yta S (normalytintegral for magnetféltet B ) och
U &r den inducerade spanningen lédngs randen 0SS (vigintegral for
det elektriska faltet E). (5 podng)

(b) Anvind Maxwells ekvationer for att visa att kontinuitetsekvatio-
nen dp/0t = —V - 7 ar uppfylld for p(7,t) = elektrisk laddnings-
tathet och J(7,t) = elektrisk stromtéthet. (5 podng)

5. Ett cylindriskt skal kan betraktas som oandligt langt med innerradie pg
och ytterradie p;. Det varms fran insidan med en linjevarmekalla som
ger upphov till Neumannrandvillkoret p-¢|,_, = wo/po, dér [wo] =
Wm™'. Skalets konstanta virmekonduktivitet & A. Pa utsidan kyls
skalet av enligt

p-ql,—, =a(l(p)—"Tp),
dar a och Ty ar konstanter med ratt enheter.

Finn ett uttryck for den stationara temperaturfordelningen i cylinder-
skalet, dvs for py < p < p1. (10 podng)

6. Betrakta filtet F' = —Vb:erél p och berakna normalytintegralen fav F-dS ,
dar 0V ar ytan till en kub med utatriktad normal och sidlangd a centr-
erad vid z-axeln. Vi har att a > b och soker ett approximativt uttryck
for normalytsintegralen (explicita korrektioner till och med ordning Z—z

skall inkluderas).
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Losningsskiss for tentamen — Vektorfalt och
klassisk fysik (FFM234 och FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 29 oktober 2018 klockan 14.00-
18.00, Maskinsalar.
Losningsskiss: Christian Forssén

Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebéara
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges):
(a) Vad ar ytintegralen fsﬁ -dS, dir F = 222 och S &r ytan till
enhetssfaren (2% + y? + 2? = 1) med normalvektor 77

(b) Skissa nivaytorna ¢ = —1,0, 1 for skaldrpotentialen ¢(z,y) = 2% —
y? i omradet x € [—2,2], y € [—2,2]. Skissa ocksa den faltlinje
(inkl riktning) som gar genom punkten (z,y) = (1,1).

(c) Beriikna f_t:r cos(z)d(4x)dx, dar §(x) &r en endimensionell delta-
funktion.

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 podng for alla tre.)

Losning:

(a) fsﬁ -dS = 0 (notera att filtet ar symmetriskt runt z = 0, dvs
det som strommar in i nedre halvplanet kommer att stromma ut

i det Gvre).

(b)
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(c) Kom ihag skalningsegenskapen hos deltafunktioner (kan visas genom
variabelsubstitution i integralen 2’ = 4z). Detta ger

o 1 1
/_ cos(x)d(4x)dx = 1 cos(0) = 7

™
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2. Ett vektorfilt F ar givet i sfariska koordinater som

- . sinf .

F= 3 7+ Rl

Bestdm a sa att faltet blir virvelfritt (ignorera singulariteten i  — 0).
Bestam potentialen ¢. (10 podng)

Losning:

Rotationen blir

& 0 rsinfp .
- -, 1 r r ¥ sin 6
VxF= = — 2).
72 sin 0 a COTSQ siga aogo rd (a )SO
3 3

Féltet ar alltsa virvelfritt (konservativt) da a = 2.

Skalarpotentialen far vi ur sambandet F= —ﬁ¢. Generella 10sningar
till respektive differentialekvation kan tecknas direkt:

acos . acosf
ar(b = - 3 = ¢<T) = 22 + fl (67 90)7
1 sin 0 . cosf
;(%Qb =3 = ¢(r) = = + fa(r, ¢),

ago(b =0 = (f)(??) = f3(rv 0)

Med a = 2 ser vi att de forsta tva ekvationerna bara blir konsistenta
da f1(0,) = fa2(r,¢) = g(p), och att den tredje ekvationen i sin tur
ger att 16sningen maste vara oberoende av ¢ sa att g(p) = C.

Svar: ¢ = <% 4 (.

r2

3. Anvand indexnotation for att visa foljande gradientlikheter

(a) V(r?) =27
v

—

(c) V- (r?f) =4r

dar r ar langden pa ortsvektorn 7.
(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 podng for alla tre.)
(bevis utan indexnotation kan ocksa ge podng, dock maximalt 6 podng).

Losning:
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(a) Ojrjrj = 26;;r; = 2r;, vilket motsvarar vektorn 27",

T RV R W7 L B V)
(b) 0; (ryry) T T2 T T
vilket motsvarar vektorn —r/r® = —#/r?.

(c) O (Tjrj)l/Q r, = 2%52~ka (7“m7“m)71/2 r; + 3 (Tjrj)l/Q = (Tjrj)l/Z +
3 (T’j?”j)l/2 =4 (TjT'j)l/27
vilket motsvarar 4r.

4. Maxwells ekvationer ar

v.E=L, (1)
€o
. . 9B
EF=— 2
V-B=0, (3)
. . OF
V X B = pj+ HoCo 5 (4)

(a) Anvénd Faradays induktionslag, U = —d®/dt, for att visa Maxwells
andra ekvation V x E = —%—?. Notera att ® ar det magnetiska
flodet genom en yta S (normalytintegral fér magnetfaltet é) och
U &r den inducerade spanningen lédngs randen 0SS (vigintegral for

det elektriska faltet E). (5 poing)

(b) Anvénd Maxwells ekvationer for att visa att kontinuitetsekvatio-
nen Op/0t = —V - 7" ar uppfylld for p(7,t) = elektrisk laddnings-
tathet och J(7,t) = elektrisk stromtathet. (5 podng)

Losning:

Se kurskompendium, avsnitt 11.2.

5. Ett cylindriskt skal kan betraktas som oandligt langt med innerradie pg
och ytterradie p;. Det varms fran insidan med en linjevarmekalla som
ger upphov till Neumannrandvillkoret p-§|,_, = wo/po, dér [wo] =
Wm™'. Skalets konstanta virmekonduktivitet & A. Pa utsidan kyls
skalet av enligt

p-ql,—, =al(p)—"Tp),
dar o och Ty ar konstanter med ratt enheter.

Finn ett uttryck for den stationara temperaturfordelningen i cylinder-
skalet, dvs for pg < p < py. (10 poing)
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Losning:

Vid stationarlosningen géller Laplaces ekvation AT = 0 i hela omradet.
Problemets geometri avslojar att T = T'(p) sa att

1
AT = ;ap(papT) =0 = T(p)=Clog(p)+ D.

Notera att 1osningen &ven kan skrivas C'log(p/pc), vilket egentligen
ar snyggare da pc blir en integrationskonstant med dimension langd.
Vi fortsatter dock med ovanstaende och kontrollerar dimensionen pa
slutet.

Vi konstaterar att varmestrommen ges av temperaturgradienten enligt

- AC

Randvillkoret vid p = py ger alltsa att C' = —wy/\ sa att ¢ = %ﬁ.
Randvillkoret vid p = p; ger darefter

Wo Wo
o _ o (=20 D—T)
o a< 3 og(p) + o),

eller w w
D=—"4T+ =2

1 .
ap: \ 08 01

Efter insattning och forenkling blir svaret

Vi konstaterar att [wy] = Wm ™, [a] = WK™'m~2 och [\] = WK~'m™!
sa att dimensionen pa svaret blir Kelvin.

6. Betrakta filtet F' = —Vbjfp‘l p och berdkna normalytintegralen fav F-dS ,
dar 0V ar ytan till en kub med utatriktad normal och sidlangd a centr-
erad vid z-axeln. Vi har att a > b och soker ett approximativt uttryck
for normalytsintegralen (explicita korrektioner till och med ordning Z—z

skall inkluderas).
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Losning:

Vi konstaterar att faltet ar singulart langs p = 0. Har redovisas tva
alternativa losningsstrategier.

Alternativ 1:

Bilda en sluten yta fran kuben genom att inféra en cylinderyta S,
(vars radie p. < b) som omsluter z-axeln (notera att normalriktningen
ar —p) samt tva sma hal dér cylinderytan méter topp- och bottensi-
dorna av kuben. Vi kallar denna nya, slutna yta for oV, + S. och den
innesluter en volym V, som ar lika med kubens volym minus den lilla
cylindervolymen. Pa denna yta kan vi utan problem anvanda Gauss
sats och vi finner att

= Pe

7\

]f ﬁ-dgz/ﬁ-ﬁdv = /
OVe+Se Ve Ve

Vi noterar ocksa att

=11
Y
Uy
I
=
{]L
gl
S,
T
T
BTl
Q.
)y

f F.-dS=1lim ¢ F.dS,
ov

pe—0 oV,
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sa det som aterstar ar att rdkna ut HL av ekv. (5) i grénsen p. — 0.
Berakna divergensen da p 75 O'

Lo
V- F=-0,pF, =

1 b
1+0 :
P \/b4—|—,0 /1_|_Z_i { (p )]

Volymsintegralen i HL av ekv. (5) striacker sig 6ver ett omrade dar vi
huvudsakligen har att @ > p > b. Vi far darfor att

4
lim | V-FdV =243 {1+(9(b >]

pe—0 Jy at

Ytintegralen i HL. av ekv. (5) blir

_’ al pe 2
= \/1 cdpdz = =2mb*ay /1 4+ —.
/ dsS /ZOLDPE +b4p pdz b a +b4

Slutligen finner vi att
- o N b2 b4

j{ F.dS = lim (/ V-FdV—/ F. dS) = 2a° {1+7r—2+(’)(—4)} )
v pe—=0 \ Jy. 2 a P

Alternativ 2:
Analysera singulariteten da p — 0

b PO b
F = 1+2 =211 =
P T p { +O<p4)}’

vilket ger att singulariteten beter sig som en linjekalla med styrka 27b%.
Infor ett sadant singulart falt F = 2”” p och studera

F=F-F+F=F.+F,

dar singulariteten har subtraherats bort i ﬁns sa att dess bidrag till
ytintegralen kan behandlas som vanligt med Gauss sats

4
]§ ﬁns-dsz/ﬁ-Fnsdvzmi‘ [1+O<b4)]
v 14 a

(enligt divergensuttrikningen ovan). Bidraget fran den singulédra ter-
men (vanlig linjekélla) blir

f E. - dS = 2nb%a,
ov

och svaret blir som ovan

- - N = 5 R b2 b4
7{ F.-dS = Fns~d5+f Fs-dS:2a [1+7r—+(9( )}
v ov 1% P
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