Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM234 eller

FFM232)
Tid och plats: Mandagen den 20 augusti 2018 klockan 14.00-
18.00, Horsalsvagen 5.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande ldrare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFM234 eller FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge
maximalt 60 poang totalt. For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang,
for betyg 4 kravs 36 poang och for betyg 5 krévs 48 poang.

Skriv din kurskod pa tentamensomslaget (FFM234 géller fran lasaret 17/18,
FFM232 géller for édldre studenter).

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allménna principer:

e For full (10) podng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Gaéller aven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge ldgre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar poéngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Notation: Om inget annat anges anvands beteckningarna r, 6, ¢ for sfariska
koordinater (dér @ ar vinkeln fran positiva z-axeln), medan p, ¢, z betecknar
cylindriska koordinater.

Lycka till!

1. Svara pa féljande tre delfragor (endast svar skall ges):

(a) Ange virdet av tangentlinjeintegralen foﬁ - dF, dir filtet F =
Foa(yz — z9)/(z* + y?) och den slutna kurvan C' parametriseras
enligt (z,y,z) = b(sint,cost,0), 0 <t < 2.
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(b) Berdkna (801 — 6ix0j1)M;j My, dér M;; &r elementen i matrisen

M =

o O O
o o O
o O 2

(c¢) Ange for vilken enhetsvektor n som riktningsderivatan i riktningen
n av skalarfaltet ¢(F) = cosf/r? i punkten (z,y,z) = (0,0,1) ar
maximal och positiv. (Svaret kan ges i termer av Cartesiska eller
sfariska basvektorer i punkten i fraga.)

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

2. Betrakta ett kraftfalt
F = (> +5)&+ (2zy — 8)7.

I zy-planet mérker vi ut en kvadrat med hérnen O : (0,0), A : (1,0), B :
(1,1), C': (0,1). Visa att kraftfiltet kan beskrivas med en skaldrpotential,
och ange en sadan potential explicit. Berdkna sedan arbetet som utfors
av kraftfaltet vid en forflyttning langs tre av kvadratens sidor OABC.

(10 poding)

3. Visa att gransvardet lim,_,o+ av distributionen

hfa) = S/,
e/
uppfyller de definierande egenskaperna for en endimensionell deltafunk-
tion. (10 podng)

4. Skriv ett uttryck for kélltdtheten fran en elektrisk dipol g = pZ2 i
R3. Hirled ocksa ett uttryck for den elektrostatiska potentialen for
dipolfiltet pa stora avstand. (10 poding)

Ledning: Dipolmomentet p har enheten (laddning x 1angd). (10 poding)

5. Ytan till en mycket lang cylindrisk kavitet (kan betraktas som odndligt
lang) med radien a halls vid den elektriska potentialen ¢ (p = a, ¢, 2) =
o sin2p, dar p, p,z ar cylindriska koordinater. Bestam det statiska
elektriska faltet i kaviteten. Skissera ekvipotentialytor och faltlinjer.

(10 poing)
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6. I mitten av en sfar finns en radioaktiv kalla som avger konstant varme-
effekt W. Kallans storlek ar mycket mindre an sfarens radie a. Vid
ytan S galler Neumanns randvillor for temperaturfaltet

oT
—| = konstant.
or |4

S S

\
\ R D
\ P
- W‘ g= konstant

Finn ett uttryck for den stationara temperaturfordelningen i sfaren
givet att temperaturen var konstant 7'(r < a) = 0 vid t = 0 och att
materialets varmekonduktivitet & A (notera att vi inte &r intresserade
av den tidsberoende l6sningen som géller fram till stationdrlosningen).

Fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén



Losningsskiss for tentamen — Vektorfalt och
klassisk fysik (FFM234 och FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 20 augusti 2018 klockan 14.00-
18.00, Horsalsvagen 5.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebéra
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges):

(a) Ange virdet av tangentlinjeintegralen fcﬁ - dF, dér filtet F =
Foa(yz — x9)/(x* + y?) och den slutna kurvan C' parametriseras
enligt (z,y,z) = b(sint,cost,0), 0 <t < 27.

(b) Berékna (6;;0k — 0ir0;1)M;j My, dér M;; &r elementen i matrisen

M =

o O O
o ot O
o O 2

(c) Ange for vilken enhetsvektor 1 som riktningsderivatan i riktningen
n av skalarfaltet ¢(r) = cosf/r? i punkten (z,y,z) = (0,0,1) ar
maximal och positiv. (Svaret kan ges i termer av Cartesiska eller
sfariska basvektorer i punkten i fraga.)

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 podng for alla tre.)

Losning:

(a) 2mFpa
(b) —a*—c?
(c) =2 (=—7)

2. Betrakta ett kraftfilt
F= (2 45)&+ (2zy — 8)3.

I zy-planet mérker vi ut en kvadrat med hérnen O : (0,0), A : (1,0), B :
(1,1), C': (0,1). Visa att kraftfiltet kan beskrivas med en skaldrpotential,
och ange en sadan potential explicit. Berdkna sedan arbetet som utfors
av kraftfaltet vid en forflyttning langs tre av kvadratens sidor OABC.

(10 poing)
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Losning:

Det visas enkelt att kraftfiltet dr virvelfritt V x F = 0, vilket betyder
att faltet ar konservativt. I detta fall existerar det skalarpotentialer ¢
sadana att F' = —V¢, dvs

99

%:_(924_5) = ¢(z,y) = —zy® — 5+ fi(y),
g_;b = —(22y - 8) = o(z,y) = —2y" + 8y + fol(w),

dar fi(y) och fa(x) &r godtyckliga funktioner. For att fa ett specikt
svar véljer vi f1(y) = 8y och fo(x) = —bx sa att

o(x,y) = —xy® — 5x + 8y.

For att berakna arbetet W vid forflyttningen OABC' kan vi utnyttja
att detta ar ett konservativt kraftfalt sa att arbetet inte beror pa vagen
utan enbart pa dndpunkterna

W= 6l — dle = 6(0,0) — $(0,1) = —8.

Givetvis far vi samma resultat om vi réaknar ut arbetet explicit via
végintegralen W = [ o F - dr.

3. Visa att gransvardet lim._,o+ av distributionen

_exp (—x?/&?)

V4

uppfyller de definierande egenskaperna for en endimensionell deltafunk-
tion. (10 podng)

he(z)

Losning:

Visa forst att

1 1
he(w) = Vreexp(x2/e?) NG [1 + jﬁ—i +3 (f_;)z T }
1

3
VI (24 + 5+ )

-0 forz#£0die—0" (1)
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Vidare har vi integralen f_oooo e/ dx = Vre? (se t.ex. Mathematics
Handbook for Science and Engineering [Beta] 7.5-41). Detta ger

) T exp(—a?/e?) _ Vme?
lim ——————dx = lim =

e—0t J_ oo Ve e—0 /e
for e > 0. For att vara helt korrekta skall vi egentligen visa den mer
allménna egenskapen f; f(z)o(z)dz = f(0) for en vl beteende funk-
tion f(x). Eftersom ekv. (1) géller, och f(x) inte utgoér nagot problem,
kan vi utoka integrationsintervallet och istallet visa

L, (2)

+oo

[ p@par = £0).
Vi Taylorutvecklar, f(z) = f(0) + f(0)x + f”(0)x*/2 + ..., och kon-
staterar att

+oo +o0

lim f(0)h(x)dx = f(0) lim he(z)dz = f(0),

e—0 oo e—0 P

enligt vad vi visat ovan (2). Det aterstar att visa att

—+00

lim z"h.(x)dx =0, (3)

e—=0 J_ o

for alla heltal n > 0. I vart fall har vi en jdmn funktion h.(z) vilket
gor att ekv. (3) &r trivialt uppfyllt for udda n da integranden blir
udda. For jaimna n = 2k finner vi (se t.ex. Mathematics Handbook for
Science and Engineering [Beta] 7.5-42)

oo —2?/e? 2 (2k—1)!
lim x%exp( v/ )dx = lim ( 2k+1) Vmee? =0,

e—0t J_ o \/Te e=0 /TE

for € > 0. Alltsa har vi visat att

b>0 <o —12 /e2
lim f(m)—e p(=a’/e’)

dz = f(0 de>0.
e=0t Jouco Ve r=/f0), mede

4. Skriv ett uttryck for kalltdtheten fran en elektrisk dipol i = pZ2 i
R3. Hirled ocksa ett uttryck for den elektrostatiska potentialen for
dipolfiltet pa stora avstand. (10 podng)

Ledning: Dipolmomentet p har enheten (laddning x 1angd). (10 poding)

Fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén
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Losning:

Vi lagger punktdipolen i origo. En dipol ji = uZ motsvarar en laddning
q = £ i punkten (z,y,2) = (0,0,¢) och en laddning —¢g = —£ i origo.

Kalltatheten kan skrivas

p(7) = 55@(?— es) — 55@ (7).

Alternativt kan vi ldgga punktladdningarna i z = =£e/2. Det blir
samma falt for r/e > 1.

Potentialen fran de bada laddningarna tillsammans blir (notera perme-
abiliteten fran Maxwells forsta ekvation)

cod(F) = — e _ e

A|F—ez|  dar

Nu vill vi studera hur detta uttryck kan skrivas vid stora avstand. Vi
kan skriva |7 — eZ| = \/0? + (2 — €)?, och om ¢ é&r litet (¢/0,/z < 1)

blir detta \/0? + 22 — 2ez = V1?2 — 2ez = (1 — 55). Darfor far vi

Hér har vi anvént Taylorutvecklingarna /1 —z = 1 — £ + O(«?) samt
L =1+z+0(?).

11—z

Potentialen blir

o1 ( 52) 1 [z [t cos 6
N— =1+ =) =] = = 4
£06(7) Are {r * r2 r 43 47r? 4
Mer generellt kan man skriva den elektrostatiska potentialen fran en
dipol /i
lpger
o dmrd’

I vart fall var alltsa ji = p2 dipolmomentet (som alltsa ges av produkten
av laddningen £ och separationsvektorn £2).

5. Ytan till en mycket lang cylindrisk kavitet (kan betraktas som odndligt
lang) med radien a halls vid den elektriska potentialen ¢ (p = a, ¢, 2) =
¢ sin 2, dar p, ¢,z ar cylindriska koordinater. Bestam det statiska
elektriska faltet i kaviteten. Skissera ekvipotentialytor och féltlinjer.

Fysik, Chalmers Page 4 Examinator: C. Forssén
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(10 poing)

Losning:

Inget i problemstallningen beror pa z, sa vi betraktar det som ett
tvadimensionellt problem. Den elektrostatiska potentialen uppfyller
Laplaces ekvation pa cirkelskivan p < a. En rimlig ansats ar ¢(p, p) =
f(p)sin2¢p. Laplaces ekvation sager
19 [ 06\ 18 1 , 4
np= L0 (p—) 200 L)y sin2e — L f(p)sin2g = 0.
pOop \ Op) p*0p* p p?
En ansats f(p) = ApP ger p> — 4 = 0 eller p = +2. Minustecknet ger
ett singulért falt. Randvillkoret ger A = ¢/a?. Potentialen ar

2 . xy
6 = go’g sin 2 = 260~
a a

Det elektriska faltet ar

2 N
¢o,0 (psin2p + @ cos2p) = ¢20 (yz + xy).

E=-V¢=-—

Ekvipotentialytorna ar alltsa hyperbler xy = konstant. Féltlinjerna
blir hyperbler 22 — y? = konstant.

6. I mitten av en sfar finns en radioaktiv kéalla som avger konstant varme-
effekt W. Kallans storlek ar mycket mindre an sfarens radie a. Vid
ytan S galler Neumanns randvillor for temperaturfaltet

\\ / = konstant

Finn ett uttryck for den stationidra temperaturfordelningen i sfaren
givet att temperaturen var konstant 7'(r < a) = 0 vid ¢t = 0 och att

8_T
or

= konstant.
s
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materialets virmekonduktivitet &r A (notera att vi inte &r intresserade
av den tidsberoende 16sningen som géller fram till stationérlésningen).

Losning:

e Vi har en punktkélla med varmeeffekten W och ett Neumann
randvillkor vid ytan till sfaren. Temperaturfaltet skall alltsa upp-
fylla Poissons ekvation inuti sfaren

AT = —s/), med s = W5 (7).
e Losningen dr 7' = T(r) = W/ A T, vilket man kan se genom att
l16sa Laplaces ekvation AT = 01iomradet 0 < r < a (dvs dar

kélltermen &r noll) och sedan identifiera punktkéalltermen. Inte-
grationskonstanten 77 ar fortfarande obestamd.

e Virmestrommen ar ¢ = —A\VT = —f)\%—z = 42{272. Detta ar bra
eftersom vi darmed kan verifiera att
/ g-ds =Ww.
[71=a

Dvs varmeeffekt fran kallan ar lika med varmestrom per tidsenhet
ut genom ytan.

e Den totala varmeenergin i sfaren ges av integralen H = fv cpTdV.
For en konstant temperaturférdelning Ty = 0 (som vid ¢ = 0) blir
detta Hy = cpTy 4”“ = 0. For var stationdra l6sning géller

H = c,oT1 + cp 47r/ mrdr

2)\

e Varmeenergin skall vara bevarad vilket ger 77. Svaret blir

) = 4174; (l N %) '
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