Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik
(FFM234 eller FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 23 oktober 2017 klockan 14.00-
18.00 i Maskinsalarna.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFM234 eller FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge
maximalt 60 poang totalt. For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang,
for betyg 4 kravs 36 poang och for betyg 5 kravs 48 poang.

Skriv din kurskod pa tentamensomslaget (FFM234 géller fran ldsaret 17/18,
FFM232 géller for dldre studenter).

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allménna principer:

e For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Géller aven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge ldgre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Lycka till!

1. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges):

(a) Vad ar ytintegralen [ F-dS, dar F = 22 och S ér enhetssfaren i
ovre halvplanet (z2 + y* + 22 = 1, 2 > 0) och normalvektorn till
S har en negativ z-komponent?

(b) Vad blir integralen [ 6(22 — m/2) sin(z)dx?
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(c¢) Vad blir den stationéra temperaturférdelningen inuti en endimen-
sionell stav med langden L och en konstant virmekalla s i hela
staven (med enhet [s] = Wm™'), givet virmeledningsformaga A,
homogena Dirichlet randvillkor samt T'(x,t = 0) = 07

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

2. Berakna integralen fsﬁ -dS, diar F = %2@”—153 och S ar den del av
sfaren (2?2 + y? + 2% = a?) som ligger inom konomradet x? + y* < 22,

z > 0 och normalvektorn till S &r uppatriktad. (10 podng)

3. Det vektorfilt som har den skaldra potentialen ¢ = « (dér « &r vinkeln
i cylindriska koordinater) kan (utanfor z-axeln) alternativt beskrivas

-

med en vektorpotential A.
(a) Finn en sadan vektorpotential med villkoret att den bara har en
p-komponent. (6 poding)
(b) Utnyttja sedan Gaugeinvariansen for att finna en annan vektor-
potential som uppfyller V - A =1 (utanfor z-axeln). (4 podng)

4. Troghetstensorn for nagon stel kropp i ett Cartesiskt koordinatsystem
(xyz) ges av

n” 0 0
I=L,|{0 1 0 :
0 0 1472

dar n ar ett reellt tal och Iy &r en konstant med enheten (massa x

lingd?). Ett roterat koordinatsystem (z'y'z') ges av transformationen:
¥=z Y=y =-x

Anvand tensorers transformationsegenskaper for att visa vad troghetstensorn

blir i detta roterade koordinatsystem. (10 poding)

5. Skriv ett uttryck for kélltatheten fran en elektrisk dipol i = p2 i
R3. Hirled ocksa ett uttryck for den elektrostatiska potentialen for
dipolfaltet pa stora avstand. (10 poding)

Ledning: Dipolmomentet p har enheten (laddning x lingd).

6. Betrakta det tvadimensionella problemet med tva punktladdningar (+¢
och —q) ldngs y-axeln pa avstandet a fran varandra. Det finns inga
andra kallor. Potentialen ¢(z,y) uppfyller Poissons ekvation i R?.
Ekvipotentialytan ¢ = 0 ligger pa linjen y = 0.

Skissa de tva ekvipotentialkurvorna ¢ = £3= In 2 och ange specifikt vid
vilka punkter som de skéir y-axeln. (10 poding)
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Losningsskiss for tentamen — Vektorfalt och
klassisk fysik (FFM234 och FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 23 oktober 2017 klockan 14.00-
18.00 i Maskinsalarna.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges):

(a) Vad ar ytintegralen [ F-dS, dir F = 22 och S ar enhetssfiren i
ovre halvplanet (z2 + 3? + 22 = 1, 2 > 0) och normalvektorn till
S har en negativ z-komponent?

(b) Vad blir integralen [ 6(22 — m/2) sin(z)dx?

(c) Vad blir den stationéra temperaturférdelningen inuti en endimen-
sionell stav med langden L och en konstant varmekalla s i hela
staven (med enhet [s] = Wm™!), givet varmeledningsformaga A,
homogena Dirichlet randvillkor samt T'(z,t = 0) = 07

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

Losning:
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(c) T(z) = 5x2(L — )
(notera att endim. [\] = WmK ~!; kan ses som [ A3pdS.)

2. Berakna integralen fsﬁ . dS, dir F = %fﬁizé’ och S ar den del av
sfaren (22 + y* + 22 = @?) som ligger inom konomradet x? + y? < 22,

z > 0 och normalvektorn till S &r uppatriktad. (10 podng)

Losning:

Ett snitt (zz-planet) av den aktuella ytan visas i figuren. Vi noterar
att vinkeln #, = /4 och att punkten zy = a/v/2.
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vilket vi kédnner igen som faltet fran en linjekalla langs z-axeln med
z-beroende styrka 27kz/a.

Vi kan losa uppgiften antingen genom direkt integrering eller genom
att utnyttja Gauss sats. Med direkt integrering behover man foljande
ingredienser:

e ytelementet: dS = a?sin 6dfdpr.

k(acos®)/a ~ kcosf »
asin @ as1n0p

e Filtet langs ytan: ﬁ|7~—a =

e Ytintegralen ger svaret:
I= fSF dS = {#-p=sinh} = 27Tk;af0 sin 6 cos 0df) =

Med utnyttjande av Gauss sats far vi forst sluta ytan med en botten-
platta vid z = z3. Den inneslutna volymen blir da den del av klotet
r < a som ligger ovanfor zp. Ytintegralen genom den extra ytan ger
inget bidrag eftersom dess normalriktning ar vinkelrat mot féltet.

Sedan konstaterar vi att divergensen av faltet kan skrivas
- - 27k
V=50 (p),

sa att volymsintegralen blir

1_/v Fay = 2k [ zdz:L]m,

a a/ﬂ 2

vilket Overensstammer med svaret vi fick ovan genom direkt integrering.
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3. Det vektorfilt som har den skaldra potentialen ¢ = « (dér « &r vinkeln
i cylindriska koordinater) kan (utanfor z-axeln) alternativt beskrivas
med en vektorpotential A.

(a) Finn en sadan vektorpotential med villkoret att den bara har en
p-komponent. (6 podng)

(b) Utnyttja sedan Gaugeinvariansen for att finna en annan vektor-
potential som uppfyller V - A =1 (utanfor z-axeln). (4 podng)

Losning:

e Vektorfiltet blir F = —ﬁ(b = —% i cylindriska koordinater.

e En vektorpotential A skall ge ovanstaende falt genom F=VxA.
Vi far féljande tre differentialekvationer

16oz*Az - azAa - Oa
p

1
0.A, — 0,A, = ——,
p
1
; [0p(pAa) — 0aAy] = 0.
Vi forsoker finna en 16sning med det givna villkoret att komponen-

terna A, = A, = 0. Den forsta ekvationen blir automatiskt upp-
fylld. Den tredje ekvationen ger att A, = A,(p, 2). Tillsammans

med den andra ekvationen far vi da slutligen att A, = —=2 + f(p).
e Vi viljer 16sningen med f(p) = 0 vilket ger ett svar till (a)-
uppgiften
A=_Zp
P

e Med denna vektorpotential blir V-A=0. Men valjer vi istallet
f(p) = p/2, dvs vektorpotentialen

- z
A:(__—i_B)ﬁ?
p 2

sa uppfyller vi (b)-uppgiftens villkor att V-A=1.
Notera att det finns flera losningar som uppfyller detta villkor.
Man kan utnyttja Gaugeinvariansen och ldgga till ett godtyckligt
falt VA som valjs sa att divergensvillkoret uppfylls.
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4. Troghetstensorn for nagon stel kropp i ett Cartesiskt koordinatsystem
(xyz) ges av

n” 0 0
I=L, 0 1 0 ,
0 0 1472

dér n &r ett reellt tal och Iy &r en konstant med enheten (massa X

lingd?). Ett roterat koordinatsystem (2'y'2') ges av transformationen:

¥=z Y=y =-u

Anvand tensorers transformationsegenskaper for att visa vad troghetstensorn
blir i detta roterade koordinatsystem. (10 podng)

Losning:

Den givna koordinattransformationen kan skrivas med indexnotation
¥, = Ljx;. Elementen i transformationsmatrisen far vi genom att

derivera L;; = 0z} /0x;, vilket ger

0
L=|0
-1

O = O

1
0
0

Notera gérna att det(L) = +1, dvs det ar fortfarande ett hogersystem.
Med tensorers transformationsegenskaper far vi att troghetstensorn i
det roterade koordinatsystemet &r Ij; = LixLjly = LI (L"), eller
explicit som en matrismultiplikation

0 01 7 0 0 00 —1
r=0 10]L[{0 1 o 01 0

~10 0 00 1+n2/ \1 0 0

0 0 1 0 0 —n? 1+72 0 0
=0 10 0 1 0 |=L| 0o 10

—10 0/ \1+72 0 0 0 0 »

Svaret ar rimligt eftersom den givna transformationen motsvarar en
rotation 90° moturs runt y-axeln. Vi hamnar i ett nytt koordinatsystem
som fortfarande sammanfaller med kroppens huvudtroghetsaxlar, men
dar tva av axlarna har bytt plats jamfort med det ursprunliga systemet.
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5. Skriv ett uttryck for kalltdtheten fran en elektrisk dipol i = pZ2 i
R3. Hirled ocksa ett uttryck for den elektrostatiska potentialen for
dipolfiltet pa stora avstand. (10 podng)

Ledning: Dipolmomentet g har enheten (laddning x langd).

Losning:

Vi lagger punktdipolen i origo. En dipol ji = 2 motsvarar en laddning
q = £ i punkten (z,y,2) = (0,0,¢) och en laddning —¢q = —£ i origo.
Kalltatheten kan skrivas

p(7) = g(s@’)(f— e) — g(s@ (7).

Alternativt kan vi ldgga punktladdningarna i z = =£¢/2. Det blir
samma falt for r/e > 1.

Potentialen fran de bada laddningarna tillsammans blir (notera perme-
abiliteten fran Maxwells forsta ekvation)

Y L UL
2of(F) = 4P — ez dmr’

Nu vill vi studera hur detta uttryck kan skrivas vid stora avstand. Vi

kan skriva |77 — 2| = \/0? + (2 — )2, och om ¢ &r litet (¢/p,¢/2 < 1)
blir detta \/0? + 22 — 2e2 = V12 — 2ez = r(1 — ). Darfor far vi
1 €2
~ (145,
7" — 2] r( 7"2)

Hér har vi anvéant Taylorutvecklingarna v/1 — 2 = 1 — £ 4+ O(z?) samt
— =142+ 0O(z?).

Potentialen blir

o1 ( €z> 1 [z [t cos 6
N—|=-|1l+=)—=|= = 1
£09(7) Ame {r + r2 r 473 4mr? (1)
Mer generellt kan man skriva den elektrostatiska potentialen fran en
dipol fi:
lper
o dard

[ vart fall var alltsa ji = p2 dipolmomentet (som alltsa ges av produkten
av laddningen £ och separationsvektorn £2).
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6. Betrakta det tvadimensionella problemet med tva punktladdningar (4¢
och —q) langs y-axeln pa avstandet a fran varandra. Det finns inga
andra kéllor. Potentialen ¢(x,y) uppfyller Poissons ekvation i R?.
Ekvipotentialytan ¢ = 0 ligger pa linjen y = 0.

Skissa de tva ekvipotentialkurvorna ¢ = 45= In 2 och ange specifikt vid
vilka punkter som de skér y-axeln. (10 podng)

Losning:
Potentialen skall uppfylla A¢ = —p i R? med laddningsfordelningen

p= a6 (F = 59) — 00?7 + 59).

2 2

dar lagesvektorn ges av 7 = z + yy. Laddningarna maste ligga sym-
metriskt runt y = 0 for att kunna fa en ekvipotentialyta dar. Losningen
ar alltsa potentialen fran tva stycken punktkillor i R? (se formelsam-
ling, eller identifiera situationen med den analoga potentialen fran en
linjekélla i tre dimensioner)

q , |I"—39|
x,y) = ——In— —.
o(z,y) 2 |7+ 49|
Vi infor den dimensionslosa storheten 7 som
- a 2 a)2
™~ 39l 7+ (y — §)
n(l’7y) = 1= [ = 2
7+ 591 22+ (y+9)

vilket hjélper oss att konstatera att 16sningen uppfyller ¢(z,y = 0) =0
eftersom n(xz,y =0) = 1.

Vi séker nu ekvipotentialytorna ¢ = £5LIn2 = ¢.. Var situation &r
helt (anti-)symmetrisk under y — —y sa det ricker att explicit hitta
den ena av dessa ytor (kurvor i tva dimensioner). Vi fokuserar pa ¢,

och vill alltsa hitta kurvan som ger In(n) = —In(2), eller 2 = 1/n.
Detta ger
2, 2,0 2, 2,0
A(z° +y +Z—ya) =z°+y +Z+ya,

vilket efter kvadratkomplettering ger en ekvation for en cirkel

z® + —§a2—2—a2
¥y=5%) —\3) -
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Denna cirkel har centrum i (0,5a/6) och skéir y-axeln vid foljande tva
punkter (z = 0):

5 2a 3a/2
Vi far precis motsvarande cirkel i det nedre halvplanet for ekvipoten-

tialkurvan ¢_. Cirklarna bor skissas i 1osningen.
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