Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 14 augusti 2017 klockan 14.00-
18.00 i Maskinsalarna.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poing
totalt. For att bli godkind med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs
36 poang och for betyg 5 krivs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For full (10) poéang kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Galler d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) kan ge lagre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Lycka till!

1. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges):

(a) Ange vérdet av tangentlinjeintegralen ¢, F-dF, dir F = Fob(yz +
x3)/(x*+y?) och den slutna kurvan C parametriseras enligt (z,y, z) =
b(cost,sint,0), 0 <t < 2.

(b) Berékna [ 0(2z — ) sin zdz.

(c) Ange for vilken enhetsvektor 71 riktningsderivatan av funktionen
#(#) = sin?0/r® i riktningen 7 i punkten (x,y,z) = (1,0,0) &r
maximal. (Svaret kan ges i termer av Cartesiska eller sfiriska
basvektorer i punkten ifraga, det spelar ingen roll, bara det framgar
vilket.)
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(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 podng for alla tre.)

2. (a) Vad blir foljande derivator pa vektorfiltet A = r#:
(i) V- A; (i) V x 4; (i) AA; (iv) V- (V x A); (v) V x (V x A)?
(5 poing)
(b) Fem olika tvadimensionella vektorfélt visualiseras i figurerna (1)—
(5). Ange for samtliga huruvida divergensen och rotationen (z-
komponenten) ér noll, positiv eller negativ. (5 podng)
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3. (a) Forenkla uttrycket e;xex
(4 podng)
(b) Kroneckers delta &r en invariant tensor. Vad menas med detta?
(2 podng)

(c) Anvind transformationsegenskaper for att visa att Kroneckers
delta &r en invariant tensor. (4 podng)
Ledning: En tensor skall uppfylla transformationsregeln T]; =
LyLj, Ty, dir L d@r transformationsmatrisen som ocksa relaterar
ortsvektorerna i de tva koordinatsystemen x}, = L;;x;.

/ﬁ.dg,
S

Fysik, Chalmers Page 2 Examinator: C. Forssén

4. Beriakna integralen
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dar S ar ytan 22 + y? + 22 = @® for z > 0 och filtet ges av

™

q
4r(? + y? + 22)3/2

F= a—g (axi + ayy + 2°2) +

(22 +yy + 22)

med konstanter a, Fy och q. (10 podng)

5. Temperaturfordelningen pa ytan av en sfiar med radien R ges av
T(r=R,0,p)=T,+ T cosb.

Bestdam den statiska temperaturfordelningen inuti sfaren. Det finns
inga varmekéllor i omradet r < R. (10 podng)

6. Betrakta en punktladdning med laddning ¢ i punkten z = a utanfoér en
metallisk sfar med radien R (sfirens centrum ligger i origo och a > R).
Inuti sfaren och pa dess rand géller ¢(r < R, 0, ¢) = 0.

(a) Ge ett uttryck for den elektrostatiska potentialen langs den nega-
tiva z-axeln, dvs finn ¢(z = 0,y = 0, 2) f6r z < 0. (5 podng)

(b) Berdkna den inducerade ytladdningen pa sfaren som en funktion
av vinkeln 0 (fran z-axeln). (3 podng)

(c) Vad blir den totala inducerade ytladdningen pa sfaren (dvs inte-
grerad over hela ytan)? (2 podng)

Fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén



Losningsskiss for tentamen — Vektorfalt och
klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 14 augusti 2017 klockan
14.00-18.00 i Maskinsalarna.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Svar:

2. Losning:

(a) () V- A=L10,(%) = 3; (il) Vx A=0; (iii) AL = V(V- A) —
V x (V x A) = V(3) =V x (0) = 0; V)V(VXA):()(antid
sant); (v) Vx (Vx A)=V x (0)=0.

(b) Divergens och rotation kan uppskattas baserat pa faltens utseen-
den. Alternativt kan explicita uttryck for falten ansattas.

V- A|lVxA
Falt (1) ser ut som A = r. >0 0
Félt (2) ser ut som A = . 0 0
Félt (3) ser ut som A = zz. >0 0
Félt (4) ser ut som A = —yz + zy. 0 >0
Filt (5) ser ut som A = z7. 0 >0
3. Losning:
(a) Forst noterar vi att g;pem = 0 om ¢ # j eftersom minst en av

e-tensorerna da kommer att bli noll.

Vi studerar nu fallet i« = j = 1 och finner att ey = 2 (bara
termerna £123€123 = 1-1och £132€132 = (-1) : (—1) ar nollskilda).
Vi far samma resultat for ¢ = j = 2 och ¢ = j = 3. Sammanfat-
tningsvis har vi alltsa att e;peu = 20;;.
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(b) Kroneckers delta &r en invariant tensor vilket betyder att den &r
oberoende av koordinatsystem: d;; = d;;.

(¢) Vi anvander transformationsregeln 0i; = LuLjm0un = LyLj. Vi
noterar vidare att transformationsmatrisen maste uppfylla LL! =
1 eller med indexnotation L;(L');; = 0;;. Notera att (L');; = Ly
sa att LyLj = 0;;. Alltsa har vi att (5ij = 0,5, vilket skulle visas.

4. Losning:

e Ytan ar en halvsfar med radien a.

e Faltet kan delas upp i de tva termerna F = ﬁl + ﬁg dar ﬁl ar
reguljart med divergensen V - F' = 2Fy/a medan F, ar faltet fran
en punktkéalla med styrkan 4¢q belagen i origo.

e For att berdkna bidraget fran F) kan vi anvinda Gauss sats, men
vi behover isf sluta ytan. Vi sluter den givna ytan genom att lagga
till en pottenplatta S; med normalen —2. Gauss sats ger oss att

L B ArFya?
f Fl-dS:/V-FldV: T
S+S51 1% 3

e Integralen over bottenplattan raknas enklast ut i cylinderkoordi-
nater (x = pcosp)

Y I L TFya?
/ Fl-dS:——S/ / (pcosp)® pdpdp = ———.
S1 a” Jo Jo 4

e den sokta ytintegralen for F, blir dérfor

L L L. 197Fa?
/Fl-dS:% Fl.ds_/pl.dSZM_
s S+ 1 12

e Ytan S upptar en rymdvinkel 27 (den técker dvre halvplanet sett
fran origo). Normalytintegralen for punktkallan blir darfor

= = 2T ¢
F-dS =qg— = =.
/S 2 Tr = 2

e Svaret ar fsﬁ-dgz W_‘_%.

Institutionen for fysik, Chalmers Page 2 Examinator: C. Forssén
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5. Losning:

Den sokta temperaturfordelningen skall uppfylla Laplaces ekvation AT =
0 inuti sfaren och Dirichlets randvillkor T'(r = R, 0, ) = Ty + T} cos 0
pa dess rand.

Vi gor ansatsen: T(r) = Ar? + Bricosf, vilken har fordelen att
den kommer att separera i en radiell- och en vinkeldel nar man eval-
uerar Laplacianen, samt att den ger forutséittning att reproducera rand-
villkoret. Vi finner att

A(Ar?) = Ap(p+ 1)rP—?
A(Bricosf) = B (q(q+1) —2)r"?cosf.

Bégge dessa termer maste vara noll oberoende av varandra for att
uppfylla Laplaces ekvation overallt. Vi forkastar dock de negativa
l6sningarna eftersom de skulle motsvara singulariteter i » = 0. Det var
givet att omradet inte innholl nagra kallor. Detta innebar att p = 0
och ¢ = 1. Samtidigt véljer vi integrationskonstanterna A och B sa att
randvillkoret uppfylls. Vi far l6sningen

T(r) =Ty —i—Tl%COS@.

6. Losningsmall:

e Vi infor en spegelladdning ¢’ = —q% belagen pa z-axeln, 2/ = RTQ,

dvs inuti sfaren. Den elektrostatiska potentialen utanfor sfaren

kan da skrivas . )
_ 4.7
o = o (Q n Q,) ,

dar o och ¢ ar avstanden till de respektive punktladdningarna.

(a) Lings negativa z-axeln giller att ¢ = a — z och ¢ = R*/a — z.
Dvs vi far att

1 1 ..
$(0,0,2) = e <a—z - m) for 2 < —R

e Vi tecknar ocksa uttrycket for potentialen dar avstanden uttrycks
1 sfariska koordinater mha cosinussatsen. Detta finns i formel-
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samlingen

1
(r2 4 a2 — 2racos )"/
B R/a
(r2 4+ RY/a? — 2r(R%/a) cos §)"/*
och vi noterar att detta givetvis ger samma resultat som ovan med
0 = —m och r = |z| l4ngs negativa z-axeln.

(b) Den inducerade ytladdningen fas fran uttrycket Z = <E+ — E_>
Vi har n = 7 for sfaren och kraftfz'ilt_qt fas fran E = —V¢. Inuti
sfaren ar ¢ = 0 och foljdaktligen ar £ = 0.

Vi behover alltsa den radiella delen av kraftféltet, £, = (—V¢), =

0r¢. De tva termerna i potentialen har samma generella form och
vi beraknar

o(r,00) = —

47’(’50

_ 1 _
O (P +A=Br) " = —S(2r = B) (i + A- Br) .

Vi skall evaluera detta pa sfarens yta dar r = R. Vi introducerar

ocksa den dimensionslosa storheten @ = a/R > 1. Efter nagra

steg far vi
= 1 a’—1
LA R

€0 _4W€0§(1+62—260050)3/z.

(c) For att hitta den inducerade laddningen skall vi integrera yt-
laddningstéatheten over sfarens yta S. Vi kan vél ana att detta
kommer att motsvara den spegelladdning som vi har introducerat
inuti sfaren for att uppfylla randvillkoret. Vi finner

sin 0df

wa = [ o(8)R?sinbdody = — L (a2 —1 /7r .
Oind /S ©) v 2< ) o (1+a%—2acosh)*?

Vi byter integrationsvariabel till £ = — cos# och far
1
q /.9 dt
Qina = —5 (@” —1 / :
2 ( ) 1 (14 a2 + 2at)*/?
Integralen gar att finna i Beta Mathematics Handbook. Vi far att

~ 1 _
Qina = q (a° — 1) D] = —q/a,

precis som vi anade.
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