Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Tisdagen den 20 december 2016 klockan 8.30-
12.30 i Maskinsalarna.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poang
totalt. For att bli godkind med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs
36 poang och for betyg 5 krivs 48 poéng.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvintas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger mindre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag dven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpodng.

Lycka till!

1. Véarmeledningsekvationen lyder

T
c,o%—]f —MNT =5

Svara nu pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges):

(a) Forklara vad symbolerna ¢, p, T'; A och s star for och ge deras
SI-enheter.

(b) Ge en fysikalisk tolkning av Dirichlets respektive Neumanns rand-
villkor for temperturfiltet pa randen till ett omrade.
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(c) En platta av stor utstrickning begrénsas av planen z = 0 och = =
d (dar d ar plattans tjocklek). Antag att temperaturférdelningen
vidt = 0 éar T (x) = To%. Bestdm den stationéra temper-
aturfordelningen givet att ingen virme passerar genom begransnings-

ytorna for ¢ > 0.
(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)
2. Rita en tydlig faltbild i xy-planet for det tvadimensionella hastighetsfaltet
U = —voxx + voyy.

Omradet skall inkludera bade positiva och negative varden pa x och y.
Finns det nagra kéllor och/eller virvlar? (10 podng)

3. (a) Anvénd transformationsegenskaper for att visa att gradienten av
en skaldr &r en vektor. (5 podng)
Ledning: En vektor skall uppfylla transformationsregeln v; = L;;v;,
ddar L dr transformationsmatrisen som ocksa relaterar ortsvektor-
erna i de tva koordinatsystemen x; = L;jx;. For en skaldr gdller
s'=s.

(b) Visa att foljande samband géller for produkten av tva Levi-Civita

tensorer med ett summationsindex €;x€xim = 0i0jm — dim0ji-

(5 poing)
/ﬁ«ﬁ,
S

= a® for z > 0 och filtet ges av
S F

F = —(2) (azd + ayy + 2°2) ,

a

4. Beriakna integralen

dar S ar ytan 22 + y? + 22

med konstanter a och Fy. (10 podng)

5. Betrakta en platta med tjockleken a i y-led, oandlig utstrackning i
positiv z-led samt i +z-led (se figur). Notera att den oéndliga ut-
strackningen i z-led gor att problemet effektivt sett blir tvadimensionellt.
Inuti plattan géller Laplaces ekvation A¢ = 0. Dessutom géller rand-

villkoren
¢(z,y =0) = ¢(z,y =a) =0
AL, Y)ly oo =0
¢(x = 0,y) = gosin(my/a).

Finn 16sningen ¢(x,y). (10 podng)

Ledning: anvind variabelseparation, dvs skriv ¢(x,y) = X ()Y (y).

Fysik, Chalmers Page 2 Examinator: C. Forssén
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Figure 1: Uppgift 5: Plattor med randvillkor.

6. Betrakta en cirkelskiva i zy-planet med radien a. Inne i omradet géller
Poissons ekvation for nagon allmén laddningsfordelning. Pa randen
géller Dirichlets homogena randvillkor ¢(p = a) = 0. Visa att foljande

funktion
1 0—p' 1 /
G(p,p") = —5-log P af — +2—10g£
S v

ar en Greensfunktion for denna situation. I uppgiften ingar alltsa att
inse vad det ar som skall verifieras. Aven ett tydligt resonemang kring
detta kan ge delpoéng. (10 podng)

Fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén



Losningsskiss for tentamen — Vektorfalt och
klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Tisdagen den 20 december 2016 klockan
08.30-12.30 i M-huset.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Varmeledningsekvationen lyder

Cp%—z —M\T =5

Svara nu pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges):
(a) Forklara vad symbolerna ¢, p, T, A och s star for och ge deras
SI-enheter.

(b) Ge en fysikalisk tolkning av Dirichlets respektive Neumanns rand-
villkor for temperturféltet pa randen till ett omrade.

(c) En platta av stor utstrickning begrénsas av planen z = 0 och z =
d (dar d ar plattans tjocklek). Antag att temperaturfordelningen

vid t = 0 ar T'(z) = Toz(jg“). Bestdm den stationéra temper-
aturfordelningen givet att ingen varme passerar genom begransnings-

ytorna for ¢ > 0.

Losning:

(a) ¢ varmekapacitivitet [J/(kg K)]; p: densitet [kg/m?]; T: temper-
atur [K]; \: virmeledningsformaga [J/(m s K)]; s: virmekalltathet
[J/(m?* s)].

(b) Dirichlets randvillkor betyder konstant temperatur pa randen som
t.ex. nar omgivningen kan betraktas som en oandligt stor reser-
voar. Neumanns randvillkor innebar att gradienten av temper-
aturfaltet ar konstant, dvs att varmeflodet in eller ut genom ytan
ar konstant. Ett homogent Neumannvillkor innebar en perfekt
isolering.

(c) Stationér 16sning med givna randvillkor kan bara fas i avsaknad
av varmekallor. Isoleringen gor att den totala varmeenergin ar
bevarad och temperaturen blir konstant 7'(z) = T /6.
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2. Rita en tydlig faltbild i xy-planet for det tvadimensionella hastighetsfiltet
U= —0oTT + Voyy.

Omradet skall inkludera bade positiva och negativa varden pa x och y.
Finns det nagra kéllor och/eller virvlar?
Losning:

Hastighetsfiltet ar divergensfritt (V-7 = 0) vilket innebér att det finns
en potential. Denna blir

or.y) = 5~ ).

diar A ar en positiv konstant. Divergensfrihet innebér avsaknad av
killor. Hastighetsfiltet dr ocksa rotationsfritt (V x ¥ = 0) vilket in-
nebar avsaknad av virvlar.

En faltbild (potential och faltlinjer) visas nedan. Notera att det finns
omraden dar hastigheten ar noll. Vi noterar ocksa att faltlinjerna blir
parallella med x- och y-axlarna nar vi kommer tillrackligt nara. Vi
kan darfor tdnka oss dessa som fasta viaggar och att vart hastighetsfalt
beskriver strommen vid ett horn.

y(au)
o

3. (a) Anvénd transformationsegenskaper for att visa att gradienten av
en skalar ar en vektor.
Ledning: En vektor skall uppfylla transformationsregeln v; = L;;v;,

Institutionen for fysik, Chalmers Page 2 Examinator: C. Forssén
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ddar L dr transformationsmatrisen som ocksa relaterar ortsvektor-
erna i de tva koordinatsystemen x; = L;jx;. For en skaldr gdller
/

s’ =s.

(b) Visa att foljande samband géller for produkten av tva Levi-Civita
tensorer med ett summationsindex €;x€xim = 9i0jm — dim0ji-

Losning:

(a) Vi forsoker uttrycka gradienten av skaldren i det primade koordi-
natsystemet i termer av samma uttryck i det oprimade.
g .,  0¢ 0z 0p

(Vo); = =—¢' = B2, 0n/ i D

= o — L

= Lij(V9);,

vilket visar att (V¢); transformerar som en vektor. Hér har vi
utnyttjat kedjeregeln, transformationen x = L;;x;, samt att ¢’ =
¢ eftersom det ar en skaléar.

(b) Cyklisk permutation ger
EijkEkim = €ijkEimk = 0i10jm — OimOji- (1)

Det inses latt att ¢ # j och [ # m. Vidare inses att paret ¢j maste
vara lika med Im eller ml. Betrakta t.ex. i,j € [1,2]. Da kommer
enbart £k = 3 termen fran summan att bidra och vi har féljande

mojligheter
ijk Imk Resultat
123 123 =1
123 213 =-1 (2)
213 123 = -1
213 213 =1,
vilket motsvarar exakt kombinationen av deltafunktioner i Ekv
(1) ovan.

4. Beriakna integralen

/ﬁ~d§,
S

dar S ar ytan 22 + y? + 22 = a? for z > 0 och filtet ges av
Fy

F= —= (az + ayg + 2°2) ,

Institutionen for fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén
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med konstanter a och Fj.
Losning:

e Ytan ar en halvsfar med radien a.
e Faltet ar reguljart med divergensen V - F= 2Fy/a.

e Vi sluter ytan genom att lagga till en pottenplatta S; med nor-
malen —z. Gauss sats ger oss att

2
.f Fdsz/vwmvzh%f
S+51 1% 3

e Integralen over bottenplattan raknas enklast ut i cylinderkoordi-
nater (x = pcosp)

- F
/ ds = / / (pcosp) % pdpdyp = I 0
s 4

e och svaret blir darfor
2
/F~dS—7{ F.dg_/p.dg—m.
s S+5; Si 12

5. Betrakta en platta med tjockleken a i y-led, oandlig utstrackning i
positiv z-led samt i +z-led (se figur). Notera att den o#ndliga ut-
strackningen i z-led gor att problemet effektivt sett blir tvadimensionellt.
Inuti plattan géller Laplaces ekvation A¢ = 0. Dessutom géller rand-

villkoren
¢(z,y =0) = ¢(z,y =a) =0
$(.y), e = 0
o(r =0,y) = ¢psin(ry/a).
Finn 16sningen ¢(z,y).
Ledning: anvind variabelseparation, dvs skriv ¢(z,y) = X (z)Y (y).
Losning:

Inséttning av ansatsen i Laplaces ekvation och division med ¢(x,y) ger

1d*X 1d%
—— 4+ =—-=0.
X dz? Y dy?
Eftersom detta skall vara sant i hela omradet maste %d—X C =
il/‘ég, dar C' ar en konstant. Resultat blir tva ordinara differential-
ekvatloner 2x 2y
=X, — = —k%.
dz? dy?

Institutionen for fysik, Chalmers Page 4 Examinator: C. Forssén
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Vi kunde ha valt motsatt tecken, dvs —k? i HL pa den forsta ekvationer
och +k? pa den andra, men just detta val ger 16sningarna

X(z) = Ae* + Be™* Y (y) = Csin(ky) + D cos(ky).

Da kan vi fa korrekta randvillkor genom att sitta A =D =0, BxC =
¢o, samt k = 7/a. Detta ger ndmligen 16sningen

o(x,y) = poe " sin(my/a).

6. Betrakta en cirkelskiva i zy-planet med radien a. Inne i omradet géller
Poissons ekvation fér nagon allmén laddningsfordelning. Pa randen
géaller Dirichlets homogena randvillkor ¢(p = a) = 0. Visa att foljande

funktion
o 1 = >y 1 /
G5, 7") = =5 log | L—E— | + —log &
TP wpP Toa

ar en Greensfunktion for denna situation. I uppgiften ingar alltsa att
inse vad det &r som skall verifieras. Aven ett tydligt resonemang kring
detta kan ge delpoang.

Losning:

For att verifiera att detta ar korrekt Greensfunktion skall vi visa att

e Den loser Poissons ekvation for en punktkalla med styrkan 1 i
punkten p” inne i cirkelskivan, dvs AG(p, p’) = —6(p'— p’), inne
i omradet. Notera att Laplacianen verkar pa p-koordinaten.

e Den uppfyller randvillkoren, dvs G(p,")|,_, = 0 Vp".

For att visa att randvillkoren ar uppfyllda for den givna Greensfunk-
tionen bor man rita en figur och visa att kvoten av de avstanden i den
forsta logaritmen &r lika med p'/a. Detta ar enkelt for fallet da p’ ar
parallell eller antiparallell med p”. For det allménna fallet anvander
man cosinussatsen.

Vad géller Laplacianen sa noterar vi att derivatan ar diskontinuerlig i
punkten p'= p’. Utanfor denna géller att G(p,p")|,—, = 0. Losningen
motsvarar potentialen for en linjekélla med styrka 1 genom p’.
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