Tentamen — Vektorfdlt och klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 24 oktober 2016 klockan 14.00-
18.00 i M-huset.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator samt Olle Bran-
ders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Tobias Wenger (0730-381 453). Besoker ten-
tamenssalen cirka kl 15 och kl 17.

FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poing
totalt. Till detta tillkommer eventuella bonuspoéng fran inlamningsuppgifter
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poéang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvintas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Géller d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger mindre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag &ven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade losningar kan ge delpodng.

Lycka till!

1. Svara pa foljande delfragor (endast svar skall ges):

(a) Skissa nivaytor och féltlinjer for en punktkalla, dvs ¢ = ﬁ och

—»_ 1 N
F = ozl

(b) Berékna integralen [*°_¢'(z) cos(z)dz, (notera derivatan).

(¢) Teckna foljande tre uttryck med indexnotation: (i) @- (b x &), (ii)
Ma, (iii) MIN, dér d, b, ¢ ar vektorer och M, N ar 3 x 3 matriser.

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poding for alla tre.)
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2. Maxwells ekvationer ar

v.E=L, (1)
€0
S o 0B
EF=—— 2
V-B=0, (3)
S . oF
V X B=pyj+ Hofo oy (4)

(a) Anvéind Faradays induktionslag, U = —d®/dt, for att visa Maxwells

andra ekvation V x E = —%?.
flodet genom en yta S och U &r den inducerade spanningen langs

randen 0S. (5 podng)

(b) Anvind Maxwells ekvationer for att visa att kontinuitetsekvatio-
nen dp/ot = =V - 7 ar uppfylld for p(7,t) = elektrisk laddnings-
tathet och J(7,t) = elektrisk stromtéthet. (5 podng)

Notera att & ar det magnetiska

3. Ett klot med radien R har ett litet klot med radien 7y urkarvad ur sig
(se figur). Bada kloten &r centrerade i origo. Omradet mellan radierna
ro och R har en konstant massdensitet pg. Notera att gravitationsfalt
ar kontinuerliga (till skillnad fran elektriska félt som ju har diskonti-
nuiteter vid ytladdningar). Gravitationspotentialen uppfyller Poissons
ekvation (vi antar att vi anvénder smarta enheter sa att Newtons kon-
stant G = 1)

A®(r) = p(r). (5)
Notera att tecknet 1 Poissons ekvation ar motsatt mot vad man har for
elektriska falt, detta beror pa att tva massor attraherar varandra.

(a) Beriikna gravitationsfiltet F = —V®(r). Skissa den radiella kom-
ponenten F,.(r) som en funktion av r. (7 podng)

(b) Om man betraktar filtet i en punkt 7 déar r = |7] > R sa ser féltet
ut som filtet fran en punktkélla. Vilken massa (styrka) har en
punktkélla som producerar samma falt? (2 podng)

(c) Hur ror sig en liten testmassa som placeras (utan initialhastighet)
i gravitationsféltet i omradet r < 97 (1 podng)

(10 poing)
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Po

Figure 1: Klotet till gravitationsuppgiften.

4. Betrakta de tre vektorfalten: ﬁl = péy, ﬁg = z€, och ﬁg = z€,.

(a) Vilket av dessa tre falt kan skrivas i termer av en vektorpotential?
(2 podng)

(b) Ange en explicit form fér en vektorpotential, /T, som ger detta
falt. (4 podng)

(¢) Samma som (b) men med det extra (gauge-)villkoret att V-A = 0
(detta kan alltsa vara samma vektorpotential som du redan har
konstruerat). (4 podng)

5. 1T en mycket lang homogen cylinder med radien R kan temperatur-
fordelningen skrivas T = T'(p, ) i cylindriska koordinater, dvs tem-
peraturen kan antas vara z-oberoende. Den stationara temperatur-
fordelningen i cylindern uppfyller Laplaces ekvation

AT(p,6) = 0. (6)

(a) Berdkna temperaturfordelning i hela cylindern givet Dirichlet randvil-
lkoret T'(R,0) = Ty + 11 cos . (6 podng)

(a) Berékna viarmeflodet genom den halvan av cylinderytan som beskrivs
av p =R, —71/2 < 0 < 7/2 (streckade halvan i Figur 2.). Kom-
mentera kort svaret och ange om varmen flodar in eller ut och ange
dven enheten pa det beriknade varmeflodet. (Varmestromtatheten
berdknas med ¢ = —)\ﬁT(p, 0), dar A ar en materialberoende kon-
stant som antas vara kénd.) (4 podng)
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Figure 2: Cylindern i genomskérning. Cylindern antas vara mycket lang och
dérmed blir losningen z-oberoende.

6. Betrakta Poissons ekvation A¢ = —p i det endimensionella omradet
{z : 0 < 2 < L} med Dirichlets homogena randvillkor. For detta
problem ar Greensfunktionen

_ (l—x—/)x 0<z<a,
G(x,x’)—{ (1—%)x’ <z <L.

(a) Anvénd denna Greensfunktion for att berdkna potentialen for tva
punktladdningar i det givna omradet (med de givna randvillko-
ren): En laddning +¢ i punkten L/2 + £/2 och en laddning —q i
punkten L/2 —¢/2 dér ¢ &r en kort stricka. (6 podng)

(b) Verifiera att den givna Greensfunktionen verkligen &r korrekt. I
uppgiften ingar alltsa att inse vad det ar som skall verifieras. Aven
ett tydligt resonemang kring detta kan ge delpoéng.(4 poding)
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Losningsskiss for tentamen — Vektorfalt och
klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 24 oktober 2016 klockan
14.00-18.00 i M-huset.
Losningsskiss:  Christian Forssén och Tobias Wenger

Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Svara pa foljande delfragor (endast svar skall ges):

(a) Skissa nivaytor och féltlinjer for en punktkélla, dvs ¢ = = och
F =L
472

(b) Beriikna integralen [ #'(z) cos(x)dz, (notera derivatan).

(¢) Teckna foljande tre uttryck med indexnotation: (i) @- (b x &), (ii)
Ma, (iii) MN, dér @, b, ¢ &r vektorer och M, N ar 3 x 3 matriser.

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)
Losning:

(a) Nivaytorna blir sfarer (cirklar i genomskéarning vilket isf bor papekas)
medan faltlinjerna blir stralar ut fran origo (dvs tiktade i positiv
7-led.

(b) 0.
(C) (1) a- (5 X 5) = CLiEijkbjCk7 (11) Ma = Mijaj, (111) MN = Mszkj

2. Maxwells ekvationer ar

V- E=2 (1)
€0
e 0B
VXE=—— 2
V-B=0, (3)
. . oF
V X B = poj+ Hoto 5 (4)
t
(a) Anvénd Faradays induktionslag, U = —d®/dt, for att visa Maxwells
andra ekvation V x E = —%—?. Notera att ® ar det magnetiska

flodet genom en yta S och U &r den inducerade spanningen langs
randen 0S. (5 podng)
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(b) Anviand Maxwells ekvationer for att visa att kontinuitetsekvatio-
nen dp/0t = —V - 7 ar uppfylld for p(7,t) = elektrisk laddnings-
tathet och J(7,t) = elektrisk stromtéthet. (5 podng)

Losning:

Se kurskompendium, avsnitt 11.2.

3. Ett klot med radien R har ett litet klot med radien ry urkarvad ur sig
(se figur). Bada kloten &r centrerade i origo. Omradet mellan radierna
ro och R har en konstant massdensitet pg. Notera att gravitationsfalt
ar kontinuerliga (till skillnad fran elektriska falt som ju har diskonti-
nuiteter vid ytladdningar). Gravitationspotentialen uppfyller Poissons
ckvation (vi antar att vi anvinder smarta enheter sa att Newtons kon-
stant G = 1)

AD(r) = p(r). (5)

Notera att tecknet i Poissons ekvation ar motsatt mot vad man har for
elektriska falt, detta beror pa att tva massor attraherar varandra.

(a) Beriikna gravitationsfaltet F = —V®(r). Skissa den radiella kom-
ponenten F,.(r) som en funktion av r. (7 podng)

(b) Om man betraktar féltet i en punkt 7 dér r = |r] > R sa ser féltet
ut som filtet fran en punktkélla. Vilken massa (styrka) har en
punktkélla som producerar samma falt? (2 podng)

(c) Hur ror sig en liten testmassa som placeras (utan initialhastighet)
i gravitationsféltet i omradet r < r9? (1 podng)

Po

Figure 1: Klotet till gravitationsuppgiften.

Losning:
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Starisk geometri med konstant kallfordelning, perfekt for att 1osa med

Gauss sats. Med F,.(r) = —V®(r) skriver vi Poissons ekvations som
V- (Ve(r)) = p(r) (6)
V- F=—p(r) (7)

och om vi integrerar bada sidor over klotet V' som har radien r, far vi
/ V. FdV = — / p(r)dvV (8)
och om vi applicerar Gauss sats pa vansterledet far vi

/ﬁ-d§: —/p(r)dV . (9)

Total innesluten massa

Eftersom V ar en klot har vi att dS = #r2sinf och geometrin sager
oss att pa konstant radie dr F,.(r) konstant sa vi kan enkelt berdkna
ytintegralen och fa fram

4rr?Fo(r) = —/p(r)dV. (10)

Rummet delas nu enkelt in i 3 olika delar med olika masstathet

r<ro, p(r)=0 (11)
ro <1 <R, p(r)=po (12)
r >R, p(r)=0. (13)

Eftersom ingen laddning innesluts i omrade 1 ser vi direkt att
EW(r) = 0. (14)

I omrade 2 finns en konstant masstéithet, vi behover darfor bara vet hur
stor volym som innesluter massa. Det inses relativt latt att volymen
som innesluter massa &ér klotet med radie r (med r i omrade 2) minus
den innersta tomma klotets volym (den innesluter ju ingen massa). Vi
far da

(15)

A2 F(2) - _
w2 () = —po (0 T

ur vilket vi enkelt 16ser ut

FO(r) = — (r - ﬁ) . (16)

4rd Aqrd )
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I omrade 3 innesluter vi all den massa som finns sa vi beh6ver endast
multiplicera py med den total volymen av skalet (dvs klotet med radie
R minus klotet med radie ry).

ATR® 47
47TT2F,,,(3) (7") = —po ™ - Uy (17)
3 3
po(R® —1d) 1
E®(r) = B e——t (18)
Slutsvaret for graviationsfaltet blir
FV(r)=0, r<a
Fr)={ K =—(r-%)%, a<r<R (19)
FO(r) = -2y > R
€ — o)
00 Fi(r)

Figure 2: Skiss av gravitationsfiltet (&ven potentialen visas, den efterfragas
dock inte i uppgiften). Héar har vi satt R = 2ry.

Vi kan lasa av faltet fran den ekvivalenta punktkallan genom att komma
ihag att filtet fran en puktkilla ar F.(r) = tZ5. Genom att jamfora
med vart falt i omradet 7 > R ser vi att vi har "styrkan” ¢ = =3¢ (R® —
r3)po. Utanfor volymen ser faltet alltsa ut som att det skapats av en

(attraktiv) punktkélla med kroppens totala massa.

En liten testmassa som placeras i omradet r < ry kommer att paverkas
av kraften Fr(l)(r) = 0 och kommer saledes inte réra pa sig alls. Den
beter sig som om det inte fanns nagon massa runtomkring (alla krafter
som paverkar den tar ut varandra pga den sfiriska symmetrin).

4. Betrakta de tre vektorfélten: ﬁl = péy, ﬁQ = zé, och ]33 = z¢,.
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(a) Vilket av dessa tre filt kan skrivas i termer av en vektorpotential?
(2 poiing)

(b) Ange en explicit form fér en vektorpotential, /T, som ger detta
falt. (4 podng)

(¢) Samma som (b) men med det extra (gauge-)villkoret att V- A =0
(detta kan alltsa vara samma vektorpotential som du redan har
konstruerat). (4 podng)

Losning:
(a) Endast falt F} &r divergensfri. Det kan alltsé skrivas i termer av en
vektorpotential. For de andra géller att V- Fy =1, V- F3 = z/p.

(b) Vektorpotentialen A skall uppfylla F =V x A vilket ger

1
Oz = 0.0 = F, =0

8ZA,) - 8pAZ == Fg =p

1
; (0p(pAg) — 0o Ay) = F. =0

En enkel 16sning till detta ar att satta Ag = A, =0 och A, = pz.
Dvs A = pPzEp.

(¢) Tyvérr &r ovanstaende losning inte divergensfri (V-A = 2z). Men
vi kan utnyttja gaugeinvariansen A — A+ VA och valja A sa att
V-VA=AA=-V A
Utgaende fran vart svar pa uppgift (b) valjer vi A = —23/3 vilket
ger VA = —22¢, och finner den divergensfria vektorpotentialen

A= pze,— 2%, (20)

5. 1 en mycket lang homogen cylinder med radien R kan temperatur-
fordelningen skrivas T' = T'(p,0) i cylindriska koordinater, dvs tem-
peraturen kan antas vara z-oberoende. Den stationira temperatur-
fordelningen i cylindern uppfyller Laplaces ekvation

AT(p, ) = 0. (21)

(a) Berdkna temperaturfordelning i hela cylindern givet Dirichlet randvil-
lkoret T'(R,0) = Ty + Ty cos 6. (6 podng)

Institutionen for fysik, Chalmers Page 5 Examinator: C. Forssén
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(a) Berédkna virmeflodet genom den halvan av cylinderytan som beskrivs
av p =R, —71/2 < 0 < 7/2 (streckade halvan i Figur 3.). Kom-
mentera kort svaret och ange om varmen flodar in eller ut och ange
dven enheten pa det beriknade varmeflodet. (Varmestromtatheten
berdknas med ¢ = —)\ﬁT(p, 0), dar X\ ar en materialberoende kon-
stant som antas vara kénd.) (4 podng)

Figure 3: Cylindern i genomskérning. Cylindern antas vara mycket lang och
darmed blir 16sningen z-oberoende.

Losning:

Vi borjar med att ansitta en allméan 16sning pa formen

T(p,0) = f(p) + g(p) cost (22)

dér vi har en term som foljer randvillkorets vinkelberoende och en term
som endast har ett radiellt beroende. Stoppar vi in denna ansatsen i
Laplace ekvation (kom ihag polar Laplaceoperator) far vi

;G_p (Pa—p) + ;G_p (Pa—p (9(p) cos 6’)) + E% (g(p) cosB) _(203)

vilket vi kan skriva om till

10 <p8f(,0)) _ (_12 (pag(p)) N g(g)) cosh—0  (24)

pOp dp pOp dp p

dér vi inser att bada termerna maste separat vara noll (pga att de har
olika vinkelberoende). Vi far da de tva ekvationerna

L2 (0 -

10 0[;(6/)/)) j(pp) _
( pap(p 3ﬂ>+p2>_0 (26)

Institutionen for fysik, Chalmers Page 6 Examinator: C. Forssén



Losningsskiss for tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM232)2016-10-24

Losningen for f(p) kan enkelt integreras fram till att vara
f(p) = Alogp+ B. (27)

Héar maste A = 0 da denna term har ett singulart beteende i p = 0.
For att 16sa ut g(p) ansétter vi g(p) = CpP och sétter in i ekvationen

CpP?(p*—1)=0 (28)
vilket 10ses av p = £1. Dvs vi ska ansétta
9(p) = Cip+Cs/p (29)

men vi ser genast att Cy ska vara noll da den termen har singulart
beteende i p = 0 (det &r ocksa filtet fran en linjekélla i z = 0 och
nagon sadan har vi ju inte). Slutligen har vi att beteendet for T'(p, 0)
ska vara

T(p,0) =B+ Cipcosb (30)

och genom att matcha till randvilkoret ser vi att
T(R,0) =Ty+ Ty cos® = B+ CiRcost (31)

dvs, B = Ty samt C; = T} /R. Slutlésningen for temperaturférdelningen
ar

T(p,0) =T+ % cos . (32)

Vi ska aven berdkna varmeflodet genom den hogra ytan av cylindern.
Normalen till denna yta pekar i p-led och vi behover bara rakna denna
komponenten utav varmestrommen

= -\ = — cos 0. 33
Vi betraktar en stracka z; —zyp = L av cylindern. Det totala varmeflodet
fas av integralen

. w/2
/q-dsz /cf-ﬁpd@dz:L/ q,Rdf
S S —7/2

w/2
= —)\TlL/ cos0df = —\T1 L [sin G]ﬂ/Q = —2)\T1 L.

/2 —/2

Vi kan dela med L for att fa varmeflodet per langdenhet. Méangden
varme som flodar in ar alltsa 2AT; genom den hogra delen utav cylin-
dern, métt i effekt per langdenhet (W/m i Sl-enheter).
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6. Betrakta Poissons ekvation A¢p = —p i det endimensionella omradet
{z : 0 < 2 < L} med Dirichlets homogena randvillkor. For detta
problem &r Greensfunktionen

, 1-%)z 0<z<a,
G(ac,x)—{ El—%L))x’ ¥ <ax<L.

(a) Anvénd denna Greensfunktion for att berékna potentialen for tva
punktladdningar i det givna omradet (med de givna randvillko-
ren): En laddning +¢ i punkten L/2 + £/2 och en laddning —g¢ i
punkten L/2 —¢/2 dér € &r en kort strécka. (6 podng)

(b) Verifiera att den givna Greensfunktionen verkligen &r korrekt. I
uppgiften ingar alltsa att inse vad det ar som skall verifieras. Aven
ett tydligt resonemang kring detta kan ge delpoéang.(4 poding)

Losning:

Situationen motsvarar en slags endimensionell dipol med randvillkor
®(0) = ¢(L) = 0. Laddningsférdelning kan skrivas

p(2") = +qd(x' — L)2 —e/2) — qd(x' — L/2 +¢/2), (34)
och 16sningen kan skrivas i termer av den givna Greensfunktionen
L
o) = [ Gl ol (35)
0

Pga Greensfunktionens utseende far vi betrakta tre separata omraden:

For x < L/2 —¢/2: Hiar ar G = (1 —2//L)x for bidragen fran bagge
punktkallorna och vi far

ng(x)—q<l—M)x—q<l—M>x——q%x. (36)

For o > L/2+¢/2: Har ar G = (1 — z/L)2’ for bidragen fran bagge
punktkallorna och vi far

0=0(1-3) (5+5)-00-5) (5-5) = v
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For L/2 —¢/2 <z < L/2+¢/2: Olika G {or de tva punktkéllorna.

oor=a1- 22 o (1 7) (4-5)
(- 2)(-5)

Potentialen kan med fordel skissas upp. Da ser man att den avtar
linjart fran noll vid x = 0 till —ge/2 vid x = L/2 — /2 for att sedan
Oka linjart till 4¢e/2 pa den korta strackan e och sedan avta linjért till
noll igen vid z = L.

Verifiera Greensfunktionen For att verifiera att detta ar korrekt
Greensfunktion skall vi visa att

e Den léser Poissons ekvation for en punktkélla med styrkan 11 2/,
dvs AG(z,2") = —0(z — '), inne i omradet {z : 0 < z < L}.
Notera att Laplacianen verkar pa z-koordinaten, dvs A = d?/dx?
i vart en-dimensionella fall.

e Den uppfyller randvillkoren, dvs G(0,2") = G(L,2") = 0 V2'.

Det ar enkelt att visa att randvillkoren ar uppfyllda fér den givna
Greensfunktionen (notera att z = 0 och x = L ligger i de tva olika
omradena).

Vad géller Laplacianen sa noterar vi att derivatan ar diskontinuerlig i
punkten x = z’. Utanfor denna géller

d N oo [ (1=%) 0<z<,
%G(x,x)—G(x,x)—{ z’ l’/<l’§L,

och folidaktligen att L,G(z,2') = G"(x,2') = 0, Vo # a/. Detta
motsvarar ett av de nodvandiga villkoren som en deltafunktion skall
uppfylla, ndmligen att d(z — 2’') = 0, Vo # 2’. Det andra villkoret
galler integralen 6ver en deltafunktion. Har visar vi att

/0 L(—G"(x,:v’))dx — 1.
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Integralen far enbart ett bidrag fran omradet med diskontinuiteten

'+ Ax

/0(—G"(x,a:’))dx: lim (—=G"(x,2"))dz

Axz—0+ ' —Ax

=G (a,2") - G (a,2")

x x
11— (=) =1
()

dér G och G’  betecknar forstaderivatan till véanster, respektive till
hoger, om diskontinuiteten vid x = 2. Detta avslutar vart bevis.
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