Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 15 augusti 2016 klockan 14.00-
18.00 pa Samhéllsbyggnad.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poang
totalt. Till detta tillkommer eventuella bonuspoéng fran inlamningsuppgifter
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvintas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning géller
foljande allmanna principer:

e For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Géller d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger mindre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag &ven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Lycka till!

1. Svara pa foljande delfragor (endast svar skall ges):

(a) Ange virdet av tangentlinjeintegralen foﬁ - dF, dér filtet F =
Foa(yz — x9)/(2* + y?) och den slutna kurvan C' parametriseras
enligt (z,y,z) = b(cost,sint,0), 0 <t < 2.

(b) Berdkna (8,01 — 6ix0j1)M;j My, dér M;; &r elementen i matrisen

M =

o O O
o o O
o O 2
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(c¢) Ange for vilken enhetsvektor i som riktningsderivatan i riktningen
7 av funktionen ¢ () = cos @/r? i punkten (z,vy, z) = (1/v/2,1/v/2,0)
dr maximal. (Svaret kan ges i termer av Cartesiska eller sfariska
basvektorer i punkten i fraga, det spelar ingen roll.)

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

2. (a) Berikna en enhetsnormal till ytan z%yz = —2 i punkten (1,2, —1).

(b) Bestim och skissa faltlinjerna till kraftfiltet F = =42+28
T4ty

(5 podng per korrekt besvarad deluppgift, totalt 10 poding)

3. Ett tvadimensionellt, kroklinjigt koordinatsystem med koordinater &
och 7 ges genom relationerna

asinh &
cosh & — cosn’
asinn

v= cosh& — cosn’

Finns det nagot villkor pa konstanten a for att systemet skall vara
ortogonalt? Bestam skalfaktorerna for ett sadant ortogonalt koordi-
natsystem och ange ett uttryck for gradienten av ett skalarfalt ¢(&,n).

(10 poing)

4. Vad &r vérdet av integralen [ F-dS, dir S ir en sfir med radien a
q _T—To

I med

och mittpunkt i origo medan vektorfaltet F ges av F =
ro=3(2 49— 2)? (10 podng)

5. Ytan till en mycket lang cylindrisk kavitet (kan betraktas som odndligt
lang) med radien a halls vid den elektriska potentialen ¢ (p = a, ¢, z) =
¢p cos 2, dar p, p,z ar cylindriska koordinater. Bestam det statiska
elektriska faltet i kaviteten. Skissera ekvipotentialytor och faltlinjer.

(10 poing)

6. I mitten av en sfar finns en radioaktiv kalla som avger konstant varme-
effekt W. Kallans storlek ar mycket mindre an sfarens radie a. Vid
ytan galler Neumanns randvillor for temperaturfaltet

aoT

— = konstant.
or

Finn ett uttryck for den stationara temperaturfordelningen i sfaren
givet att temperaturen var konstant 7'(7) = Ty vid ¢ = 0 och att
materialets varmekonduktivitet &r A (notera att vi inte &r intresserade
av den tidsberoende l6sningen som géller fram till stationérlosningen).
(10 poing) 2
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Tid och plats: Mandagen den 15 augusti 2016 klockan 14.00-
18.00 pa Samhéllsbyggnad.
Losningsskiss:  Christian Forssén.

Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebéra
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen ar nodvéndiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. (a) —27Fpa
(b) —a? — 2
(c) 2(=—0)
2. (a) Ytan kan betraktas som en nivayta till ett skalarfalt. Gradien-

ten till ett skalarfalt ar alltid vinkelratt mot dess nivaytor och
motsvarar alltsa ytans normalriktning.

Vo = 2xyzd + 2?29 + v2y2.
[ punkten (1,2, —1) blir detta 7 = —42 — g +22. En enhetsnormal
kan peka at tva hall och skall vara normaliserad. Svaret blir
. 1 N
n=+——= (42 — g+ 22).

V21

(b) Teckna de definierande ekvationerna: % = —y/(2? + y*) och
% = x/(2? +y?). Detta kan skrivas som en separabel differential-
ekvation f:ll—z = —y/xr = xdr = —ydy med losningen ‘%2 =

—% + C eller likvardigt 22 + y? = a®. Detta motsvarar cirklar i
xy-planet med mittpunkt pa z-axeln.

Riktningen fas t.ex. genom att studera den forsta kvadranten
(x > 0,y > 0) dér vi ser att  minskar med 7 och y ckar med 7.
Cirklarna genomlops alltsa moturs.

3. Basvektorerna fas fran g—? och g_? .
n
or a ) .
e = (cosh € —cos )’ (1 — cosh{ cosn, —sinh¢siny) ,
or a

877 - (COShg — COS 77)2 (_ SinhﬁSinn’ COShgcosn - 1) .
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Dessa vektorer ar ortogonala mot varandra for godtyckligt varde pa a.
Dock géller uppenbarligen att a # 0.

Skalfaktorerna ar a

he = b — 4
€777 cosh€ — cosny’

sa att ett uttryck for gradienten av ett skalarfalt blir

cosh ¢ — cosn@ n cosh ¢ — cosn@
a o a on

med de normerade basvektorerna

1

(cosh& — cosn)
1
éy = (cosh € —cosn) (—sinh ¢ sinn, cosh&cosn —1).

~

652

(1 — cosh & cosm, —sinh ¢ siny)

4. Singulariteten for faltet F ligger i punkten 7 = 75. Vi noterar att

70| = 33“\/5 =4/ g—ga vilket betyder att singulariteten ligger utanfor

sfaren som omsluts av ytan S. Vi kan alltsa anvinda Gauss sats.

Genom att definiera 7/ = 77 — 77 blir den sokta integralen

— At

q 7’ G q r G
_ 4 a5 =L . dS
47 S/ |'f_“,|3 47 S/ |7_“,|2 ’

I

och S’ ar ytan pa en sfar med radien a som tangerar origo.

For att applicera Gauss sats riknar vi forst ut V- F = L2 (r?E) =
0. Detta innebar att den sokta integralen ar noll.

5. Inget i problemstéllningen beror pa z, sa vi betraktar det som ett
tvadimensionellt problem. Den elektrostatiska potentialen uppfyller
Laplaces ekvation pa cirkelskivan p < a. En rimlig ansats ar ¢(p, p) =
f(p) cos2¢. Laplaces ekvation siger

10 ( agb) 10% 1, ., . 4
—— | p= ] +====-(pf(p) cos2¢ — = f(p) cos 2p.
pOp \"9p) = p*0p? p( (v) p? (¢)
En ansats f(p) = ApP ger p> — 4 = 0 eller p = +2. Minustecknet ger
ett singulért falt. Randvillkoret ger A = ¢/a?. Potentialen ar
2 22— 2
6 = b0 cos 20 = G-

2
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Det elektriska faltet ar

2%/) _ 290

E=—V¢ == (—peos2p + psin2p) = == (i — yj).

Ekvipotentialytorna ér alltsa hyperbler 22 —y? = konstant. Faltlinjerna
ar hyperbler xy = konstant.

6. e

Vi har en punktkéilla med varmeeffekten W och ett Neumann
randvillkor vid ytan till sfaren. Temperaturfaltet skall alltsa upp-
fylla Poissons ekvation inuti sfaren

AT = —s/)\, med s = W5 (7).
Losningen ar T'=T'(r) = W/ A 4 Ty, vilket man kan se genom att
losa Laplaces ekvation AT = 0 1iomradet 0 < r < a (dvs dar
kélltermen &r noll) och sedan identifiera punktkélltermen. Inte-

grationskonstanten 7 ar fortfarande obestamd.

w
4mr2

Varmestrommen ar ¢ = —A\VT = —f)\%—:: = 7. Detta ar bra

eftersom vi darmed kan verifiera att

/ 7-dS =Ww.
|7l=a

Dvs varmeeffekt fran kallan ar lika med varmestrom per tidsenhet
ut genom ytan.

Den totala varmeenergin i sfaren ges av integralen H = fV cpTdV.
For en konstant temperaturférdelning (som vid ¢ = 0) blir detta
Hy = cpTy 4”3“3. For var stationara 16sning géller

H = cpT1

+cp47r/ mrdr

Viarmeenergin skall vara bevarad vilket ger T;. Svaret blir

w (1 3
T - — — T
(r) = 47\ ( Za) o



