Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 4 januari 2016 klockan 08.30-
12.30 i Maskinsalarna.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poing
totalt. Till detta tillkommer eventuella bonuspoéang fran inlamningsuppgifter
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Géller d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger mindre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag &ven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpodng.

Lycka till!

1. Svara pa foljande delfragor (endast svar skall ges):

(a) Berédkna den stationdra temperaturfordelningen inuti en sfar med
radie a. Inuti sfiren finns en homogen vérmekélla (kélltathet sg),
materialet har varmeledningsformaga A\ och sfiarens yta halls vid
en konstant temperatur 7j.
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(b) Anvind indexnotation for att ange ett uttryck for sparet av ma-
trisen P = MN i termer av matriselement hos matriserna M och
N. (Ledning: sparet av en matris &r summan av dess diagonalele-
ment).

(c) Bestdam konstanten a sa att funktionen

acos?(z/e), |z| < me/2
fe(z) = { 0, |z| > me/2
nérmar sig en deltafunktion (x) da e — 0 (a kan eventuellt bero

pa ).
(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

2. Bestam nivaytorna till skalarfaltet
med a > 0 och &5 > 0. (10 poing)
3. Ett vektorfilt F har potentialen
¢ = (2*+y*+2°)? =32 +y° +2%).

Genom vilken sluten yta S ar flodet av vektorfaltet maximalt? Berakna
det maximala flédet. (10 podng)

4. Betrakta ett kroklinjigt koordinatsystem {u;}?_,. En mdjlig och naturlig
definition av normerade basvektorer ar att ta normerade tangentvek-
torer till koordinatlinjerna

1 or
€ = T s

dar h; = ’% kallas for skalfaktorer.

(a) Teckna ett uttryck for forskjutningsvektorn dr” i det kroklinjiga
koordinatsystemet. (8 podng)

(b) Haérled sedan ett uttryck for gradienten av ett skaldrfalt i krok-
linjiga koordinater. (5 podng)

(c¢) Tillampning: rdkna ut gradientvektorn till skalarfaltet ¢(x,y, z) =
1

T i sfiriska koordinater. (2 podng)
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5. Berédkna integralen foﬁ - dr, dar kurvan C' ges av 22 + % = a® och
z = 0, som genomlops i positiv riktning, och faltet ges av

—» sin 2 | a sin? .
F:FO[Q 900+(__9 90)4‘
2a 0 a

Fy och a ar konstanter. (10 podng)

6. En punktladdning ¢ befinner sig avstandet a fran en plan metallyta
(som kan betraktas som oéndlig). Hur stor blir ytladdningen pa metall-
ytan? Hur stor blir den totala laddningen pa ytan? (Faltet &r noll inne
i metallen.) (10 podng)
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Losningsskiss for tentamen — Vektorfalt och
klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 4 januari 2016 klockan
08.30-12.30 i Maskinsalarna.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Detta ar enbart en skiss av den fullstindiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

L. (a) T(r) = % (a® —r?) + Ty.

2. Vi satter ® = C'®y med C' < 0. Detta ger ekvationen
1-Cc, 1-C

P+ v+ =52 =1

Ca? Ca
Det finns tre olika fall:

(a) 0<C<1
Alla koeflicienter ar positiva och ekvationen beskriver en ellips

med halvaxlarna (M av/C a\/6>

Vi-C' V1o’
(b) C =1
Ett specialfall dir ekvationen ger att 22 = a2, dvs xy-planen med
z = *a.
(c) C>1

Vi skriver ekvationen som $3a? + Sy — 2527 = —1, vilket ér

ekvationen for en tvamantlad hyperboloid med z-axeln som sym-
metriaxel och med halvaxlarna (ﬁ ayC a\/6>. Genomskarningar

VC—1’ -1’
av denna yta kan med fordel skissas for nagra olika véirden pa z.

3. Flodet kan vi skriva
@(S):%ﬁdg:/V~ﬁdV:—/A¢dV,
S \%4 v

dér vi har anvint oss av Gauss sats (S = JV'). Potentialen skrivs enkelt
i sfiriska koordinater ¢ = r* — 372 och Laplace-operatorn ger —A¢ =
18—2072. Denna funktion utgor alltsa integranden for volymsintegralen
och &r positiv om r < 3/ V10. Storst flode fas alltsa om vi integrerar
over ytan pa en sfir med radien r = 3/4/10. Det maximala, totala

flodet blir
3/V10 3 54
dQ 18 — 20r)r2dr = dr——.
/ /0 ( ) /1025
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4. Se t.ex. avsnitt 2.2 i kompendiet

(b) Betrakta ett skalart falt f. Om vi forflyttar oss en stracka dr sa
forandras f med df = Vf -dr. Forflyttningen kan vi i de nya
koordinaterna skriva som

dr = hléldul + hQéQdUQ + ]’L3é3dU3.

Om vi skriver f som en funktion av uy, us och ug far vi

_of of of

= (9u1du1 + ity dus + Dty dus

1 of 1 of 1 of
———hyd — ——hod ———hsd
hl aul 1011 + hQ 8uz 20tz + h3 8U3 3s

:(1 of . 10f . 18fA).dF

df

—n 6+t €+ —-¢€

hl 8u1 ! hg 8%2 2 hg 8U3 3
Da kan vi identifiera uttrycket inom parentesen som gradienten i
de nya koordinaterna wuq, uo, ug
1 0f . 1 0f . 1 af .

o T on T ey ous

Vf

(c) Skaldrfaltet kan skrivas ¢ = 1/r och gradienten blir

0o 7
5. Kurvan C' ar en ellips med centrum i origo och halvaxlarna a och 2a.
Enligt hogerhandsregeln valjer vi Z som normal till ellipsskivan. Faltet
F ar singulért pa z-axeln. Singulariteten sitter helt i F = Fo‘ég&, som
vi kénner igen som en virveltrad pa z-axeln med styrkan 27 Fya. Vi
kallar resten av faltet ﬁg. Dess rotation ar

0 oy z
Vi oo 8 o o|_ Fo,
X g = — do dp oz| = TR
gsin2¢ 0%sin? o 0 a
2a a

Eftersom C' omsluter z-axeln en gang i positiv led, ger F bidraget
2nFya. Bidraget fran Fy fas med hjélp av Stokes sats som —Fpy/a
ganger arean av ellipsen, som ar 2ra?. Virdet pa den totala integralen
ar 2w Fya — %27ra2 =0.
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6. e Vektorfaltet ar noll inuti metallen, vilket innebar att potentialen
ar konstant. Vi viljer att sdtta ¢ = 0, vilket gor att ytan (z = 0)
blir en ekvipotentialyta med ¢ = 0.

e Detta Dirichlet randvillkor kan uppfyllas genom att infora en
spegelladdning —¢q i punkten —aZz. Den elektriska potentialen (for
z > 0) ges av

o) = —— .

Ameo|F — aZ|  dmeo|F + aZ|

e Det elektriska faltet ges av

q r—aZz T+ az

E=-V¢(F) =

Amey | |F—aZPP  |F+ aZ]?

e Vid ytan &r 77 = pp och |7 — aZ| = |[F'+ aZ| = \/a® + p?. Déarfor

blir vektorfaltet vid ytan F, = 47:_160 ﬁ.

e Ytladdningen motsvaras av en diskontinuitet i faltet

—

o=cn-(EL—E_).
Hir ér 7 = 2 och E_ = 0 vilket ger o = W.
e Den totala inducerade laddningen fas genom att integrera Gver
ytan

2w 00
Q= dsO/ opdp = ... = —q,
=0 p=0

vilket man egentligen kan inse fran det givna randvillkoret.
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