Tentamen — Vektorfalt och klassisk fysik (FFM232)

Tid och plats: Mandagen den 26 oktober 2015 klockan 14.00-
18.00 pa Horsalsvagen.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkand kalkylator, lexikon samt
Olle Branders formelsamling.
Examinator: Christian Forssén (031-772 3261).
Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFM232: Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poang
totalt. Till detta tillkommer eventuella bonuspoéang fran inlamningsuppgifter
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvintas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning géller
foljande allmanna principer:

e For full (10) podng kravs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Géller d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger mindre podngavdrag om orimligheten pekas ut.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av figur, ej definierade
variabler, svarlést, etc) renderar podngavdrag &ven om svaret verkar
vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Lycka till!

1. (a) Berékna tangentlinjeintegralen §, F-dF, dir F = %(—yﬁc—i—xz} och

den slutna kurvan C parametriseras enligt (x,y, z) = (bcost, csint, 0),

0<t<2m.

(b) Visa att V x (V¢) = 0 (for ett godtyckligt filt ¢) mha indexno-
tation.

(c) Beriakna f_t:r cos(x)0(2x)dx, dar §(x) ar en endimensionell delta-
funktion.

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 podng for alla tre.)
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2. Betrakta vektorfiltet E () = o5 (2 cos 0F + sin 00), dar p &r en kon-

stant. Bestdm ekvationen for den faltlinje till E(f’) som gar genom
punkten (r,60,) = (2,7/4,7/2). Rita ocksa denna filtlinje i rummet
tillsammans med zyz-axlarna och indikera riktningen pa vektorféltet
vid nagra punkter langs faltlinjen. (10 podng)

/ﬁ-d§,
S

dar S ar ytan 22 + y? + 22 = a® for z > 0 och filtet ges av

L K
F= a_o (am% +ayy + (2 + y2)2) ,

3. Berakna integralen

2
med konstanter a och Fy. (10 podng)

4. Hérled kontinuitetsekvationen for elektrisk laddningstéathet p(7,¢) och
elektrisk stromtéathet j(7,t). Anvind denna for att motivera forskjut-
ningsstrommen i Amperes lag med tidsberoende falt

V x B = 7 (elektrostatik) = V x B — €oto 5 = Lo

(10 poing)

5. Los Laplaces ekvation inuti en (odndligt lang) cylinder med radien a.
Vid ytan galler ett Dirichlet randvillkor

O(7)| =0 = Do + @1 cos pp,
dér p ar ett heltal och (p, ¢, z) ar cylindriska koordinater. (10 podng)

6. I mitten av en sfar finns en radioaktiv kalla som avger konstant varme-
effekt W. Kallans storlek ar mycket mindre an sfarens radie a. Vid
ytan galler Neumanns randvillor for temperaturfaltet

or

— = konstant.
or

Finn ett uttryck for den stationara temperaturfordelningen i sfaren
givet att temperaturen var konstant T'(7) = Ty vid t = 0 och att
materialets virmekonduktivitet &r A (notera att vi inte &r intresserade
av den tidsberoende l6sningen som géller fram till stationérlosningen).

(10 poing)
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Tid och plats: Mandagen den 26 oktober 2015 klockan
14.00-18.00 pa Horsalsvagen.
Losningsskiss: Christian Forssén

1. (a) Kurvan ar en ellips i zy-planet som genomléps moturs. Skriv i’ =
—bsin txdt+ccos tydt och integrera Over parametern t. Svaret blir
2 Fy.

(b)
[V X V¢]Z = €ijk8jak¢

Till exempel for ¢ =1

ijk  0; O faktor
123 2 3 +1
132 3 2 -1

vilket betyder att [V X V¢]1 = (8283 — 83(92) qb = 0.

(¢) Kom ihag skalningsegenskapen hos deltafunktioner (kan visas genom
variabelsubstitution i integralen 2’ = 2z). Detta ger

T 1 1
/ cos(x)0(2z)dx = 5 cos(0) = 7

™

2. Faltlinjer bestams ur sambandet g—f = CE. Har véljer vi C' = 4w /m

och vi anviinder sfiriska koordinater sa att dF’ = #dr+rfdf-+r sin Opdep.

I detta fall far vi den separabla differentialekvationen 4 = —2-

- - . 160 gy = fang e
l6sningen r = Asin“ . Integrationskonstanten bestdms fran den givna

punkten till A = 4.

Detta ar faltet fran en dipol. Just denna filtlinje ligger i zy-planet
(z = 0) med start och slut i origo. I punkten 6 = 7/2, dvs (7,y,2) =
(0,4,0) pekar vektorfiltet i riktningen § = —Z. Se figur.
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3. e Ytan ar en halvsfar med radien a.
e Filtet ar reguljért med divergensen V - F' = 2F, /a.

e Vi sluter ytan genom att lagga till en pottenplatta S; med nor-
malen —2. Gauss sats ger oss att

L B ArFya?
]{ F-dS:/V-FdV: T
S+51 \%4 3

e Integralen over bottenplattan raknas enklast ut i cylinderkoordi-
nater

e och svaret blir darfor

2
/F~dS:7{ F-dS—/F-dS:M.
S S+51 S1 6

4. Kontinuitetsekvationen for elektrisk laddning
dp
L __vy.7
ot ’
hérleds forslagsvis med hjalp av Gauss sats (se avsnitt 4.2 i kompendiet
med den konserverade storheten laddning istéllet for massa).
Fran Amperes lag (utan tidsberoende) har vi
— 1 =y
V.-j=—V. <V><B> =0,
Ho

enligt raknereglerna for vektoroperatorerna. Detta skulle betyda att

0
P _,
ot
vilket ar orimligt, for det betyder att det inte gar att flytta en elektrisk

laddning.

Med ytterligare en term (forskjutningsstrommen) i Amperes lag

. OF
V x B — — = Uy,
Ho€o ot HoJ,

stammer kontinuitetsekvationen vilket man ser efter insattning.
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5. e Randvillkoret antyder tva sorters vinkelberoende: cos(py) och 1.
Vi ansétter darfor en variabelseparerad 16sning (utan z-beroende)

o(p,p) = f(p) + g(p) cos(py).

e Laplaces ekvation i cylindriska koordinater ger l6sningarna

f(p) = Alog(p) + B, g(p) =Cp™"+ Dp",

men vi stryker de singuldra termerna da vi varken har nagon lin-
jekélla (log p-termen skulle motsvarat en sadan), eller nagon an-
nan singular kalla.

e Randvillkoren sédger att f(a) = ¢y och g(a) = ¢;. Detta ger att
B = ¢0 och DaP = gbl.

e Svaret blir alltsa
_ PP
¢ = ¢o+ ;1 (a) cos(pyp).

6. e Vi har en punktkalla med varmeeffekten W och ett Neumann
randvillkor vid ytan till sfaren. Temperaturfaltet skall alltsa upp-
fylla Poissons ekvation inuti sfaren

AT = —s/\, med s = W& (7).

W/A

e Losningen ar T'=T(r) = + T, vilket man kan se genom att
losa Laplaces ekvation AT = 01 omradet 0 < r < a (dvs dar
kélltermen &r noll) och sedan identifiera punktkélltermen. Inte-
grationskonstanten 77 ar fortfarande obestamd.

e Varmestrommen ar ¢ = —AVT = —f/\%—:: = 47?;2%. Detta ar bra
eftersom vi darmed kan verifiera att
/ 7-dS =Ww.
|7l=a

Dvs varmeeffekt fran kallan ar lika med varmestrom per tidsenhet
ut genom ytan.

e Den totala virmeenergin i sfaren ges av integralen H = fv cpTdV.
For en konstant temperaturférdelning (som vid ¢t = 0) blir detta
Hy = cpTy 47;)“3. For var stationara l0sning géller

H = cpT1

+cp47r/ mrdr

2
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e Varmeenergin skall vara bevarad vilket ger 77. Svaret blir

w /1 3
T“)—m(r%)*%
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